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SUR IES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES ORDIMRES

DU PREMIER ORDRE;

PAR M. G. D A R B O U X O ) .

J'ai présenté, en 1870, à l'Académie des Sciences, deux Notes
dans lesquelles se trouve établi un théorème relatif aux solutions
singulières des équations aux dérivées ordinaires du premier ordre.
Dans ce nouveau travail, je me propose de compléter les résultats
que j'ai déjà indiqués et de donner un théorème précis, faisant con-
naître dans quelles circonstances une équation différentielle peut
admettre une intégrale ou solution singulière.

Soit

(0 ?(*> r> r') = °
une équation différentielle. Nous supposerons, pour plus de simpli-
cité, que <p soit une fonction bien déterminée, algébrique, entière
et rationnelle, si l'on veut, des variables x, y, j f . La règle connue
qui conduit à la solution singulière, si elle existe, est alors d'élimi-
ner y' entre l'équation (1) et la suivante (2),

(1) Ces recherches ont été présentées à la Société Philomathique danXÎa7se>nce du
23 novembre 1872. Voir VInstitut, nouvelle série, i r e année; 1873, n° 6.

(2) Dans un travail présenté récemment à l'Académie de Belgique, M. Mansion a
critiqué les résultats auxquels je suis arrivé, et en particulier ce géomètre croit devoir
faire remarquer que la règle précédente n'est pas absolument exacte, qu'il faut rem-
placer l'équation ( 2 ) par les suivantes :

Mais ces dernières règles ne s'appliquent qu'aux cas tout à fait singuliers où la fonc-
tion ÇJ contient des expressions mal déterminées, radicaux, etc. ; tout au plus si elles
peuvent fournir la solution y1 = 00, que ne donne pas l'équation (2), et qu'on peut
toujours écarter par un changement d'axes coordonnés. Les règles que rappelle
M. Mansion, et qui sont données sous des formes à peu près équivalentes dans les
Cours de Calcul intégral, ne trouvent donc pas leur application dans la question
actuelle, et, d'ailleurs, elles n'infirmeraient pas nos raisonnements.

M. Mansion ne paraît pas avoir compris le raisonnement si simple que j'ai pré-
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La proposition que j'ai énoncée à ce sujet est la suivante : En
général, il n'y a pas de solution singulière, et l'élimination de yf

entre les équations (i) et (2) conduit à Véquation d'une courbe
représentant, non pas l'enveloppe des solutions générales, mais le
lieu de leurs points de rebroussement. Nous allons mettre ce résul-
tat en lumière et le compléter par les considérations suivantes.

Une équation différentielle ordinaire présente un double carac-
tère, sur lequel on n'insiste pas, en général, quoiqu'il nous paraisse
d'une grande importance. On dit souvent qu'une telle équation dé-
finit une courbe par les propriétés de sa tangente ; et, en effet, elle
fait connaître la direction de la tangente en chaque point de la
courbe. Mais il importe aussi de remarquer que, si Von considère la
courbe intégrale non comme lieu de points, mais comme enve-
loppe de droites, l'équation différentielle définit une propriété
du point de contact. En d'autres termes, les courbes intégrales qui
sont tangentes à une droite sont en nombre limité, et leurs points de
contact avec cette droite sont définis par l'équation différentielle.

Soit, en effet,

(3) y=zax + b

l'équation d'uue ligne droite. Si elle doit être tangente à la courbe

sente au t. LXXI des Comptes rendus de V Académie des Sciences. Je me permets don e
de le reproduire ici en le précisant.

Soit f {xt y,y') •= o l'équation différentielle proposée. Je dis qu'en éliminant^',
entre cette équation et la suivante,

**, = . ,

on n'a pas, en général, une solution singulière. En effet, nous pouvons supposer que
l'équation différentielle contienne des coefficients littéraux. Soit a un de ces coeffi-
cients. Alors on tirera des équations précédentes y et y' eu fonction de x et de a,

r'=Mx,a).

Cela posé, si, en général, il y avait une solution singulière, il faudrait que l'on eût

Or, mettant à la place de a une fonction de x quelconque u(x), les valeurs de y
et y' ne seront pas changées, et Ton devra avoir cette fois

résultat incompatible avec le précédent.
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définie par l'équation différentielle, on aura, pour le point de con-
tact, yf=a, et, en substituant cette valeur de y\ dans l'équa-
tion (i), on obtiendra

(4) ? (^r , «) = o,
équation en ternies finis d'une courbe qui coupe la droite (3) aux
points de contact cherchés.

Il suit de cette proposition que, si Ton prend les polaires récipro-
ques de toutes les courbes satisfaisant à l'équation (i), ces polaires
réciproques satisfont aussi à une équation différentielle du premier
ordre. Par suite, à toute propriété des courbes intégrales, considé-
rées comme lieux de points, correspondra, par le principe de dua-
lité, une propriété relative à ces courbes, considérées comme en-
veloppes de droites. Cette symétrie, introduite dans la théorie qui
nous occupe, est d'un grand secours dans une foule de questions, et
elle va nous permettre, en particulier, d'éclaircir la question des
solutions singulières.

Cherchons d'abord les droites (3) pour lesquelles deux des points
de contact définis par les équations (3) et (4) viennent se con-
fondre. Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que la droite (3) et la
courbe (4) soient tangentes, c'est-à-dire que l'on ait, pour un des
points (x, y) d'intersection de la droite et de la courbe,

9(x, y,a) = o, ^L + a-?- = o.

, . / " " " ^En remplaçant a par y1\ nous avons les deux équations

Éliminons^' entre ces deux équations, nous obtenons un certain
lieu, défini par l'équation

(6) w(x,y) = o.

Pour chaque point de ce lieu, la droite, ayant pour coefficient an-
gulaire la valeur de y' satisfaisant aux équations (5), sera telle, que
deux des points de contact des courbes intégrales avec elle seront
confondus au point (.r, y). On peut donner une définition simple
du lieu représenté par l'équation (6).

En effet, si l'on differentie la première des équations (5), on
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trouve, en tenant compte de la seconde,

-r— n'est pas nul, en général, pour le point considéré-, car il n'y a

pas de raison pour que les trois équations

v ' T dyr dJL, J âf

soient satisfaites par tous les points d'une courbe $ donc on a

Ainsi le lieu représenté par Véquation (6) est en général celui
des points d'inflexion des courbes intégrales, et les tangentes en
ce point sont les seules droites pour lesquelles deux points de
contact viennent se réunir en un seul, qui est le point d'inflexion.

Remarquons d'ailleurs que les points considérés sont, eiy géné-
ral, des points ordinaires d'inflexion, ïpour lesquels yUl n'est pas
nul.

Cela posé, si nous transformons, par la méthode des polaires ré-
ciproques, la proposition précédente, nous obtenons le théorème
suivant :

Les points pour lesquels deux valeurs de ~~ > fournies par

l'équation différentielle, deviennent égales, sont, en général, des
points doubles de rebrous sèment de première espèce pour les

eoïirbes intégrales, et les deux valeurs égales de ~ définissent

la tangente à la courbe intégrale au point de rebrous sèment.

Ainsi se trouve justifiée, sans l'emploi des séries, la conclusion à
laquelle nous étions arrivé dans nos premières études. Et mainte-
nant dans quel cas se présente la solution singulière, si elle existe ?
Il faut que les trois équations (8) soient vérifiées pour tous les
points d'une courbe, ce qui conduit à la proposition suivante :

Pour quune équation différentielle admette une ou plusieurs
solutions singulières, il faut que les deux lieux suivants : i° le lieu
des points pour lesquels deux valeurs de y1 deviennent égales,
2° le lieu qui, dans le cas général, contient tous les points d'in-

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. IV. (Mars 1873.) II
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flexion des courbes intégrale^ coïncident au* aient des courbes
partielles communes. Si ces deux lieux ne coïncident pas dans
toutes leurs parties, les deux portions non communes seront, l'une
le lieu des points de rebrous sèment [généralement de premiere
espèce) des courbes intégrales, l'autre le lieu des points d'in-
flexion [généralement points* ordinaires d'inflexion) des courbes
intégrales.

Ce théorème peut d'ailleurs être rendu plus *précis et démontré
sans l'emploi des polaires réciproques. Nous allons en donner, sans
faire appel aux remarques qui précèdent, une démonstration directe
et élémentaire.

A cet effet, reprenons l'équation différentielle que nous- suppose-
rons toujours, gour plus de netteté, algébrique, entière et ration-
nelle,

(9) ?(*,r»r') = Q*
Sieller admefrune solution singulière, c'est-à-dire si les courbes

qui représentent L'intégrale générale ont une enveloppe, on devra
avoir, pour tous les points de cette enveloppe,

v ; dy'

D'ailleurs, en différentiant l'équation, proposée, on pourra ad-
joindre à l'équation précédente la suivante :

Ainsi, pour qu'il y ait une solution singulière, il faut que les
trois équations (9), (10), (11) soient vérifiées pour tous les-points
d'une courbe, ce qu'on peut exprimer de la manière suivante :

Éliminons j 7 d'abord entre les équations (9) et (10), nous obte-
nons un ppemien lieu, géométrique représenté par l'équation

X = o.

Éliminons ensuite j ( entre les équations (9) et (11), nous obte-
nons un second lieu géométrique représenté par l'équation

oP«>= o.

Cela posé, il* faut évidemment, pour qu'il y ait une solution sin*
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gujière, que ces deux lieux aient une partie commune. Si dette con-
dition n'est pas remplie, il n'y aura pas de solution singulière.

Supposons, au contraire, que les deux lieux aient une partie corn-
mime, représentée par l'équation

et satisfaisant aux conditions suivantes. Poift* chaque jföïikt dö œ
lieu partiel (x^y), les trok équations (c/), (i<*), ( n ) , considérées
comme étant à une seule ineonnuejp*', ont une ou plusieurs racittésy
communes. Soient y' = m une de ces racines 5 alors, pour tout point
du lieu (12), on peut déterminer une quantité m satisfaisant aux
trois équations

(3) ( ) () £h^

Cela posé, pour avoir la tangente en un point du lieu (12), difle-
rentions la première de ces équations. Nous aurons

à® êcp . dû dm
dx âyJ àm dcù y

do T
et, par suite, comme —— est nul,

do do ,
dx oyJ

En comparant cette équation à la dernière des forilmfêtf (i3), on
en déduit

Supposons que -~ ne soit pas nul. Alors

et, par suite, substituant cette valeur de m dans la première des
équations (i3),

^(•^J' y') = °-
Le lieu représenté par l'équation (12) satisfait donc à l'équation

différentielle, et nous obtenons la proposition suivante :

Pour qu'il y ait une solution singulière, il faut que les trois
ii.



i64 BULLETIN DES SCIENCES

équations
do do do ,

9=0 , —h = 0, - f + - ï r ' = oY dy' dx dyJ

soient satisfaites en tous les points d'une courbe (A), c'est-à-dire
que, pour chaque point de cette courbe, elles donnent une même
valeur de y1. Si cette condition est satisfaite, il y aura toujours
une solution singulière représentée par la courbe (A), à moins
que, en chaque point de cette courbe, la valeur de y1 , qui satisfait
à ces équations, ne satisfasse identiquement à la suivante,

do
dy

qui, jointe aux trois précédentes, donne aussi

do
dx ~~

Pour être précis autant que possible, dans une théorie aussi dif-
ficile, j'ajouterai que le théorème précédent laisse de côté : i° les
intégrales singulières correspondant à y' = 00 , et qui se compo-
sent de droites parallèles à l'axe des y : on les obtiendra soit par
une recherche directe, soit en changeant la direction des axes, soit
en changeant j ' en x, et x en y ; i° les intégrales singulières, lieux
des points de rebroussement des courbes intégrales générales, et
admettant pour tangente, en chaque point M de rebroussement d'une
courbe intégrale (C), la tangente à cette courbe en/son^oint de
rebroussement. En effet, si cette singularité se présente, on a
yn = 00 , et, par suite, des deux équations

on peut bien conclure l'équation

do do , do „
dx dyJ dytJ '

mais, le dernier terme se présentant sous la forme o X 00 , on n'a
plus le droit d'écrire

co lime nous l'avons lait dans nos raisonnements.
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En résumé, si Ton veut acquérir le plus de notions possible sur
les courbes intégrales en employant seulement l'équation différen-
tielle, on pourra procéder de la manière suivante (*) :

i° On cherchera le lieu (Jb), résultat de l'élimination dey' entre
les deux équations

do

Soit X = o l'équation de ce lieu.

2° On cherchera le lieu (ik), résultant de l'élimination de y entre
les deux équations

T àx dyJ

Soit ift, = o l'équation de ce lieu.
Si les deux courbes (x) et (xfî>) n'ont aucune partie commune, il

n'y a pas de solution singulière \ la première contient les points de
rebroussement, généralement de première espèce, des courbes inté-
grales; la seconde les points d'inflexion.

Si les deux courbes (x ) et (afi>) ont une ou plusieurs courbes
partielles communes (C), (C), . . . , soit

alors les lieux (A) et (B) contiendront encore respectivement les
points d'inflexion et de rebroussement des courbes intégrales j mais
les équations

C = O, C ' r r r o , . . .

ne donneront pas encore nécessairement des solutions singulières.

( l) Pour la recherche des solutions singulières, on pourrait se borner à l'énonèé
que voici :

Pour qu'il y ait une solution singulière, il faut qu'en tous les points d'une courbe
les trois équations

<)» df dp ,

soient vérifiées par une même valeur de,/ ' . Cette condition est suffisante, si la valeur

de Y' n'annule pas ^ ou -£ • Sinon il faudra vérifier directement si la courbe donnée

par la règle précédente satisfait à l'équation différentielle. r
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En effet ; i° pour lous los points {Tirae courbe £C% h$ ém%.

et aussi
-4- -ri V'=Oôx

sont bien satisfaites par une même valeur de^ ' . Mais la valeur dev^'f
racine commune aux deux premières, peut fort bien ne pas être la
racine commune aux deuic autres, et la condition pour que Cl = o
donne une solution singulière, c'est que les trois équations enjp^,

, . , do do do .
(i5) 9 — 0, -3-71=0, 3ï- + T I r = °

soient satisfaites, pour tous les points de la couxbe (Ç), par une
même valeur de y1.

2a En admettant même que les trois équations (i5) soient satis-
faites par une même valeur de jy7, il faudra encore s'assurer tfae
cette valeur de j - 'ne vérifie pas identiquement l'urne des équations

do do
'dx"~~°' dr"°9

et, si ces équations ne sont pas vérifiées, on sera sûr que (C) est une
solu|ion singulière,

Si, m contraire, ces équations sont vérifiées, le procède le plu£
direct pour résoudre la question consiste à examiner si la cowbe
(C) satisfait à l'équation différentielle proposée.

Ajoutons encore, pour compléter ce résumé, qu'il est indispen-
sable de tenir compte des deux cas d'exception signalés à la fin de
l'article précédent.

On voit qu'il existe encore bien des points à examiner Cert4tï*es
intégrales particulières, en nombre limité, se distingueront des
autres, soit par un point de rebrousse ment, soit par un point dln-
flexion d'espèce plus compliquée, D'autres, en nombre limité, pour-
ront n'avoir ni point d'inflexion ni point de rebroussement 5 mais
ce sera l'objet d'un travail plus étendu que ce simple résumé.

En terminant, nous devons nous demander quelle a été l'origine
de l'erreur qui a duré si longtemps (Jans Ja théorie çles
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*iagulièïB&. Cette lenieur tient à mme G®n£ksi$a, qnè ptesgioertaimles
géomètres ont laissé s'établir dans toute cette question.

Comme maa fcraoieJes óquatioms düMreüÜElles >par l'éliminafion
de constantes entre w e éqaRXjum jBnie et mss jlériv^ées., les auvents
ont .supposé, à tort selon mou&, ̂ u'étaMt donnée, par exemple,, tme
équation différentielle du premier ordre, cette équation admet tou-
jours une intégrale du premier *or<ire, définie par la formule

(9) f{x,r*c) = ®>

où ƒ est une fonction qui, dans toute l'étendue du plan, possède
les propriétés qu'on reconnaît généralement aux fonctions étudiées
dans l'Analyse. Cette fonction ƒ était pour eux plus oumoias diffi-
cile à trouver 5 mais dans leur esprit elle existait toujours. Or c'est
là précisément le point contestable, et les recherches nouvelles sur
la théorie des fonctions nous paraissent devoir changer cette ma-
nière de voir (1).

Il est bien clair que, si une équation différentielle est integratie
par une équation de la forme (9), il y a, en général, une solution
singulière, qui est l'enveloppe de toutes les courbes représentées par
l'équation (9). Ainsi, si l'équation différentielle est imtégraMe dans
le sens qu'on donne à ce mot <en Analyse, c'est-à-dire en égalant à
zéro une fonction f finie et continue de x, y^ c, la solution singu-
lière est le cas général, et alors sa recherche dépend, à proprement
parler, de la théorie des enveloppes.

Mais comme rien ne démontre qu'une équation différentielle ad-
mette, en général, une intégrale de la forme (9), on voit qu'on
devra séparer cette théorie en deux parties bien distinctes :

L'une, du ressort du Calcul différentiel, et dans laquelle on exa-
mine les équations différentielles formées par l'élimination des con-
stantes \

L'autre, appartenant au Calcul intégral, et où, ne supposant rien
sur l'origine de l'équation différentielle, on est obligé de se tenir
dans les hypothèses générales et de ne pas supposer l'existence

(l ) Les seules recherches rigoureuses sur l'existence des intégrales, celles de Cauchy
et de MM. Briat et Bouquet, établissent bien qu'il y a u»e inanité d'intégrales góiaé-
railes ; mais on remarquera qu'elles ne démontrent pas que ces intégrales satisfassent
à mne équation de la forme (9), où/possède les propriétés nécessaires pour qu'on ait
le droit d'appliquer les principes de la théorie des enveloppes.
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d'une integrale de la forme (9). C'est à ce dernier cas que se rap-
portent nos remarques.

La distinction que nous proposons en dernier lieu nous est d'ail-
leurs commune avec plusieurs géomètres $ elle a été proposée aussi
par M. Clebsch, dans une Note des Naùhrichten de Gœttingue.

APPLICATIONS.

Premier exemple, emprunté au Cours du Calcul différentiel
et intégral de M. Serret, t. II, p. 383 :

y — ixy1 —f'2 = 0.

L'intégrale générale est

On a ici

Il n'y a pas de solution singulière. La courbe

j -f- x2 = o

contient les points de rebroussement. Le lieu y = o correspond
à une solution particulière, l'axe des x. Pour cette solution, tous
les points de l'axe des x sont bien des points d'inflexion. Cet exemple
est pleinement d'accord avec la théorie générale (*).

Deuxième exemple, emprunté au même Ouvrage, t. II, p. 397 :

On a
X = (1-4- X2) ( 1 6 / H- X* 4 - 4 # 2 ) ,

<rt\, ~ x ( I 6 J -f- 3#2) ( I 6 J 4 - x* 4- 4#a)»

(*) Quand nous disons que la courbe (lft>) ou une portion de cette courbe contient
les points d'inflexion des courbes intégrales, nous n'entendons pas par la évidemment
que toutes les courbes intégrales passant en un point M de ce lieu y aient un point
d'inflexion : c'est seulement la courbe ou les courbes correspondant aux valeurs de
y\ racines communes des équations

qui ont au point M une inflexion. C'est ainsi que, si une courbe (C) appartient aux
lieux (Jlo) et (ltë>), elle peut être à la fois lieu de points d'inflexion pour certaines
intégrales et de points de rebroussement pour d'autres, sans donner une solution sin-
gulière.
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Le facteur commun à X et à ife satisfait à toutes les conditions
que nous avons posées. H y a donc ici une solution singulière don-
née par l'équation

L'équation
x{i&y -f- 3x7) = o

représente bien le lieu des points d'inflexion des courbes intégrales,
comme on s'en assurera à l'inspection de l'équation intégrale

~h x* — x v/i -\- x2— log(.r -f- sji H- x2) = H.

Troisième exemple, emprunté au Compendium der hoheren
Analjsis de M. Schlomilch, 3e éd., t. I, p . 509 :

J J x
Nous trouvons

i& (j 4 )
L'équation

j 4 — 4«2^2 = o

donne bien une solution singulière.

Quatrième exemple, emprunté à l'Ouvrage de Boole : A Trea-
tise on dijferential Equations, 1872, p. 169 :

r ' 2 -
ou

On a ici

et Ton reconnaît facilement que le facteur xk — 16j satisfait aux
conditions que nous avons posées : il donne, par conséquent, une
solution singulière 5 mais prenons le second et faisons

7=0.

On déduit de cette équation
fz=Q.

L'hypothèse^ = o satisfait donc à l'équation différentielle. Cette
solution est d'ailleurs comprise dans l'intégrale générale

J — C2(X — C)2.
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Cinquième exemple. — Équation d'Euler •:

oà
X = a -4- bx A- cx*-h dx* 4- ex*,
Y z= a-\- by -{- cy*-h dy* -\-ey*.

On a ici

Nous me trouvons ici que la solution singulière

= o,

et nous oublions, comme cela a été prévu dans la théorie, la solution
singulière

X = o,
qui correspond à une droite ou à des droites parallèles à Taxe
des y. On sait que l'intégrale générale se compose de courbes du
quatrième ordre, à deux points doubles, tangentes aux huit droites
données par l'équation

Sixième exemple* emprunté au Cours de Calcul infinitésimal
de M. Hoüel, seconde Partie, p. 62 ;

Cette équation nous offre, comme on va le voir, une_confirnra-
tion très-remarquable de notre proposition. On a

On verra facilement que la solution singulière est donnée par
K l'équation

xyz=zo.

Quant au facteur (y — x)% il doit être éliminé} car les équations

^ | = i(xf — y ) / — 2y{ 1 + j ' 2 ) == ix ( — f — 1) = o, *

~?
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sont vérifias pour U même valeur de j ' = — JU Il y a d©»c doute
d'après la théorie; mais, la valeur j ' = — i n'étant pas la dérivée fle
y = ,r, le facteur (.r —j^)2 doit être rejeté.

'Septième exemple. — Équation de Clairaut :

En posant^ — xj f= u, on a identiquement

dF(dF\ dF

dF

II y aura donc une solution singulière qu'on obtiendra en élkai-
nant y1 entre les deux équations

v dF dF
àf du

Huitième exemple [Calcul intégral de M. FabbéMoigno^ p. £61) :

2.xy(i-\-yh) — (x/H~y)1 z=z o.
On a

(x—j)\

La discussion du facteur x — y se fait comme dans le sixième
exemple, mais la conclusion est autre. On a ici

0=
do

L'hypothèse y 7 ^ i annule tous les premiers membres 5 mais, comme
elle est la conséquence de l'équation

le facteur [x —y) Terifie ici l'équation différentielle quand on
l'égale à zéro. Cette conclusion est différente de celle de l'exemple
sixième relative à un cas douteux du même genre.
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Neuvième exemple. — Équation différentielle des cercles dou-
blement tangents à l'ellipse et ayant leur centre sur Taxe des x : *

-ix(x 4- / / ) 4- ̂  [x 4- j / ) ' 4 - K = o.

On obtient
ar»(i — m') -4- K],

La solution singulière est donnée par l'équation

#2(i — m2) 4- j 2 4 - K = o.

Dixième exemple. — Équation différentielle des cercles repré-
sentés par l'équation

XÏ-^yi 1OLX 2 [3 f + R = O,

où ce et (3 sont liés par la relation

m a 2 -h n(32r= i•

Cette équation est

-f- n{x7/ — ixy — y*f -i-K^)2— ( j — ^r')2 = ?(^> ƒ> ƒ')•

On a ici

X = (^-4- j 2 — K)2[m^(^2 + j2-|-K)2— mx7— nj2].

Le second facteur correspond à l'enveloppe des cercles^ Exami-
nons le premier. En substituant dans chacun des deux premiers
carrés qui figurent dans cp, soit la valeur dej^2, soit celle de x1 tirée
de l'équation

x2 +- J2— K = o,
on a

donc la valeur de y correspondant à ce facteur est

cela suffit pour montrer qu'il ne donne pas une solution singulière \
car on devrait avoir, pour tous les points du cercle,

X* 4~ J2 = K,
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Ce résultat est conforme à notre proposition; car la valeur dey',
annulant les trois carrés de <p, vérifie les équations

do do do
dx dy dy T

et, par conséquent, la théorie générale ne nous indique pas le fac-
teur x* 4-y* — K comme devant nécessairement donner une solu-
tion'singulière. Ce facteur figurerait d'ailleurs dans o&, que nous
n'avons pas pris la peine de calculer, et qui sera de la forme

<tf, = o{x, y, \f^~i)o(x,y, — s/^i) (^-f-r>— K)a

X [mn(x2-i- j2-t- K)2 — mx2 — ny*].

Remarque. — Les exemples précédents, choisis sans parti pris
ou formés directement, sont bien d'accord, on le voit, avec la pro-
position générale que nous avons développée, et cela suffit au but
que nous nous proposions. Cependant on pourrait demander d'ex-
pliquer dans chacun d'eux la présence des différents facteurs qui
figurent dans les expressions que nous avons désignées par X
et i&. La remarque générale suivante, déjà faite, dans un cas par-
ticulier, par M. Catalan (*), explique d'une manière assez nette
comment, même dans le cas où il y a une solution singulière, le ré-
sultat JU de l'élimination dey' entre les deux équations

do

doit contenir généralement des facteurs étrangers à cette solution.
Supposons, en effet, que l'équation différentielle proposée ad-

mette pour intégrales des courbes algébriques représentées par
l'équation

(16) f(x,y,l) = o,

et, par conséquent, plaçons-nous dans le cas où il doit y avoir, en
général, une enveloppe. On peut obtenir cette courbe, soit en éli-
minant 1 entre l'équation précédente et la suivante,

( l ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. LXX.I, 1870, p. 5o.
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soit en éliminant yf mitm Téqmation différentielle des courbes (i6),

(18) <f[x9 y9 j ' ) ~ o,

et l'équation

Soit Jt le résultat ófe rélimination àey' entre ces deux dernières
équations, et soit A le résultat de l'élimination de X entre les deux
équations (i6) et (17). Il est clair que JU doit contenir le facteur A 5
mais je dis qu'il contient en outre, en général, un autre facteur C,
qui ne correspond pas à une solution singulière, et dont on peut
donner la définition géométrique.

En effet, en éliminant j 7 entre les deux équations (18), (19)5 on
obtient le lieu des points pour lesquels deux valeurs de y1 sont
égales. Cette condition est évidemment remplie pour les points de
contact de chaque courbe avec son enveloppe 5 mais elle l'est aussi
évidemment pour les points où deux courbes distinctes viennent se
toucher, sans être, en tout leur parcours, à une distance infiniment
petite l'une de l'autre. Considérons, par exemple, les cercles doû -
blement tangents à une ellipse et ayant leur centre sur son gf and
axe (neuvième exemple), Par tout point du plan, non situé sur
l'ellipse, il passera deux de ces cercles, se coupant sous un angle
fini, en général 5 mais, si le point est pris sur le grand axe même de
la conique, les deux cercles seront tangents l'un à l'autrey^es deux
valeurs d e y \ fournies en ce point par l'équation différentielle, de-
vront donc être égales, et le facteur y devra, par conséquent,
figurer dans X.

Ainsi, même quand il y a une intégrale générale algébrique, l'ex-
pression que nous avons désignée par X doit contenir, en même
temps que le facteur correspondant à la solution singulière, un
autre facteur B, qui, égalé à zéro, donne le lieu des points où les
courbes intégrales se touchent. J'ajoute que ce facteur B, égalé à
zéro, vérifiera les équations

. . do d® do
( 2 l ) 9 — 0, ~^-z=zOy h-~r'=:O.v 1 Y y ày' ôx àyJ

En effet, par la manière même dont on Fa formé, il doit vérifier
les deux premières. De plus, pour l'une des courbes intégrales pas-
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sant aupoim {x^j)s cai a

do do , do „

et, si nous supposons que y11 ne soit pas infini, ce qui est le cas. gé-
néral, nous voyons que l'équation deviendra

do do ,
dx dyJ

Ainsi, pour le facteur B, les trois équations (21) seront vçrifiies
par une même valeur dejy7, et, comme ces facteurs ne donnent
pas de solution singulière, on devra avoir, d'après notre théorie,

dos do

5i=°' àï = o;

par conséquent, la méthode précédente, appliquée à ces facteurs,
exigera une vérification directe qui conduira à les rejeter. C'est ce
qui a lieu dans les deux derniers exemples donnés.

J'ajoute une remarque essentielle, relative au facteur B : ils figu-
reront, élevés au carré, dans X. En effet, pour former Jb, on peut
procéder de la manière suivante.

Soit
f(x,r,*) = o

l'équation des intégrales générales, et soient Xl5 ^2,. . ., A,n les va-
leurs de 1 satisfaisant pour un point donné à cette équation. Soient
ƒ , , . . . , j ' m les coefficients angulaires des tangentes aux courbes
passant en ce point. On a:

Xi

par suite,

ce qu'on, peut écrire, en mettant en évidence le facteur %;<—iy,

^ étant une fonction symétrique et rationnelle de Ao ^ : donc le
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discriminant X de l'équation eny\ qui est le produit des quantités
s e r a

c'est-à-dire auxiiscriminant A de l'équation en A, multiplié par un
carré parfait

X = AC2.

Ce résultat se vérifie facilement sur les courbes représentées par

l'équation

où M, N, P sont des fonctions de x, y, et qui est un peu plus gé-
nérale que celle de M. Catalan. On trouve

M N P

^ ^ ^
dx dx àx
dM dN dV
ày djr dp


