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MELANGES.

~ 1

N SUR LES SURPACES ALGEBRIQUES; s

Par M. PAINVIN. . v

1. Malgré de nombreux et importants travaux, 1’étude des sin-
gularités des surfaces algébriques n’est pas encore trés-avancée;
nous pensons néanmoins qu’il y a quelque intérét a rappeler et a
résumer ici les premiéres propositions sur les singularités générales
des surfaces algébriques, car ces propositions forment le début
d’une théorie fort importante qui attire constamment I’attention
des géomeétres. .

2. Les dénominations de contact, osculation, etc., donnent sou-
vent lieu 4 des ambiguités, et il est bon de préciser, une fois pour
toutes, le sens exact des mots que nous emploierons dans les
énoncés qui suivent.

Lorsqu’un point d’une courbe (ou d’une surface)est simple, nous
dirons qu’une droite (ou une courbe) a, en ce point, un contact
du 1°7, 2°, 3°,. .., i*» ordre avec la courbe (oula surface) primi-
tive, quand la droite (ou la courbe) rencontre la courbe (ou la sur-
face) en 2, 3, 4,..., (i +1) points coincidant avec le point con-
sidéré.

Lorsqu'un point d’une courbe (ou d’une surface) est multiple

-
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d’ordre p, nous dirons qu'une droite (ou une courbe) a, en ce
point, un contact effectif du 1°*, 2°, 3¢,..., i*® ordre avec la
courbe (ou la surface) primitive, quand la droite (ou la courbe)
rencontre la courbe (ou la surface) en p +1, p+2, p+3,...,
p -+ i points coincidant avec le point considéré.

On pourrait réserver la dénomination de courbe osculatrice pour
la courbe d’un ordre et d'une espéce déterminés, dont tous les
points d’intersection viennent coincider avec le point considéré.

3. Nous désignerons par T, une droite telle que » de ses points
de rencontre avec la surface considérée viennent coincider; c’est
une droite ayant avec la surface un contact du (7 — 1)¥™ ordre.

Nous désignerons par T, , une droite telle que 7 de ses points de
rencontre avec la surface viennent coincider en un méme point, et
que s de ses autres intersections viennent coincider avec un autre
point distinct du premier; la droite T, ; est une bitangente ayant
un contact du (r —1)*™¢ ordre en un point et un contact du
(s —1)i¥me ordre en un autre point, etc.

Nous supposons, dans tout cela, que les points de contact sont
des points simples pour la surface.

4. On sait qu’un plan tangent en un point d’'une surface coupe
la surface suivant une courbe ayant un point double au point de
contact; les tangentes i la courbe en ce point sont dites tangentes
inflexionnelles : ce sont les asymptotes de I'indicatrice. Lorsque les
deux tangentes inflexionnelles viennent a se confondre, le point
correspondant de la surface est dit point paraboligue ; V'indicatrice
est une parabole.

5. Cela posé, nous allons donner les énoncés des premieres pro-
positions qu’on rencontre dans I'étude des singularités générales
des surfaces algébriques.

La surface considérée S, est une surface générale de 'ordre n.

Sans nous préoccuper de l'ordre logique des propositions, nous
les classerons comme il suit :

. Drottes Ty, c’est-a-dire tangentes ayant un contact de
29
1°" ordre en un point unique.

. 1° Le cbdne circonscrit a la surface S, et dont le sommet est un
;
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point quelconque P non situé sur la surface est de I'ordren(n —1)
et de la classe n(n —1)*; il posséde n(n—1)(n— 2) arétes de

rebroussement, et % n(n—1)(n— 2)(n— 3) arétes doubles.

2° La courbe de contact de ce cone est de 'ordre n(n —1); elle
rencontre, en outre, la surface S, suivant une autre courbe de
Pordre n(n —1)(n — 2) ; cette deuxiéme courbe rencontre la pre-
miére en n(n —1)?(n — 2) points comprenant: les n(n —1) (n — 2)
points ou les arétes de rebroussement rencontrent la courbe de
contact, puis les n(n—1)(n—2)(n—3) points ou les arétes
doubles rencontrent la courbe de contact.

3° La développable formée par les plans tangents a S, le long
d’une courbe plane fixe C, est de l'ordre 7(372—35) et de la
classe n(n — 1) ; l’aréte de rebroussement est de 'ordre 67(n — 2).

4° Cette développable touche S, suivant la courbe C, d’ordre z,
etcoupe, en outre, S,suivant une courbe del’ordre n (n —2) (3 +1).
La deuxiéme courbe touche C, en ses 3n(n — 2) points d’inflexion,
passe parles 4n(n — 2) points paraboliques qui se trouvent sur C,,
et rencontre C, en 3n(n— 2) (n — 3) autres points qui sont sur
les tangentes d’inflexion de C,.

II. Drorres T, c’est-a-dire tangentes ayant un contact du
2¢ ordre en un seul point, ou tangentes inﬂe.rionnelles.

5° Par un point, non situé sur la surface S,, on peut mener, en
général, n(n —1)(n — 2) tangentes inflexionnelles.

6° Les tangentes inflexionnelles de S,, qui rencontrent une
droite L, arbitrairement choisie, engendrent une surface de
Vordre n(n*— 4). Sur cette surface, la droite L est multiple de
Pordre n(n—1)(n—2). Les points de contact de ces tangentes
avec S, forment une courbe de 'ordre n(32 — 4). La surface en-
gendrée a en commun avec S,, outre sa courbe de contact, une
deuxiéme courbe de ’ordre n(n —1)(n—3) (2 + 4).

7° Les tangentes inflexionnelles, issues des points d’une section
plane C, de la surface S, et dont le contact du 2° ordre a lieu en de-
horsde C,,engendrent une surface de I'ordre 7 (n—1) (n —3) (n+ 4).
Sur cette surface la courbe C, estmultiple del'ordre (n — 3) (n*+ 2).
Les points de contact de ces tangentes forment sur S, une courbe de
Pordre n(3n® — 4n— 6). Les points d’intersection restant de ces
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tangentes avec S, forment une 2° courbe de 'ordre. VL, v
n(n—2)(n—4)(n* +5n+43).

ITI. Drorres T, s, c’est-a-dire tangentes ayant en deux points
distincts un contact du 1°" ordre avec la surface S,.

8°Par un point, situé surlasurfaceS,, on peut mener (n—3)(n +2)
tangentes touchant en ce point et en un autre point.
9° Par un point, non situé sur la surface S,, on peut, en gé-

néral, mener i—n(n —1)(n—2)(rn—3) droites T ,.

10° Dans chaque plan, arbitrairement choisi, il y a
%n(n-— 2)(n — 3)(n + 3) droites Th,..

11° Les droites T o, qui rencontrent une droite fixe L arbitraire-
ment choisie,engendrent unesurface del’ordre (n+ 1)n(n—2)(n—3);

la droite L est sur cette surface une ligne multiple de I'ordre
1

5 n(n—1)(n—2)(n—3). La courbe de contact des droites T, ,
est de l'ordre n(n —3)(n* + 2n — 4). La surface engendrée ren-
contre encore la surface S, suivant une autre courbe de l'ordre
n(n— 1) (n—3)(n—4) (n+2).

12° Les droites T',,, dont un des points de contact est sur une sec-
tion fixe C,, engendrent une surface de 'ordre n (n—3) (n*+2n— 4);
la courbe C, est sur cette surface une courbe multiple’de I'ordre
(n—3)(n+ 2); toutes les nappes de cette surface qui passent
par G, touchent la surface S, suivant cette courbe. Les deuxiémes
points de contact des droites T, forment une courbe de l'ordre
n(n® — an®+4-2n—6). Les points d’intersection des droites Ty q
avecS, formentune courbe de l'ordre n (n — 4) (n* + n*— 4n — 6).

13° Les droites T, ,, issues des points d'une section plane C, et
touchant en deux points distincts non situés sur C,, engendrent une
surface de 'ordre 7 (n — 3) (n— 4) (n* +n— 2); la courbe C, est
pour cette surface une ligne multiple de I’ordre

S(n—3)(n—§)(n* +n+2)-

Les points de contact des droites Ty, forment une courbe de
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Lordre n(n — 4) (n*+n*— 4n — 6). Les points d’intersection des
droites Ts, avec S, forment une deuxiéme courbe de l'ordre

én(n_ 2)(n—4)(n—5)(2n*+ 5n+3).
IV. Drorires T, c’est-a-dire tangentes ayant avec la surface S,,
en un seul point, un contact du 3¢ ordre.

14° La surface formée par les droites T}, est de I'ordre
an(n— 3)(3n—2).

La courbe formée par les points de contact des tangentes T, est de
Pordre n(117 — 24). La surface engendrée a, en outre, en commun
avec S,, une courbe de l'ordre 272 (n — 4) (3n* +~n —12).

V. Drorres Ty s, c’est-a-dire droites tangentes en deux points
distincts pour lesquels un des contacts est du 2° ordre et l'autre
du 1°" ordre.

15° Les droites Ty o engendrent une surface de ’ordre
n(n—3)(n—4)(n*+6n—4).
Les points de contact 74 forment une courbe de I'ordre

n(n—4)(3n+5n — 24). ‘

Les points de contact 7, forment une courbe de 'ordre fom

-3
B

n(n—2){n—4)(n +2n+12),

Les tangentes T'; , rencontrent, en outre, la surface S, en des points
formantune courbe del'ordren (n—4) (n—15) (n*+ 6n* —n— 24).

VI. Droires T, 5 0, c’est-a-dire droites touchant en trois points
distincts avec un contact du 1°" ordre. Points paraboliques, etc.

16° Les droites T, , , engendrent une surface de I'ordre

n(n—3)(n—4)(n —5)(n*+ 3n— 2).
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17° Les points de contact des tangentes T} , , forment une courbe
del’ordre i n(n—2)(n—4)(n—75)(n*+5n+12).

18° La courbe, au lieu des points paraboliques, est de 1'ordre
4n(n— 2). Ladéveloppable circonscrite suivant la courbe parabo-
lique est de la classe 4n(n—1) (2 — 2).

19° Les plans bitangents forment une développable de la classe

-;«n(n——x) (n— 2)(n* — n* + n—12); la courbe de contact est de

Pordre n(n — 2) (n*—n* +n—12).

Ete.

6. Nous joindrons a cela une indication trés-sommaire des prin-
cipaux Mémoires qui se rapportent a cetle partie de la théorie des
surfaces algébriques.
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