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MELANGES. !

SUR UN NOUVEL KLEMENT FONDAMENTAL DB LA GEOMETRIE ANALYTIQUE DU PLAN.
Par M. A CLEBSCH (°).
Dans un Mémoire qui a paru dans le 17° volume des Mémoires

de la Société Royale des Sciences de Gottingue (*), j'al cherché
a caractériser les éléments essentiels que I’on a a considérer dans la

1) Voir Bulletin, t. VIII, p. 120.

Voir Bulletin, t. VII, p. 35.
Mathematische Annalen, t. VI, 1873.

Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie.

M
™)
&)
]

4



MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 235

théorie des invariants. Dans la Géométrie analytique plane (I’Al-
gébre des formes ternaires), il y a nécessité de chercher un ensemble
géométrique comprenant les courbes algébriques comme un cas
trés-particulier, et qui soit en méme temps le plus général dont
Pétude puisse étre entreprise dans la théorie des invariants des
formes ternaires.

Cet ensemble géométrique, dont I’étude constitue pour ainsi dire
la Géométrie analytique tout entiére, notre but, dans le présent
article, est de le définir et d’en étudier les propriétés les plus essen-
tielles, en réservant de plus amples développements pour une publi-
cation ultérieure.

I

DEFINITION DU CONNEXE.

La figure dont il est ici question est donnée par une équation
contenant les coordonnées d’un point mobile () et d'une droite
mobile (u) entrant séparément d’une maniére homogeéne :

f(z, u)=o.

Ce sont les formes de la nature de celles que l'on appelle, dans la
nouvelle Algeébre, formes adjointes ( Zwischenformen), et qui, con-
sidérées comme formes fondamentales indépendantes, donnent lien
par leur évanouissement aux figures que nous devons considérer
ici. Dans la fonction fles x entrent au m*®® ordre, les u au n*™°.
Jappelle la figure représentée par I'équation (1) connexe du
m' ordre et de la n'*™ classe, ou, plus briévement, connexe
(m, n).

On peut construire une pareille figure par un procédé analogue
a celui que Grassmann a employé pour les figures algébriques en
général et pour les courbes algébriques en particulier. En général,
a chaque droite « correspondent une infinité de points x qui for-
ment une courbe C,, du m**™ ordre, et a chaque point une infinité
de droites u qui enveloppent une courbe K, de la n**™ classe.

Pour saisir facilement ces rapports, il est convenable de ne con-
sidérer ni le point ni la droite comme éléments essentiels du plan;
Jappelle élément la combinaison d'un point avec une droite. Les
éléments conjoints (&, u) forment alors, d’aprés la désignation ordi-
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naire, un systéme quadruplement infini. D’aprés cela, I'équation
d’'un connexe détermine la série triplement infinie des éléments
qui satisfont a son équation. Ce qui précéde peut encore s’exprimer
de la maniére suivante : Les points qui avec une droite donnée
sont les éléments du connexe (m, n) forment une courbe C, du
mi®™® ordre; les droites qui avec un point donné sont les éléments
de ce connexe enveloppent une courbe K, de la ni*™¢ classe.

C’est seulement dans des cas particuliers que chaque point du
plan forme un élément du connexe avec une droite déterminée, ou
chaque droite du plan avec un point déterminé. On peut trouver
de tels points ou de telles droites singuliéres en nombre quelconque
dans certains connexes particuliers; il peut méme y en avoir une
infinité.

Ce dernier cas se présente dans les connexes irréductibles quand
Péquation f'= o ne contient pas les x ou ne contient pas les u; si
elle ne contient pas les u, on a I'équation d’une courbe en coor-
données ponctuelles; on peut la considérer comme un conuexe, en
formant les éléments de ce connexe avec chaque point de la courbe
et une droite prise a volonté. On peut faire des remarques ana-
logues si f= o0 ne contient pas les x et par suite est I'équation
d’une courbe en coordonnées tangentielles.

Les connexes (1, 1) conduisent a la collinéation, et cela de telle
maniére que ces cas particuliers du connexe, qui n’ont aucun inté-
rét pour 'étude de la collinéation, conservent encore un sens dé-
fini quand on les rattache au connexe. SN

L’étude de la collinéation, en prenant pour base une expression
qui contient linéairement x et u, a déja été donnée par M. Gordan et
par moi dans le premier volume de ces 4nnales(*). Sil'on part de la
notion des connexes, on voit qu’a chaque point x du plan correspond
un point y, qui est le sommet d’un faisceau de droites (courbes de
premiére classe). Toutes les droites qui passent par y forment
avec x des éléments de connexe, et pareillement y est le point qui
correspond a x dans la collinéation. Ainsi, a chaque droite « en
correspond une autre v (courbes de premier ordre), dont les points
forment avec u des éléments, et pareillement la droite u est celle

(%) Ueber biterndre Formen mit contiagredienten Variabeln. — Voir Bulletia, t. 1.
p. 132.
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qui correspond & ¢ dans la collinéation. Cette maniére de com-
prendre la collinéation conduit a différents problémes et théo-
rémes intéressants. Je mentionne seulement la construction des
figures collinéaires qui ne sont pas données par quatre couples de
points correspondants, mais par huit points et par huit droites
sur lesquelles les points correspondants doivent étre situés. On a
ainsi le théoréme suivant :

« Dans toute collinéation, dans laquelle les points correspon-
dant a cinq points donnés sont situés sur cinq droites données, il
existe toujours un sixiéme point pour lequel les points correspon-
dants sont tous situés sur une droite donnée, et ce point et cette
droite peuvent étre construits linéairement. »

II.

COINCIDENCE ET COUPLE DE COURBES.

De méme que 'on peut obtenirles courbes algébriques comme
intersection des surfaces algébriques, de méme on peut déduire du
connexe d’autres figures que comprennent les éléments communs a
plusieurs connexes.

A la totalité des éléments qui sont communs a deux connexes, ou,
si ces éléments peuvent étre rationnellement distribués en diverses
parties, a chacune de ces parties je donne le nom de coincidence.

Dans une coincidence il ne correspond en général a chaque droite
qu’un nombre fini (@) de points qui peuvent former avec elle un
élément ; de méme, 4 chaque point correspond un nombre fini (v) de
droites. On peut désigner par 2 'ordre, par v la classe de la coinci-
dence, et donner 4 cette derniére le nom de coincidence (@, v).

La coincidence comprend la notion la plus générale des transfor-
mations réciproques, c’est-a-dire de celles qu’on obtient lorsqu’on
a deux systémes A et B, situés I'un et 'autre dans un plan, qu’a
chaque point de A correspond un certain nombre de droites de B,
et qu'a chaque droite de B correspond un certain nombre de points
de A. L’inverse n’a généralement pas lieu; aux points d’une droite
de A correspondent en général dans B les tangentes d’une courbe;
et inversement, a un point dans B, c’est-d-dire aux droites du fais-
ceau qui passent par ce point correspondent les points A qui dé-
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crivent une courbe. D’aprés cela, il y a a remplir des conditions par-
ticuliéres pour que la coincidence commune a deux connexes (1, 1)
soit équivalente a la transformation collinéaire réciproque, qui peut
ala vérité étre obtenue de la maniére la plus générale par un choix
convenable des deux connexes.

La totalité des éléments qui sont communs a trois connexes, ou
une fraction pouvant étre représentée rationnellement de cette
totalité, forme un couple de courbes. Au moyen des équations de
ces connexes, en général, les u peuvent étre exprimés rationnelle-
ment au moyen des x aussi bien que les x au moyen des «, tandis
que I'on obtient par I’élimination des x une équation entre les u,
et par P'élimination des z une équation entre les .3 on a ainsi une
courbe en coordonnées ponctuelles, ou une courbe en coordonnées
tangentielles, et les points de 'une correspondent d’une maniére
unique aux tangentes de I'autre.

Il n’est pas sans intérét de considérer la correspondance uni-
forme (eindeutig) entre deux courbes, de la maniére méme qui se
présente ici; car c’est cette forme non résolue d’équations, telle
que nous l'offre notre théorie, que I'on rencontre le plus souvent
dans la plupart des recherches relatives a ce sujet.

II.

.DES COVARIANTS ET DE LA DEPENDANCE DES FORMES BINAIRES

.

DOUBLES.

Chaque connexe donne lieu a un certain nombre de covariants
connexes, coincidences ou couples de courbes, de méme que d’autre
part les figures de cette derniére sorte peuvent donner lieu a des
covariants des trois espéces. On obtient une coincidence covariante
d’un connexe donné lorsqu’on n’associe pas chaque droite du plan
avec tous les points de la courbe correspondante C,,, mais seule-
ment, par exemple, avec les points d’inflexion de celle-ci, ou encore
les points de contact des tangentes doubles; ou si I’on n’associe
pas chaque point du plan avec toutes les tangentes de la courbe
correspondante Kn, mais par exemple avec les tangentes aux points
d’inflexion ou de rebroussement. Un couple de courbes est formé
par les points doubles et les points de rebroussement qui se trou-
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vent dans le systéme des C,,, et les droites correspondantes, aussi
bien que dans le systéme des K, par les tangentes doubles et les
tangentes d’inflexion et les points correspondants.

Au début de cette théorie des invariants, il est intéressant d’étu-
dier une classe particuliére de connexes covariants déduits du pre
mier, et que ’on obtient de la maniére suivante.

Considérons un élément arbitraire (y, v) n’appartenant pas au
connexe donné. Le point y est le sommet d'un faisceau de droites u,
la droite ¢ contient une série de points x. Si (x. u) est un élément
du connexe donné, a chaque valeur de x correspondra un groupe
I, de n droites u; a chaque valeur de u un groupe C,, de m points .
Considérons un élément de cette sorte (x, u) appartenant au con-
nexe donné, et le groupe I, correspondant & x (qui contient u),
ainsi que le groupe C,, correspondant a u (qui contient x). Que
I'on suppose maintenant que le groupe I', posséde une des proprié-
tés des invariants binaires et que C,, posséde la méme propriété ou
bien une autre; il en résulte alors une condition pour (y, v), et
cel élément appartient a un connexe covariant.

Une propriété caractéristique des connexes covariants ainsi for-
més est que leurs équations peuvent se déduire de la théorie des
formes binaires. Les formes binaires que 'on a a considérer ici
contiennent des séries de variables, et les invariants dont il vient
d’étre question jouissent encore de la propriété des invariants, si
une des séries de variables est assujettie a une transformation
linéaire, ’autre série 4 une autre transformation linéaire arbitraire.

Sil’on représente symboliquement une semblable forme double-
ment binaire par

o = (a i + a: 22 )" (U a, + u, ax ),
les invariants dont il est ici question ont alors pour expression
J=2c.l(ab)I(«p),

ou ¢ représente des coefficients numériques ; a, b,. .. sont les sym-
boles de 'un, «, f3,... sont les symboles de ’autre, mais ces deux
classes de symboles ne se rencontrent jamais simultanément.

Soit maintenant

S=(a 2+ a2, + @ 2:)" (U, @+ Uy @y + Us @;)"= 0
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I’équation symbolique du connexe donné ; on trouvera alors I’équa-
tion du connexe covariant, qui avec la représentation de l'inva-
riant J peut se mettre sous la forme

o=2c.l(abv) N («By).

Cette classe de connexes covariants est ainsi ramenée a I'étude
des invariants de certaines formes binaires doubles; de méme que
I’équation tangentielle d’'une courbe, donnée en coordonnées ponc-
tuelles, se raméne a ’étude du discriminant d’'une forme binaire
contenant une seule série de variables.

IV.

CONNEXES CONJUGUES.

Parmi les invariants d’'une forme binaire double
© =0z, 225 1y, 1),

il y en a un qui satisfait aux conditions données plus haut et qui
est analogue, dans un certain sens, aux discriminants d’une forme
binaire ordinaire.

Si nous donnons dans ¢ aux x des valeurs arbitraires fixes, les
systémes de valeurs des u résultant de 1’équation ¢ = o formeront
un groupe I',; de méme, si nous attribuons aux u un systeme de
valeurs déterminé, les sysiémes de valeurs correspondants des x for-
meront un groupe C,,. L’évanouissement des invarianls dont il
est ici question exprime quil existe un syst¢me de valeurs de
X4,2q,Us,Us, pour lequel, dans le groupe T', correspondant aux x,
les u doivent former une double solution, comme inversement, dans
le groupe C,, correspondant aux u, les x doivent former une double
solution. On obtient ces invariants égalés a zéro, aprés qu’on a éli-
miné les x et les u des quatre équations

do do Jdo do

—-— =0 - =0 — =0 —_—=

ox, ’ Ox, > du, > duy
équations qui tiennent simplement lieu de trois et ne donnent lieu,
pour cette raison, qu'a une seule résultante. Celle-ci est en gé-
néral, par rapport aux coefficients de ¢, du degré

0,

a2[mn +2(m—1)(n—1)].
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Cet invariant conduit 4 un covariant connexe particuliérement re-
marquable, de 'ordre

n[mn—+2(m—1)(n—u)] ’
et de la classe
m[mn+42(m—1)(n—1)],

auquel je donne le nom de conjugué par rapport au connexe pro-
posé. Il y a réciprocité entre les deux connexes; le conjugué du
conjugué est le connexe donné, et ces rapports sont tout a fait
analogues & ceux qui existent entre une courbe considérée comme
lieu de points et comme enveloppe de droites.

Géométriquement, on définit le connexe conjugué de la maniére
suivante :

On part d'un élément (x, u) du connexe donné, x étant un point
de C,, correspondant a u, u une tangente de K, correspondante a x.
Soient maintenant y le point de contact de u avec K,, v la tangente
a C, en x. Alors (y, v) est un élément du connexe conjugué, et I'on
obtient le connexe conjugué tout entier, sil’on fait parcourir a1’é1é-
ment (x, u) le connexe donné tout entier. On obtient, d’aprés cela
aussi, I’équation du connexe conjugué en éliminant les x et les u

des équations
o _of

PG g =

Un connexe et son conjugué se correspondent I'un i I’autre, élément
a élément (eindeutig); mais l'ordre et la classe du connexe conju-
gué surpassent en général ceux du connexe donné. Aussi, sile con-
nexe conjugué du connexe donné doit étre le connexe lui-méme, il
faut que ce dernier posséde certaines propriétés qui abaissent
I'ordre et la classe du conjugué. On reconnait ces propriétés dans
Pintroduction des singularités nécessaires.

Par singularités nécessaires, }'entends une classe de singularités
qui se rencontrent toujours dans un connexe ou dans son conjugué.
Silon donne 4 un connexe le nom de général, lors méme qu’il ne con-
tient pas des coeflicients complétement arbitraires, pourva qu’il ne
contienne que ces sortes de singularités, alors il en est de méme du
connexe conjugué. Les connexes qui possedent ces singularités for-
ment un systéme fermé, tel que les connexes conjugués en font
également partic; cette conception est tout a fait analogue a celle

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. VIII.( Mai 1875.) 16
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dont on fait usage pour les courbes planes, lorsque a chaque courbe
en coordonnées ponctuelles on adjoint cette courbe elle-méme en
coordonnées tangentielles, comme plus haut le connexe conjugué au
connexe primitif. Les singularités nécessaires sont ici celles qui se
présentent dans les formules de Pliicker : points doubles et points
d’inflexion d’une part, tangentes doubles et tangentes d’inflexion
de 'autre. Sil’on part d’'une courbe qui posséde des points doubles
et des points de rebroussement distribués d'une maniére arbitraire,
le nombre des tangentes doubles ct des tangentes d’inflexion pourra
étre, il est vral, modifié, mais ces tangentes ne pourront étre amenées
a des singularités plus élevées. Sil’on considére I'ordre de la courbe
comme lieu de points, il peut y avoir dans cette courbe des singu-
larités nécessaires de toutes sortes, sans que la méme courbe, con-
sidérée comme enveloppe de droites, contienne d’autres singula-
rités que celles que nous appelons nécessaires. On peut caractériser
de méme lanotion des singularités nécessaires dans toutes les figures
algébriques.

De méme que dansles courbes algébriques planes, ce sontles points
doubles et les tangentes doubles (y compris les points de rebrous-
sement et les tangentes d’inflexion) qui constituent les singularités
nécessaires, dans les surfaces, les courbes doubles et les points
doubles ou triples, de méme ici les singularités nécessaires se for-
ment avec des figures doubles, triples, quadruples; et méme les
figures doubles peuvent s’élever a une double infinité, c’est-a-dire
jusqu’a la coincidence, les images triples jusqu’au couple de courbes,
tandis que les éléments quadruples se rencontrent seulement a
1état isolé comme singularités nécessaires.

V.

LA COINCIDENCE PRINCIPALE ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ALGEBRIQUES DU PREMIER ORDRE.

Vappelle connexe identique le connexe (1, 1) qui est défini par
I’équation
U T+ Uy Xy + U3 X3 == 0

dans ce connexe, a chaque point correspond la totalité des droites
qui y passent, et a chaque droite la totalité des points qui y sont
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situés. Les éléments du connexe sont d’ailleurs les combinaisons
des points et des droites associées.

Tous les éléments qui sont communs au connexe donné f=o et
au connexe identique forment une coincidence covariante parti-
culiérement importante pour I'étude du connexe f=o; je lui
donne le nom de coincidence principale ‘du connexe. Dans cette
coincidence, a chaque point correspondent n droites passant par ce
point; ces droites sont les tangentes menées de ce point a la courbe
K, correspondante; et & chaque droite correspondent m points, qui
sont les points d’intersection de cette droite avec la courbe corres-
pondante C,,.

La recherche de la coincidence principale est identique & 1a re-
cherche de I'équation diflérentielle algébrique la plus générale du
premier ordre. Considérons avec chaque point du plan les 7 élé-
ments infiniment petits, qui partent de ce point dans la direction
des n droites correspondantes, il existe simultanément avec ces
éléments un systéme de courbes, tel que par chaque point du plan
passent n branches du systéme et que chaque droite du plan est tou-
chée par m droites du systéme.

Je nomme ces courbes les courbes connexes correspondantes a
f=o0; elles représentent I'intégrale d'une équation diflérentielle
algébrique qui est donnée par le connexe et qui posséde tous les
coeficients généraux quisetrouvent dans le connexe. On a ainsi une
représentation géométrique de cette intégrale qui se présente d’elle-
méme, qui fait ressortir le caractére dualistique de I'intégrale; car
Iéquation différentielle peut étre formée de deux maniéres, suivant
que l'on considére les x ou bien les & comme variables. On obtient
la premiere en remplacant u par les quantités

x,dxy — 75 drw,, xydx,— 2 dxy, z2,dx,— 2,d2;
la seconde, en mettant a la place des x les quantités
u, duy — uy dusy, usdu, — wduy, u, du, — u, du,

dans I’équation du connexe.

Une équation différentielle du premier ordre a coefficients algé-
briques peut éire obtenue de cette maniére. On peut représenter
la connexion qui existe entre I'équation différentielle algébrique ct
la coincidence principale d’'un connexe de la maniére suivante.

16.
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A une coincidence principale appartiennent une infinité de con~
nexes. Si ’on représente I'un d’entre eux par f'= o, ils sont repré-
sentés par 1'équation f+ Mu, = o, dans laquelle M est une fonc-
tion arbitraire de x, u des degrés convenables par rapport aux deux
séries de variables.

. C oo dn
Soit maintenant une équation algébrique entre &, 7, I =p,

(& n, p)=o.

Mettons 1’équation ¢ = o sous la forme

S ns—p,Ep—rn)=o,
ce qui peut se faire d’'une infinité de maniéres;
f<f‘:,&., %) =o
C\Z3 Xz U U,
est toujours I’équation d’un connexe dont les courbes connexes sont
données par I’équation ¢ = o.

Tant qu’on ne fait aucune hypothése particuliére sur les coeffi-
cients du connexe, I'équation différentielle n’a aucune intégrale
singuliére; mais il est facile de représenter ces courbes, parmi les-
quelles I'une est le lieu des points de rebroussement des courbes
qui forment l'intégrale, tandis que l'autre est enveloppée par les
tangentes d’inflexion de ces mémes courbes. Ces courbes se trans-
forment dans l'intégrale singuliére toutes les fois que la direction de
la tangente en un point de rebroussement coincide eonstamment
avec la tangente a la courbe formée par les points de rebroussement,

. . . e .
ou encore que le lieu qui est enveloppé par les tangentes d’inflexion
coincide avec le lieu des points d’inflexion lui-méme.

VL

THEOREME SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
DU PREMIER ORDRE.

Les considérations qui précédent conduisent & une application
intéressante de la théorie précédente, en méme temps qu’elles four-
nissent une classification des équations diflérenticlles algébriques du
premier ordre tout a fait analogue a celle que Riemann a donnée
pour la classification des intégrales abéliennes. ‘
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Ces recherches se rattachent a I’extension que nous avons donnée
au théoréme de Riemann sur la conservation du nombre p par des
transformations uniformes ou, en langage géométrique, a I'invaria-
bilité du genre des surfaces algébriques, dans les Comptes rendus,
année 1868, méthode que M. Nother a étendue, dans le deuxiéme
volume de ces 4nnales, aux figures algébriques contenant un
nombre quelconque de variables.

Représentons par (x, u) un élément du connexe f=o; par d'x
un accroissement de la variable x contenue dans le connexe pour
lequel u reste invariable; de méme, par d”u un accroissement de u
pour lequel x demeure invariable; enfin par dx, du des accroisse-
ments quelconques des variables & et « dans 1’étendue du connexe.
Désignons par a, 5 des quantités arbitraires, et par © une fonction
entiére, qui est respectivement de ’ordre m — 3 et n — 3 par rap-
port aux x et aux u; on a alors

dF — O.(xad'zx)(udud"u) — O.(xdxd z)(upBd"u)
2o, fx; 26, w

pour I'élément d’une intégrale triple. Sil’on détermine maintenant
les constantes qui entrent dans 0, de telle sorte que cette intégrale
ne devienne jamais discontinue, le nombre des constantes arbi-
traires quientrent dans © déterminele genre du connexe; ce nombre
demeure invariable, de quelque maniére qu’on transforme le con-
nexe. On peut traiter de la méme maniére la question du genre
d’une coincidence et d’'un couple de courbes. Ce dernier est iden-
tique avec le genre qui, d’aprés la théorie des fonctions abéliennes,
convient a chacune des deux courbes. Pour la définition du genre
d’une coincidence, je désigne par f = 0, ¢ = o I’équation des con-
nexes dont I'intersection totale ou partielle forme la coincidence,
par m, n et m’, n’ Vordre et la classe de ces connexes. Soient d’ail-
leurs dx, du; d'x, d'u deux directions quelconques d’accroissement,
dans la coincidence, a, «, b, 3 étant les grandeurs arbitraires, et ©
une fonction entiére qui est par rapport a x de I'ordre m + m’—3,
par rapport a « del'ordre n+7n'—3; on a alors

4y — O.(dxd'xz){ubp)
Zb,'j.’ u,-.Z{B,-cp’u,-—Zb,-q’u;.Zﬁ,-f’ U;
o O.(dud'vu)(xaa)
T Xafxi i wi—Saf windwig X
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qui est un élément d’une intégrale double. Sil'on détermine main-
tenant les constantes dans O, aprés qu'on a réduit leur nombre le
plus possible, au moyen des équations f= o, 9 = o, de maniére
que l'intégrale double ne devienne jamais infinie, le nombre des
constantes arbitraires qui subsistent indique le genre de la coinci-
dence; ce nombre ne change pas parles transformations uniformes
de la coincidence.

C’est ce qui a lieu particuliérement pour la coincidence princi-
pale d’'un connexe. Une transformation uniforme ne transforme
pas toujours de cette maniere la coincidence principale d’'un con-
nexe; mais, parmi toutes les transformations uniformes dont une
coincidence principale est susceptible, il en existe particuliérement
un groupe qui la transforme de nouveau en coincidence princi-
pale, et, pour cette derniére, le genre reste le méme. On voit
maintenant que ces transformations sont précisément les trans-
formations uniformes de 1’équation différentielle correspondante

du premier ordre. Représentons celle-ci avec la notation habi-
tuelle

(1) f(w,y%>:o,

ot f est une fonction entiére; cette transformation algébrique uni-
forme consiste plus généralement a poser

(t=e(=n )
{

¢ et ¢ sont d’ailleurs deux fonctions rationnelles quelconques.
Admettons que 1'on puisse, au moyen de (1) et (2) et de I'équation

(2)

. . . . y
qui en résulte, exprimer rationnellement x, y, o umoyen de

dy
dz

» a laquelle on parvient, est alors une

d; . . dq
£y, 3%, en méme temps que I'on exprime I au moyen de x, y,
. dn
L’équation finale en £, , b
équation différentielle transformée pour laquelle le nombre des
constantes a la méme valeur que dans I'équation primitive.
On peut, d’aprés cela, convenir que ce nombre représente le
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genre de I’équation différentielle, et I'on a alors une classification
des équations différentielles algébriques du premier ordre, qui com-
prend dans le méme groupe les équations différentielles du méme
genre, et dans laquelle on considére comme identiques toutes celles
qui dérivent I'une de 'autre par une transformation uniforme. Je
remarque, en particulier, que le genre est toujours nul, lorsque
Péquation différentielle est intégrable de telle maniére que 'on
puisse exprimer y au moyen de x, par une intégrale abélienne;
c’est-a-dire lorsque 'équation diflérentielle se déduit des équa-
tions de la forme

%g:qo(c,z), fltE)=o

par I'élimination de ¢, ot ¢ et f sont des fonctions rationnelles de
leurs arguments.

VII.

RAPPORT AVEC LA GEOMETRIE DE LA LIGNE DROITE.

:

Pour terminer cet article, nous allons examiner un rapport qui
existe entre les connexes et les complexes de Pliicker, et nous ver-
rons que ces derniéres figures ne sont essentiellement que d’autres
interprétations de la méme conception algébrique.

Supposons d’abord que le systéwe des droites u, situées dans le
plan d’un connexe donné, soit représenté collinéairement par les
points y d’'un second plan. A chaque élément (x, ) du premier
plan correspond alors une droite qui établit la liaison entre le point.x
et le point y correspondant 4 u. Les droites de I'espace se trouvent
ainsi liées de cette maniére a la totalité des éléments (&, u).

Sil’on donne entre les éléments du plan une équation (celle du
conncexe), il en résulte une relation a laquelle les droites corres-
pondantes de l'espace doivent satisfaire. Au connexe correspond
ainsi un complexe; de méme, quand on donne deux équations, a une
coincidence correspondra une congruence, et quand on donne trois
équations, a un couple de courbes correspondra une surface réglée.

On peut de la méme maniére transformer I'équation d’un con-
nexe dans celle d'un complexe. Soient £, n les coordonnées de points
de 'espace, p,,= £,7;— £; 7, les coordonnées d’une droite. Que 'on
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pose, dans I’équation

S(xy 22y 255 0y, sy uy) =0
du connexe,
PXy = Py CGU = P,
PX2= Pus, GU; == P,

P&X3 == Ps1y G U3 == Pyas
I'équation du connexe prend alors la forme
(l) (P(Play P35 Pras Pass I’34) —= 0.

La quantité p,, n’entre pas, de sorte qu'on n’a pas & se servir de
I'identité. Le complexe (1) est du degré m -+ n; mais il se distingue
du complexe général du (m + n)*m¢ degré par des singularités ca-
ractéristiques ; car son équation est, par rapport a py., Pai, Ps1, ho-
mogéne et du m°™® degré; par rapport i pys, pas, pis, homogeéne et
du ni®me degré; par conséquent le complexe renferme un plan
singulier d’ordre m et un autre plan singulier d’ordre n; chaque
droite située dans I'un de ces plans est m fois ou n fois droite du
complexe, et ces plans ne sont autre chose que les plans des x et
des y des constructions précédentes.

Si I'on veut, inversement, revenir d’'un complexe donné au con-
nexe qui lui correspond, en employant la méthode précédente, on
peut y arriver en éliminant p,, au moyen de I'identité. Sile com-
plexe donné est du ri®™¢ degré et contient des coeficients arbitraires,
il faut muliiplier son équation par pj,, c’est-a-dire qu’il faut ad-
joindre au complexe r fois une droite (la droite d’intersection des
plans singuliers) ou, ce qui est la méme chose, le complexe linéaire
spécial qui la contient.

Quand on entreprend ainsi I'étude de ces figures, en les considé-
rant, d'une part, comme connexes, d’autre part comme complexes,
on voit que la différence consiste essentiellement dans ce que nous
nommons, dans les deux cas, la figure générale. Dans la premiére
maniére de voir, un complexe du ri¢™¢ degré doit étre considéré
comme général, lorsque son équation écrite avec tous les six p con-
tient les coefficients généraux. La circonstance d'un plan m fois
et n fois singulier (m + n =r) n’est qu'une dégénérescence. Dans
la seconde maniére de voir, c’est, au contraire, cette derniére cir-
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constance qui constitue la généralité : elle consiste dans la séparation
répétée r fois du complexe dans un complexe linéaire spécial.

Pour les connexes, la différence entre les deux maniéres de consi-
dérer les choses est toute pareille, quoiqu’elle se produise en sens
inverse.

Une pareille différence dans la maniére de considérer les choses,
motivée par diverses définitions de ce qu’on appelle le cas général,
se présente dans plusieurs théories qui ne se rapportent pas seule-
ment aux figures géométriques et n’est pas toujours assez remar-
quée. C'est ainsi que les propriétés générales des équations diflé-
rentielles sont différentes, suivant que 1’on considére les équations
différentielles ou les équations intégrales comme données par des
fonctions générales. Un autre cas, bien connu, qui se rattache aux
considérations précédentes, se présente dans 1’étude de la forme
normale des équations algébriques, que l'on rencontre dans la
théorie des fonctions abéliennes, suivant qu’on la considére comme
Riemann, ou, comme nous ’avons fait, M. Gordan et moi, dans
notre Zhéorie des fonctions abéliennes.



