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MELANGES.

SUR LES SYSTEMES ABSOLUMENT INTEGRABLES D'EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFE-
RENTIBLLES TOTALES, BT SUR L'INTEGRATION SIMULTANEE DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DIFRERENTIELLES PARTIELLES (1);

Par M. A. MAYER, & Leipzig.

(Suite et fin.)

§ 1L

Réduction du systéme absolument intégrable (1) 4 un systéme unique de
n —m —+1 équations différentielles ordinaires du premier ordre.

La méthode exposée dans le paragraphe précédent raméne
Uintégration du systéme absolument intégrable (1) a l'inté-

(*) Voir Bulletin, t. XI, p. 86.
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gration de m — 1 systémes, chacun de n — m +-1 équations diffé-
rentielles ordinaires. Mais, si I'on avait affaire au cas particulier
ou I'on pourrait choisir x! de telle sorte que, pour x, = x}, les
(m --2) (n— m— 1) quantités a;, a;. ..., af~" devinssent toutes
nulles, les équations (13), auxquelles se raméne le systéme
donné (1) par 'intégration des équations (7), se réduiraient a

dxf = o,
et donneraient par suite immédiatement
z}, = const., x,,,—const., ..., Z,=const.

Alors donc les solutions complétes du premier de ces n — m —+ 1
systémes d’équations différentielles ordinaires, exprimées au moyen
de x, et des valeurs initiales de x,,, .... &, pour x; = x!, nous
donneraient immédiatement les solutions complétes du systéme (1);
dés que P'on y considérerait ces valeurs initiales comme des con-
stantes arbitraires, indépendantes de x5, ..., x,._;.

Ce cas, en apparence trés-particulier, peut toujours étre amené
par une transformation convenable des équations (1).

Prenons comme nouvelles variables, & la place de xy, @, ...,
ZL,_;, m—1 autres quantités oy, oy, ..., o,_;, définies par
m— 1 équations arbitraires et indépendantes les unes des autres

(14) 2= Zp (0t Otay + oy Omri )3

les équations (1) se transformeront dans les suivantes :
. tl=m-=—t
(15) dz; — 2 b da,,
1= ~

ou
i 8 Jx,
(16) b — Z a Sk

On obtient en méme temps, en faisant les substitutions (14) dans
une fonction quelconque f'de xy, xs, .... x,,
h=m—x
o _ of dan.
do, ox, da,’

bh=1
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par suite,

hA=n h=m— k=n
oF N of R omfof 0 of
(17) ox; +A b" dxn Z Jo; <dx/. 2 “ dx/.> )

=m h=rx k=m

Comme nous savons, par ce qui précéde, que le systéme pri-
mitif (1) est un systéme complétement intégrable dés que les iden-
tités (3) sont satisfaites, il en résulte immédiatement que, dans
cette hypothése, le systéme transformé (15) jouira aussi de la
méme propriété, ct, par conséquent, on doit avoir identiquement
entre les coeflicients 4% de ce systéme les relations

A=n
o, ob: A AN
(18) = 5 +}E (b e — b ) =0
dans lesquelles k =m, m + 1, ..., n, p et ¢ étant deux quelconques
des nombres 1, 2, ..., m—1, et qui, si nous posons en général
Ny o
(19) ﬁE“m

entraineront les suivantes :

(20) B, [B:(f)]=Bo[B(f)].

Cela peut étre d’ailleurs facilement vérifié par le calcul.
On a, en effet, d’aprés les équations (16),

h=m—1

ohi_ iy <£_01_L9£
do,  Ootz da, Otz Odotg dat,

h=x

h=m—1 p=m—zx

. E oai (0zh 0z, _ 0z ey
dx: das Ocx, - dot, Oty ’

h=1

=n A=n p=m—x
( o 0 2"2 o (00 0xa 0 0z,
* dets ~ A\ Odxy dey,  0a Oae

A=m p=r

et

>

h=m—1 p=m—1 A=

N “ 0y \ Gy 0oy O ()a,

h=1 p=1 r=m
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Sil’on forme avec ces valeurs le premier membre de I’équation (18),
et qu'on échange entre eux, dans les termes négatifs, les deux in-
dices de sommation / et y, il viendra

A=n

iV (g )
do,  Oas - dx,, dx,
Y=m—1 p=m-—zx h t=n I
A\ Oz Oz, | da;  Oal W 0dy 4 0ah
= I}J 0z, 02, a;*ox,ﬁ“z Bomm  Lom) |
=1 =t A=

formule qui démontre directement que, des deux systémes de rela-
tions identiques (3) et (18), I'un entraine toujours I’autre comme
conséquence.

On peut ainsi employer pour lintégration du systéme (15),
déduit du systéme complétement intégrable (1) par les substi-
tutions (14), exactement la méme méthode que nous avons ob-
tenue dans le paragraphe précédent pour 'intégration de (1).

D’aprés cette méthode, nous commencerons par intégrer com-
plétement les n — m —- 1 équations différentielles ordinaires

, ox ox ox, 3
(21) WI.’: =b,,, d:-! =bjpsr, ..., Ja. ::’6,},\\\

et nous exprimerons les constantes d’intégration au moyen des
valeurs x;,, ..., x, des variables x,,, ..., x,, correspondantes a la
valeur initiale constante o} de a,. Les solutions complétes ainsi
obtenues des équations (21) nous donnent aussi en méme temps
les solutions complétes du systéme (15), si nous remplacons dans
ces équations x,,, ..., x, par les fonctions de «,, ..., &,_, qui ré-
sultent de 'intégration compléte du systéme

1=m=x

(22) dx| = 2 b;:’ da;,

1=2

dont les coeflicients &% se déduisent des coeflicients

h=m—1x

i » 0z,
bl ES 2 a, e

h=1

de I'équation (15), en y faisant o, = a!, &, =25, ..., L=, .
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Or maintenant le choix des substitutions (14) reste complétement

arbitraire, et 'on voit aisément que nous pourrons toujours en dis-

poser de telle sorte que tous les coefficients by des équations (22)

s’évanouissent. Nous n’avons, en effet, pour cela qu’a prendre les
substitutions (14) de la forme

(23) =z} + (o — ) fin

a® et xf étant des constantes, et fi, fa, ..., fu_y, au contraire,
m — 1 fonctions arbitraires de ay, osy..., %,_4, qui devront seu-
lement, bien entendu, étre choisies toujours de telle maniére que
les équations (23) soient indépendantes entre elles par rapport a

ygOlgy « ooy Oy g

On aura ainsi .
h=m-—x P
o}
1)':2 a\ i+ (o —2t) S
k [ i () 5
}':I
et pour i > 1

h=m —1 /

N 0 4w Ofh

bk*(.ll“‘dl) 2 ﬂk;);l'

h=1

Si donc nous attribuons a o} une valeur constante quelconque,
telle qu’aucune des m — 1 fonctions f;, ne soit infinie ou indéter-
minée pour o = o}, et si nous choisissons e¢n outre les constantes
Xy, X7, ooy Xy, _, de telle sorte que, pour x; =x}, x,=x, ...,
ey == Xy, _,y les quantités aff restent finies et déterminées, alors,
pour oy =o?, chacun des 2} dont 'indice ¢>>1 s’annulera, tandis
que les quantités b conserveront, pour oy = «{, des valeurs finies
et déterminées.

Pour ce choix des substitutions (14), les solutions complétes
des n — m —+ 1 équations différentielles ordinaires (21), exprimées
au moyen de o, et des valeurs initiales de x,,,. .., x, pour o, = a,
si 'on y considere ces valeurs initiales comme des constantes arbi-
traires, indépendantes de o, o, ..., o,_4, seront également les
solutions du systéme d’équations diflérentielles totales (15). De ces
derniéres on déduira les solutions du systéme donné (1), en y
remplagant oy, o3y ..., &,y par les valeurs résultant des substi-
tutions (23).

L’intégration du systéme donné de n — m équations linéaires

Bull. des Sciences mathém. et astron., t. XI. (Septembre 1876.) 9
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aux différentielles totales
h=m—1x

(1) dziy = 2 aﬁdz/,, (k =m,, m~-1, ..., n),

h=1

dans I'hypothése ou'on a entre ses coefficients les relations iden-
tiques suivantes :

_dai: . da, +2 o oal g day\ o
dx; oxy * s, 2 0ry ’
r=m
peut &tre ainsi ramenée i lintégration d’'un systéme unique de
n—m 1 équations différentielles ordinaires du premier ordre,

en opérant comme il suit :

Introduisons & la place de x4y x5y « . ., Xp_y, par les substitu-
tions

(23) w= wh+ (a— o) fi

choisies arbitrairement, sous les restrictions indiquées plus haut,
les quantités a0, . .., o,_, comme nouvelles variables indépen-
dantes. Le systéme (1) se changera ainsi dans le suivant

i=m—1
(15) dmy= Y bda,
1=1

des coefficients duquel

Iz__m—i
(24) h hemct
b= (a— a?) 2 a:‘()ﬁ', i>1,

il faudra éliminer xyy x4, ..., Xu_y par les substitutions (23). St
alors on a complétement intégré les n —m + 1 équations diffé-
rentielles ordinaires du premier ordre, déduites de (15),

d_xzn — A dmm—H - bl dxn
dd| — m? da, T Um? "0 da,

(25) =b,,

et, si ’on a exprimé les constantes d’intégration au moyer des
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waleurs initiales x5, . . ., x5 pour a,= !, les équations ainsi ob-
tenues entre

Oliy Olazy v ooy Olmets Xmy o+os Tn
et les constantes arbitraires
2%, .., X,

seront les équations intégrales complétes tant des équations diffé-
rentielles ordinaires (25) que des équations aux différentielles
totales (15), et il ne reste plus, par suite, qu'a éliminer de ces
équations les quantités oy, day. .y Oty & U’aide des formules (23),
pour obtenir les équations intégrales complétes du systeme
donné (1).

La maniére la plus simple de satisfairc aux conditions exigées
pour les substitutions (23 ) est de poser

Xy == Oy
et,pourh=12,3,...,m—r,
xy=xf + (0. — at) a

ou l'on doit seulement choisir les constantes «®, a3, .... x5, de
telle sorte que, pour

— [ — o —_— o
xl”—‘a|’ -r.t—xn L] xm—l—-—xm—h

aucune des quantités o} ne devienne infinie ou indéterminée. On
obtient ainsi
bi=at+asal + ..+ amy @,

b= (ay— af)al, 1>1.

Dans la démonstration du théoréme précédent, on n’a pas fait
usage de I'équivalence des systémes absolument intégrables d’é-
quations linéaires aux différentielles totales avec les systémes jaco-
biens d’équations hinéaires aux différentielles partielles, pour le but
déterminé de tirer 'intégration de ceux-ci de I’étude des premiers.
Mais, sil'on veut s’aider des propriétés connues des systémes jaco-
biens, on peut encore se convaincre, par une autre voie plus courte
et sans aucun calcul, de la possibilité de ramener le systéme abso-
lument intégrable (1) au syst¢éme d’équations différentielles ordi-
naires (25). Pour ne pas interrompre l'ordre de ces recherches,
je renvoie a la fin de ce Mémoire (§ VII) cette seconde démon-

9.
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stration du théoréme précédent, qui se rattache d’'une maniére en-
core plus intime que la précédente au raisonnement par lequel
M. P. du Bois-Reymond a démontré cette réductibilité pour le cas
spécial d’une seule équation linéaire aux différentielles totales.

-

§ IV.

Intégration du systéme jacobien A, ( f)=o.

En vertu du paragraphe précédent, les intégrales complétes des
équations différentielles ordinaires (25), exprimées en fonction de
a; et des valeurs initiales constantes de x,, ..., x, pour a; = a’,
sont aussi les équations intégrales complétes du systéme d’équations
aux différentielles totales (15) qui se déduit du systéme donné (1)
par les substitutions (23).

Mais les intégrales complétes d’un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires du premier ordre jouissent de la propriété d’éire
résolubles & la fois par rapport, soit aux variables dépendantes,
soit aux valeurs initiales de ces variables. On peut utiliser, d’aprés
cela, les équations intégrales complétes du systéme (25), pour en
tirer d’abord x,,, ..., x,, €t ensuite x5, ..., x5. Soient

(26) Xp— q"k(al; ey oo 9 Cp—iy -1',‘;,, ve ey .1:)
ct
(27) xl‘z:)(,k(“la Olay oo vy Am—ty Tmy « oy xn)

les valeurs ainsi obtenues pour x; et xj.
Les équations (27) doivent étre identiquement satisfaites par
les substitutions (26), et, par conséquent, les expressions

A=n

I Oys 0z

N oz, Oay,
A=m
doivent étie identiquement nulles. Mais comme, d’aprés ce qui
précéde, ces substitutions satisfont également au systéme (15),
c’est-a-dire aux équations ;
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les expressions

A=n

d & Ok

Ba() =52 + ¥ i
r=m

doivent également s’annuler, comme cela résulte d’ailleurs directe-
ment de ce fait, que les expressions B, (y:) doivent devenir, par
les substitutions (26), indépendantes de «y, puisque, d’aprés nos
suppositions, By (y:) = o, et par suite, en vertu de I'identité

B.[Bi(f)]=Ba[B.(f)],

on a aussi immédiatement
Bi[Bi(y)] =

mais ces expressions s’annulent quand on pose o, = e}, puis-
qu’alors y; doit se réduire a x;, et que, de plus, chaque &} = o
pour 2 >1.

Or le résuitat nul de la substitution des valeurs (26) dans les
expressions By (y:) ne peut pas étre changé si, a la place des x}, on
remet leurs valeurs (27), ce qui détruit l'effet de la substitu-
tion (26). Donc, avant cette substitution, on doit avoir déja iden-
tiquement

Bi() =
c’est-a-dire que

S= A Amair woes An

sont les solutions du systéme jacobien de m — 1 équations linéaires
aux différentielles partie]les

Balf) da;. :i E_f— -

Mais le systéme jacobien provient, comme le montre la for-
mule (17), du systéme
i) = N U
dx;. B d.m
A=m
lorsque, par les substitutions (23), on introduit comme variables
Olyy Gay v ..y &y & la place de oy, 24y ...y Zmey, et il est clair que
la substitution inverse devra réciproquement transformer le sys-
téme jacobien dans le systéme (17). Les solutions f'== Y., Ymy1s -y
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%» du premier systéme, dés que nous y mettons pour oy, dsy ...,
%ny les valeurs résultant des substitutions (23), donnent done

aussi en méme temps les solutions du second systéme jacobien,
équivalent au systéme donné (1).

De la résulte la méthode suivante pour I'intégration compléte

du systéme jacobien donné des m — 1 équations linéaires aux dif-
férentielles partielles

rA=n

(28) M= 2 °,

(h=1, 2, ..., m—x).
On exprimera, au moyen de m — 1 substitutions, choisies arbi-
trairement sous les restrictions indiguées au paragraphe précédent,
(23) Zr=ah + (as— o) falan, ctay <.y Otnoy),

les quantités

h=m—1

b;,= ak[ﬁw— (=t 2]

h=m—1

by = (a,— a!) z aﬁg;;."‘, i>1, /\

h=

et

au moyen de ayy 0ay « oy Oi_gy Lony « + o Tny € L'on formera avec

les premiéres les n—m +- 1 équations différentielles ordinaires
du premier ordre

dx,,,_b, 0x,,,+._b Y
—_ = = oo = .
dat‘ m» 00& m--1y ’ dal n
Lorsqu’on aura intégré complétement ces équations et exprimé
les constantes d’intégration aumoyen des valeurs initiales x3,, ...,

% des wvariables dépendantes pour a,= !, la résolution des
équations intégrales ainsi obtenues par rapport & ces valeurs ini-
tiales donnera n — m -1 fonctions

ZR= Xl‘(“l; Kiy « o0y Am—iy Xmy ooy xn),

qui seronl les n— m —+ 1 solutions du systéme jacobien
A=n
i wOf
(29) Bulf) =30+ N,

A=m
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et qui, par U'élimination de o, 0y, ..., %n_1, & U'aide des équa-
tions (23), nous donneront les solutions du systéme jacobien

donné (28).
§ V.

Pour trouver une solution du systéme jacobien donné (28), il suffit de connaitre
une intégrale quelconque des équations differentielles ordinaires (25).

D’aprés le théoréme précédent, la détermination de toutes les
solutions d’un systéme jacobien de la forme (28) se raméne a I'in-
tégration compléte d’un seul systéme de n —m -1 équations
différentielles ordinaires du premier ordre. Mais, dans la plupart
des applications des systémes de Jacobi et dans les plus impor-
tantes, par exemple dans I'intégration des équations aux différen-
tielles partielles du premier ordre et dans le probléme de Pfaff, il
ne s’agit nullement d’obtenir la solution générale des systémes ja-
cobiens que I’on rencontre, mais il suffit toujours de trouver une
seule solution de chacun d’eux. Dés lors il est de la plus grande
importance de rechercher sil’on ne pourrait pas trouver, sans avoir
besoin d’intégrer complétement le systéme (25), une solution du
systéme jacobien (28) ou (29).

Supposons que l'on ait une intégrale quelconque

Flo, otz « .oy Gmety Zmy -+ ., %) = cONSL.

des équations (25). Les solutions complétes de ces équations diffé-
rentielles, exprimées au moyen de «, et des valeurs initiales de
Ly ovey L PoUr oy == o?, satisfont alors a 'équation

(30) U=F!a, ctsye-+, Omyy Lmyeees Tn)— F (0}, 0tayuney Gmety Tiyee ey 23 )= 0.

Or, d’apres le § III, ces solutions, quand on y considére x?,, ..., x?
comme indépendants de oy, ..., o,,_;, satisfont aussi aux équations
aux différentielles totales (15) ou aux équations

(31) 0Lk _ pi

doy ~ K

Elles doivent, par conséquent, aussi satisfaire identiquement aux
équations

k=n
- U + 0U
o — J—
(32) B"(U)—_—da;.+ E b, Froiaid
k=m
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que l'on obtient par la différentiation de I’équation U = o par rap-
port & o, en ayant égard aux relations (31) (*). La forme de I’équa-
tion U == o est ici enti¢rement arbitraire. 1l en est absolument de
méme pour toute équation V= o, déduite de I’équation (3o0) par
des opérations algébriques quelconques.

Des m — 1 équations (32), la premiére est toujours identique,
ou, dans le cas ou cette équation n’a pas été formée directement
avec I'équation (30), mais avec une autre équation quelconque équi-
valente & (30), elle est du moins une simple conséquence algé-
brique de I'équation U= o. Quelquefois aussi une partie des
autres équations peut étre identique ou étre une conséquence de
Péquation U= o. Mais toutes celles des équations (32) qui ne
possédent pas cette propriété sont de nouvelles intégrales du sys-
téme (25). Avec chacune de ces nouvelles intégrales on pourra
maintenant procéder tout comme avec 1’équation U=o, ct l'on
reconnait ainsi la possibilité de déduire d’une seule intégrale des
équations différentielles ordinaires (25), par la simple différen-
tiation, toute une série de nouvelles équations intégrales, qui ap-
partiennent toutes au systéme d’équations 1ntegrales complétes de
ces équations différentielles, au moyen de quoi les variables dépen-
dantes se déterminent en fonctlon de a, et des valeurs initiales cor-
respondantes & oty = o!.

Si lon ajoute a ce qui vient d’étre dit la remarque [ que I'on etit
déja pu utiliser dans le paragraphe précédent pour montrer que
les expressions By (y;) obtenues dans ce paragraphe doivent étre
nulles identiquement ], que des équations qui appartiennent a un

(') On peut aussi demontrer cela directement. Par hypothése, on a
B, (F)=o,

et par suite
B, (U)=o,

et, a cause de la relation

B, [B, (/)] = B,[B,()],

BI [Bh(U) ] =

La valeur que prend B,(U) pour les solutions complétes des equations différen-
tielles (25) est donc independante de «,. Mais cette valeur s’evanouit pour o, = «9,

on a aussi

. R d
puisqu’on a alors x,, =a),, ..., ¥, =u); il en resulte que, d’aprés (30), -S7U =o. et
i3

quw’en meme temps chacune des quantites b: s’evanouit.
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tel systéme d’équations intégrales complétes, jamais aucune ne peut
étre complétement indépendante des valeurs initiales des variables
dépendantes, ou que, si une telle équation se présente, elle doit
étre nécessairement identique, on est conduit i la marche sui-
vante pour parvenir de l'intégrale donnée F = const. ou U==
des équations (25) & une solution du systéme jacobien (29).

En résolvant l'intégrale U = o relalivement 4 une quelconque
des valeurs initiales des variables dépendantes qu’elle contient, par
exemple, relativement i x?,, ramenons cette équation i la forme

0 0
(33) .Z',on.: U,,.(a., Olgy ooey Omety Lmy + vy Lny Tty o+ 09 xn)s

et formons ainsi les m — 1 équations

h=n

(34) BalU) = 52+ Y 05 =0

doy duy ~

h=m

dont la premiére est identique. Aucune de ces équations ne peut
étre une simple conséquence algébrique de I'équation (33), puis-
que x9, n’y entre pas. Si elles sont, comme la premiére, toutes
identiques par elles-mémes, la valeur U,, de xj, tirée de U =10
est alors une solution commune des m — 1 équations linéaires aux
diftérentielles partielles (29). S’il n’en esiL pas ainsi, on devra
toujours pouvoir encore tirer des équations (34) une partie des
autres valeurs initiales x5, ..., x}, puisque, d’aprés ce qui pré-
céde, il est impossible d’éliminer complétement toutes ces valeurs
initiales. Admettons que nous puissions déterminer %, .y, ..., X544y
au moyen des équations (34); nous pourrons opérer maintenant
avee chacune des valeurs ainsi obtenues :

0 — 1 " 0 0
L1 U)n+1(au ooy Omety Ty oo o5 Tny Xypihy o0 oy -z'n)’

S e e s e g e e ettt Peer s estes st tetess s esese e sy

] J— 1 "0 [4
xm+h—-l—-“ Um-&—lz—l(a') caey Om—ty Xmy < o9 Xy Lipty « o9 X )’

comme on a opéré avec ’équation (33), et nous parviendrons ainsi
a obtenir des équations qui ne pourront étre de simples consé-
quences algébriques des précédentes, puisqu’elles ne contiendront
pas les quantités

0 0
Ty « ooy Emrh—1

et qui, au contraire, seront identiques par elles-mémes, ou qui
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serviront a leur tour & déterminer une partie des valeurs initiales
restantes. De cette maniére, si I'on n’est pas déja parvenu a une
solution commune des m — 1 équations (29), on devra nécessaire-
ment finir par arriver & exprimer, au moyen des seules quantités
Oy Olay «eny Gty Ly -+ -y Ty LOUtes les valeurs initiales des variables
dépendantes contenues dans I'intégrale donnée U= o. Si I’on forme
maintenant, avec une quelconque de ces expressions, les m —1
équations B (f) = o, celles-ci ne contiendront aucune des valeurs
initiales, et devront, par conséquent, é&tre identiques par elles-
mémes. Chacune de ces expressions est ainsi (ce qui résulte d’ail-
leurs du paragraphe précédent) une solution du systéme jaco-
bien (29), et par suite aussi, lorsqu’on aura remis pour o, otg, ...,
dm—y leurs valeurs tirées des substitutions (23), une solution du
systéme jacobien (28).

Ainsi, pour trouver une solution du systéme jacobien de
m —1 équations linéaires aux différentielles partielles contenant
n wariables indépendantes, il n’est besoin que de connaitre une
intégrale quelconque des équations différentielles ordinaires (25).

Les meilleures méthodes (*) connues exigeaient, pour arriver au
méme résultat, la connaissance d'une intégrale de chacun de
m — 1 systémes, dont le premier comprenait 7 — m -1 é(\j\uations
différentielles ordinaires du premier ordre, et les autres autant ou
un moindre nombre de ces équations.

VI.

L’intégration des équations aux differentielles partielles du premier ordre
et le probléme de Pfaff.

On sait que Jacobi a ramené l'intégration des équations aux
différentielles partielles du premier ordre au probléme de la déter-
mination successive d'une solution de chaque systéme d’une suite
de systémes jacobiens d’équations linéaires aux différentielles par-
tielles de la forme (28). Si, dans I’équation aux différentielles par-
tielles donnée, que I'on peut supposer ne pas contenir la fonction
inconnue elle-méme, il y a n variables indépendantes, ces sys-

(") Poir Cresscu, Journal de Crelle, t. 65, p. 261.
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témes jacobiens contiendront alors respectivement
I, 2, c00y, M—1, «.., B—1 -
équations linéaires aux différentielles partielles, avec
2N — T, 20— 2, vy 2N — M 1y o vey B+ 1

variables indépendantes.

D’aprés la méthode exposée dans le paragraphe précédent, on
sait que, pour obtenir la solution compléte de Iéquation donnée,
on n'a besoin que de connaitre une seule intégrale de chacun
des systémes de

2(n—1), 2(n—2), 2(R—m—+1), ..., 2 .

équations différentielles ordinaires du premier ordre, tandis que,
anciennement (*), on avait besoin d’une intégrale pour un systéme
de 2 (7 — 1) équations différentielles ordinaires et pour deux sys-
témes de

2(n—2), ..., 2(R—m—1), ..., 2

équations différentielles ordinaires, et que, dans les cas défavora-
bles, ce nombre d’intégrations pouvait n’éire pas encore suffisant.
Quand on choisit la forme la plus simple des substitutions (23),
Pintégration s’effectue de la maniére suivante :
En général, le (m — 1)!*™® systéme jacobien (*) est de la forme

r=n
o N (0 Of _op of
35 A, = Z(.__H___..__:’
( ) /(f) oqu +)\_ oq 0Pl op ()Qx> =0
N h=1,2,..., m—1,

Piy P2y «os Pm_t 6tant des fonctions de ¢, §sy «.vy Guy Py +--y P dé-
terminées au moyen du systéme jacobien précédent, et pour
lesquelles les expressions

Ar[A(f)] — AJAR(f)]

sont identiquement nulles.

(') Poir CresscH, Journal de Crelle, t. 65, p. 265.
)

*) Voir Jacosl, Porlesungen iiber Dynamik, p. 292, et Journal de Crelle, t. 60, p. 23.
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Si I'on pose maintenant
(36) gq=ai, q:=@q3-+(ti—a)tsy wiey Quor=qh—1+ (2ti— al)m_is

%0y Gy v ey ¢y étant des constantes choisies arbitrairement, sous

la condition que les fonctions py, pay «..y Pm_y conservent des
valeurs finies et déterminées pour

G=aly .=q3, erey Qno1= Gm—1,
et quon élimine par ce moyen ¢y, ¢sy ...y §m_y des expressions

(37) ‘ w, — p1+0!2])2+-- +0¢m—|Pm—-1y
?W¢—(a.—a.)p¢, i>1,

.
on transforme ainsi le systéme jacobien (35) dans le suivant :

(38) Bi(f)=Y _{_}:" (00(5/. of 0wy df>

dah Igr I Ipr I
On peut, en se servant des explications données dans le paragraphe
précédent, trouver une solution de ce systéme, dés que 'on con-

naitra une intégrale du systéme de 2(n —m +1) equ&uons diffé-
rentielles ordinaires

dQ1 dW. d[))‘ dWl
3
(39) do — Opv’ da g

A=m, m-+1, ..., n,
et il suffit dans cette solution de poser ’

alzqu a;-——«q —qz S ] _q"‘—m—|_—qm_‘

Am—1 —
qi— al q— “l
pour en déduire une solution du systéme donné (35).

Par une méthode tout a fait analogue a celle qu’on a employée
pour lintégration des équations aux différentielles partielles du
premier ordre, on peut aussi, dans le probléme de Pfaff, c’est-a-dire
dans le probléeme de l'intégration de I’équation différentielle li-
néaire donnde

& dxr'l" b & d-xz—f-' I o Yan dxﬁn: O,

réduire, par le procédé indiqué, le nombre des intégrations né-
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cessaires presque de moitié. On reconnait, en effet, sans difficulté,
en examinant la méthode que Clebsch a donnée pour la résolution
de ce probléme (1), que celui-ci peut se ramener a la détermination
d’une solution de chacun de 7 systémes jacobiens de la forme (28),
composés respectivement de 1, 2, ..., 7 équations aux différen-
tielles partielles 4 27 variables indépendantes chacune. En vertu
de ce qui préceéde, la détermination d’une solution du 7i¢™¢ de ces
systémes ne dépend que du calcul d'une intégrale de 27 —i équa-
tions différentielles ordinaires du premier ordre. Mais ce 7*™® sys-
téme, que 'on ne peut former qu’aprés avoir trouvé une solution
de chacun des précédents, posséde lui-méme, par suite de la ma-
niére dont il résulte de ceux-ci, i — 1 solutions connues. Aucune
de ces solutions n’est celle que 'on emploié réellement (celle—ci
devant étre indépendante de celles-la); mais chacune d’elles, ex-
primée au moyen des nouvelles variables «.et égalée a une con-
stante, nous fournit une intégrale de ces 272 — i équations différen-
tielles ordinaires. On connait donc d’avance i — 1 intégrales de
ces équations, et 'on peut par leur moyen ramener les 27 — i équa-
tions différentielles a

an—i—(i—1)=2n—2i+1.
La détermination d’'une solution utile du 7#™ systéme jacobien
n’exige par conséquent que la connaissance d’une intégrale de

2n — 21 -1 équations différentielles ordinaires du premier ordre.
Ainsi :
Pour la solution compléte du probléme de Pfaff, il suffit de
connaitre une intégrale de chacun des systémes de -
on—1, 2n—3, 2n—>5,

o I

équations d{ﬂérentielles ordinaires du premier ordre.

§ VIL

Autre démonstration du théoréme du § III.

Dans I'hypothése ou I'on a les identités
(4o) Ai(ap) — Ai(aj) =o,

(') Journal de Crelle, t. 65, p. 2fo.
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les m — 1 équations linéaires aux différentielles partielles

A=n

(%) ain=3L o E:jj}

possédent, comme Clebsch I’a remarqué ('), » — m+ 1 solutions
indépendantes entre elles, que nous désignerons par

S fovis <o os foe

Puisque, en posant

f: CP(.T“ Xy o a0y xm—lyfmyfm+ly .. '9f;l)’

on &

=n

A(f dx;. 2 Au(fi) ()ﬁ dx) -

=m

on voit que ces solutions sont indépendantes entre elles par rap-
POTt & XLy Lynpyy «vvy Lo
Sil'on pose done

(42) fm:cm, ﬁn+|:(3m+1, e 'ﬁ,:(}n, \\

on devra pouvoir, au moyen de ces équations, déterminer x,,,
ZLmity -y L, en fonction des variables x4, x,, ..., X, et des quan-
tités Couy Conggy  + + 5 Cpe

Si l'on considére ces derniéres quantités comme des constantes
arbitraires, les valeurs de ., ..., x, tirées des équations (42) sa-

tisferont aux 7 — m —+ 1 équations ,

h=m -1

A=n
af*
12—0%_; dz,— 2 aglx;, = o,

h=1

que I'on obtient par la différentiation compléte des équations (42)
en ayant égard aux identités Ay (f;) = o. D’ailleurs le déterminant
de ces équations :

s

0xm 0Zmy oz,

o U o O

(') Poir notamment Journal de Crelle, 1. 61, p. 153, et t. 65, p. 266.

-
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ne s’annulant pas de lui-méme, et ne pouvant conséquemment de-
venir identiquement nul par la substitution de ces valeurs, il s’en-
suit que ces valeurs doivent aussi satisfaire aux n—m 41 équa-
tions linéaires aux différentielles totales

h=m—1

(43) dry= 2 d'dz.

h=1t

Mais, si les identités (40) ont lieu, il existera toujours n—m -1
fonctions de x,, Xy, ..., X,_1 €t de n— m + 1 constantes arbi-
traires ¢, Cm_1y « + «5 C, (fonctions indépendantes entre elles par
rapport a cescons tantes), lesquelles, mises pour X, gy <+ <5 Ly
satisferont identiquement aux équations (43).

Représentons les solutions du systéme (43) par

(44) = qa;(x., Lgy coey Tmety Ciny « ¢ oy 0,.),

et désignons par x|, x}, ..., x, des constantes indéterminées; les
n — m 1 équations

pa— 0 [}
xl—-?l(x‘:y Loy vovy Tmets Cmy oy Cu)

pourront toujours étre résolues par rapport a c,, ..., c,. Parla
sub:titution de ces valeurs, les solutions (44) prendront la forme

(45) = %(x‘, Loy ooy Tmeyy XYy LYy ooy .Z‘,‘;),
la fonction ), devant, en vertu de son origine, se réduire a x3 pour
T\= ], T3==X3y «oey Xm—oi=— ZLpp—p»

En introduisant maintenant a la place de xy, x5y ..., Ly les
nouvelles variables a,, a,, ..., &,_y, au moyen des m — 1 équations

(46) wa= oh + (1 28 fi(aty ot - o),
ce qui donne

Ga(Ziy Tay ooy ey X2, 28, 0oy 20)

(47)

=Walay sy ooy ttniyaly 2ty xd, o Z0),
on obtiendra, en vertu de (45), les solutions

(48) o= Wl day «oey otm 1y aly XY, 23, o0y Tn)
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du systéme d’équations linéaires aux différentielles totales entre
Ly ovey T €L Olyy Olgy ey Olniy

h=m —

1
(49) dzy= E B dau,

h=1

dans lequel le systéme (43) se change par la substitution (46).
D’apreés cela, les équations (48) satisfont aussi en particulier aux
n—m--1 équations différentielles ordinaires ~

dx). 1
50 S— == b,.
(50) 5 =5
Si Von a choisi la constante «} de telle sorte qu’aucune des
m —1 fonctions f; ne devienne infinie ou indéterminée pour
oty = o}, chacune des quantités x;, se réduira & xj, pour oy = a}, ct
par suite, d’aprés (47), on aura aussi

\F;.:x]?.

Ainsi les équations (48) sont précisément les solutions des équa-
tions différentielles ordinaires (50) qui se réduisent, pﬁr oy =a,,
aux valeurs des variables dépendantes x, qui correspondent a la
valeur initiale «! de «;,.

Réciproquement, il doit é&tre toujours possible de déterminer
les constantes d’intégration d’un systéme de solutions complétes
des n—m + 1 équations différentielles ordinaires (50), de telle
sorte que, pour a; = o}, ces solutions prennent les valeurs encore
arbitraires x9,, x%,_;, ..., x%, et les solutions ainsi obtenues devront,
si 'on y considére ces valeurs initiales comme indépendantes dec
Oy, Glgy +.ry Oy, Satisfaire en méme temps aux équations aux diffé-
reutielles totales (49); et par suite, lorsqu’on y a remis pour oy,
Olgy ...y Ayt leurs valeurs tirées des substitutions (46), elles devront
aussi satisfaire aux équations aux différentielles totales (43).

Leipzig, fevrier 1872.




