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FORMULES FONDAMENTALES DE CINÉMATIQUE DANS LES ESPACES DE COURBURE

CONSTANTE;

P A R M . E . B E L T R A M L
(Extrait d'un Mémoire lu à l'Académie Royale des Lincei, à Rome.)

Je prendrai l'expression du carré de l'élément linéaire ds sous la
forme connue

ds2 _ dx2 -1- dx] -*- dx\ -*-...-*- dxn

où Xi, x^ ..., xn sont les coordonnées linéaires d'un point quelconque
du nième espace (c'est-à-dire telles que chaque droite est représentée
par n— i équations du premier degré), R est le rayon pseudo-
sphérique constant, et x est une variable surnuméraire définie par
l'équation

(2) x2 -\-x\ -\-x\ -+-. . .4- x%= a\

où a est une constante finie.
Je considère maintenant un système continu de points 5 je désigne

par $x±) &r2î. . ., $xn les variations infiniment petites des coordon-
nées x^ x2 , . . ., xn d'un de ces points par suite d'un déplacement
élémentaire quelconque, par Sx la variation qui s'ensuit pour x,
et je vais chercher une expression de forme convenable pour la
variation 3ds que reçoit la distance ds de deux points contigus du
système.

De l'équation (1), écrite de cette manière
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on tire
ds èds dx ̂  dx Y1 dxr * dxr

ce qui, par suite de l'identité

dxr jXr Xrdx
~d 1 —,

X X X 2

peut être aussi écrit sous ] a forme

dsàds __dx^dx \7i dx^ ,.xr \Ti dx^ . lxr dx\

Mais on a aussi

xr . (xrdx\ dx Y1 dxr ^xr ^dx\* xrdxr
^X X ) X Ĵ XX X

savoir (2),

V* dxr * IXr dx\ dx V^ dxr * ̂ r ^ ^ ^
^ 7̂ \^7 7̂ / 7̂ Zu XX X X '

donc \
dsàds X?dxr'(,~Xr dx ^xr\idds Y^ dxr ( ,. xr dx ^ xr\

-—— = y I clo h- — 0 — JÎ

^ ZJL x \ x x x ]d'où

x2 £j ds

Telle est la forme qu'il convient de donner à l'expression de £rf$.
Cette formule pourrait servir, à cause de sa généralité, à la

recherche des équations fondamentales de la Cinématique des
systèmes de forme variable. Mais, me bornant, pour le présent, à
la considération des systèmes rigides, je poserai §ds~o, ce qui
donne, comme condition nécessaire et suffisante de chaque dépla-
cement non accompagné de déformation,

( 4 ) S dxrd(xà—)z=o.

II s'agit maintenant de tirer de cette équation les valeurs les plus
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générales des variations Sx^ &r2,. . . , &rn, en fonction des coor-
données Xi, X%, . . . , Xn.

Posant d'abord
/y*

X,. z=xè — 9 r = i , 2 , . , rc,

on voit que les n fonctions inconnues Xi , X2, . . . X„ doivent satis-
faire, en vertu de l'équation (4)) a l'identité

V V^ dur y , | r = i , 2 , . . . n ,
> > axr dxs =• o ; .

ce qui exige que Ton ait

(5)
ÓXS

pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et s. De
cette équation on tire, quel que soit le troisième indice £,

(\ H ( ) — o
ÔXS \ ÔXt ) dXr \ ÔXt )

 9

savoir, à cause de la même équation (5) appliquée successivement
aux indices r, £, et.?, t,

ôxs

ou enfin

OXr
- o .

Puisque r, ^, f sont ici trois indices quelconques, égaux ou iné-
gaux, de la série i, 2, . . . , TZ, on voit, par cette dernière formule,
que les n fonctions X1? X2,. . ., Xrt ont toutes leurs secondes déri-
vées nulles. Elles sont donc nécessairement de la forme linéaire

•=• Cr 4 - C{rX{ - 4 - CirX2 - - } - . . . -1- CnrXn9

les quantités cr, aussi bien que les crj, étant constantes par rapport
aux coordonnées (et fonctions, en général, du temps) ; mais, puisque
les fonctions X doivent encore satisfaire aux conditions primitives
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(5), les quantités crs ne sont pas absolument arbitraires5 on doit
avoir

(6) Crs+Csr — O

pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et s. •
, Ces conditions étant supposées satisfaites, on a donc

XÙ — = Cr -h > CiF Xi,

X j'ai

d'où l'on tire

dxr ~ Cr + > £,>#« H $X, r z=z I 2 , . . . , H.

Multipliant par xr et sommant par 7', eu égard aux équations (2)
et (6), on trouve

valeur qui, étant substituée dans la formule précédente , donne
enfin

( 7 ) àxr = cr -+- \ dr Xi r- \ Ci Xtf^~~^\

pour r = i, 2,. . ., n. On doit compléter ces n expressions par celle
de &r,

( 8 ) ' * * = - ;

Les 72 équations ( 7) sont les formules différentielles fondamen-
tales (analogues à celles d'Euler) de la Cinématique des corps so-
T i i i i r n (n - + - 1 )

lides dans un 72-espace de courbure constante.Les — quan-
tités arbitraires cr et crO qu'on doit considérer, généralement parlaut,
comme des fonctions arbitraires du temps £, multipliées par dt
(durée infiniment petite du déplacement élémentaire), sont les
analogues des six composantes de la translation et de la rotation
dans la théorie ordinaire.

De l'équation complémentaire (8), qui est une suite nécessaire
des formules (7), on peut tirer une conséquence très-importante,
lien résulte, en effet, que, pour tous les points du {n— i)-espace-
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limite x = o (supposés reliés au système solide) , on a & r = o ;
c'est-à-dire que ces points ne quittent pas cet (n — i)-espace, ou,
ce qui est la même chose, que cet espace se déplace sur lui-même,
en restant invariable par rapport au 72-espace que l'on considère.
Cette propriété, qui n'est ici qu'un corollaire de l'invariabilité qu'on
a supposé à l'élément linéaire, devient au contraire la définition de
la transformation homographique spéciale, appelée mouvement
de système invariable, lorsque la géométrie des espaces de courbure
constante est envisagée, d'après MM. Cayley et Klein, comme une
théorie projective générale; la conception projective de la distance
est la clef de cette identité admirable autant que fondamentale.

Désignant par wl9 u2, . . ., un les coordonnées d'un point ou pôle,
l'équation linéaire e n i j , ^ , . • •, xn,

(9) U{ XK + M , i P j + . . . - | - Un 0Cn •=. a2
 f

représente ce qu'on peut appeler le (n -— i)-plan polaire de ce point
par rapport à l'espace limite x= o. Si le point (u) est réel, je veux
dire intérieur kx = o, le plan (9) est idéal, c'est-à-dire extérieur à
x = o\ si, au contraire, le point (u) est idéal, le plan (9) est réel,
c'est-à-dire qu'il possède une région simplement connexe, et indé-
finie en tous sens, intérieure à x =• o. Comme, du reste, l'équa-
tion (9) peut représenter un (n— i)-plan quelconque, on peut
définir aussi les coefficients M19 U^ . . ., un du premier membre de
cette équation comme les coordonnées (tangentielles) d'un{ra — 1)-
plan. Or, si l'on considère le lieu limite x = o et le plan quel-
conque (9) comme invariablement liés entre eux, le pôle(w) du plan
devient, lui aussi, invariablement lié au lieu x = o ; et puisque ce
lieu ne fait que glisser sur lui-même lorsqu'il fait partie d'un
système invariable mobile dans le n -espace, il est évident que le
pôle (u) doit se déplacer, lui aussi, avec le système, et par suite que
les variations èuu du%,. . ., §un des coordonnées tangentielles d'un
(n — i)-plan, qui fait partie d'un système invariable mobile dans
le «-espace, sont des fonctions de iq, us,. . . ,un de même forme que
les Sxn 5x2, • . ., par rapport aux x^ . r 2 , . . . .

Cette conclusion peut être vérifiée directement, en tirant de
l'équation (9)

2 Ur àxr -t-2xr ÔUr = O,
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savoir (7) v

2 cr ur -4- 2,. 2,- cir ur xi — 2 cr xr -4- 2 xr àur = o,

ou encore

2,. (dur — 2 / £ir M/ — Cr) Xr-h 2 / Ct Ui = O.

La relation que cette formule établit parmi les x^ ,r2,. . ., xn ne
peut évidemment différer de celle (9) dont on est parti y on aura
donc

èiU — Cr 2 / <V /// 2 ( Cf Ui
j — —_- 0

w a2

d'où

( 7 ) ' ÖWr = Cr -f- 2,- CiV Ut \ 2t C\ Uh
CL

pour r = 1, 2,. . ., /z. Ces 77 formules sont parfaitement semblables
aux formules (7).

Si, pendant le mouvement élémentaire du système invariable, il
y a quelque point (x t , x^. -. ,x„) qui reste immobile 5 les variations
§Xn &r2,. . . ,&rn de ses coordonnées doivent ètrç toutes ~ o à
l'instant considéré 5 et partant on aura aussi, pour ce même point,
xdx = o, c'est-à-dire àx = o, si Ton suppose que ce point ne se
trouve pas à la limiter ~ o. Or ces conditions, x^> o, §x = jo
donnent, à cause de (8),

2 Ci Xi = o,

et, par suite, les conditions $xr = o donnent à leur tour

(10) Cfr + 2c , r^ i=o , r

équations qui entraînent la précédente.
Lorsqu'il existe un système de valeurs des xx, x2 , . . . ,xn satis-

faisant à ces n équations linéaires, il y a un point (réel ou idéal
suivant qu'on a x\ H- x\ + . . . ~\- x\ <^ ou ^> a2) qui possède les
caractères d'un centre instantané de rotation, et dont le (n — 1)-
plan polaire par rapport ào: = o est un (n — i)-plan instantané^
de glissement (idéal ou réel suivant que le pôle est réel ou idéal).
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Or le déterminant

des équations (10) est, à cause de (6), égal à zéro ou à une quantité
positive, généralement différente de zéro, suivant que le nombre n
est impair ou pair. Donc :

Dans un 72-espace de courbure constante, il existe toujours, lors-
que n est pair, soit un centre réel instantané de rotation, soit
un [n— i)-plan réel instantané de glissement pour chaque mouve-
ment élémentaire (toul à fait général) de système rigide.

Dans un 7z-espace de courbure constante, lorsque n est impair,
il n'existe, en général, ni centre de rotation ni [n — i)-plan de
glissement pour chaque mouvement élémentaire de système rigide ;
mais, si le mouvement est tel qu'il y ait un centre instantané [ou
un (n—i)-plan instantané], il y en a une infinité, formant une
droite ou un faisceau.

Je m'arrête, pour le moment, à ces conclusions de nature abso-
lument générale, dont le développement et la discussion me mè-
neraient d'ailleurs très-loin. J'ajouterai la simple remarque que la
Cinématique ordinaire nous offre déjà, dans ses théorèmes fondamen-
taux, des exemples particuliers des propriétés générales qui précè-
dent. Elle nous apprend, en effet, que dans le plan il existe toujours
un centre instantané de mouvement, tandis que dans l'espace à
trois dimensions il n'existe pas, en général, de point analogue, ou,
s'il en existe un, il y en a une infinité en ligne droite. Dans cet
espace il existe toujours, au contraire, une droite instantanée,
qu'on appelle axe central de mouvement : or ce fait s'accorde
parfaitement avec les théorèmes précédents ; car l'espace euclidien,
lorsqu'on y considère la droite comme élément primitif (point
analytique) est un zz-espace de courbure constante, pour lequel n
est pair et = 4 j il doit donc y avoir toujours un élément instantané-
ment invariable, et cet élément, qui est dans ce cas une droite, est
précisément l'axe central. Dans ce même cas de n = 4 on a, comme
on sait,

2'(±C,itfMtfMC4 4) = (<M4<?2., 4- CuC3l • y,

et, dans l'hypothèse particulière c14 c23 -f- c24 c31 -f-c34 cJ2 = o, le
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nombre des éléments invariables peut devenir infini. Cette condi-
tion répond, ainsi qu'on peut s'en assurer, à celle de la rotation
(ordinaire) simple.

En adoptant, avec M. Schering, la dénomination d'espaces gaus-
siens et riemanniens pour les espaces de courbure constante dont la
mesure de courbure est négative ou positive (respectivement), on
voit que les résultats précédents se rapportent aux espaces gaus-
siens. Il y a une théorie tout à fait semblable pour les espaces
riemanniens, et il sera facile au lecteur de la constituer d'après
celle qui précède. Il n'y a pas de différence essentielle quant aux
«-espaces pour lesquels n est impair \ mais, lorsque n est pair, le
centre de rotation et le (n — i)-plan de glissement existent toujours
simultanément à l'état réel, quel que soit le mouvement élémentaire.
L'exemple le plus simple, tiré de la Cinématique ordinaire, est
offert par le déplacement d'une figure sphérique sur sa propre
sphère : il y a toujours alors un centre de rotation et, en même
temps, un grand cercle de glissement (dont le centre est le pôle).


