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MELANGES.

TRAVAUX CONCERNANT LE PROBLEME DES TROIS GORPS
ET LA THEORIE DES PERTURBATIONS;

Par M. R. RADAU.

La méthode.de la variation des constantes, telle qu'on ’enseigne
d’ordinaire, se montre hérissée d’épines dés qu’on a dépassé les
) P
premiéres étapes des approximations successives. Il se trouve aussi
qu'elle n’assure pas toujours d’une maniére suffisante I’économie
du travail, de fortes variations des éléments elliptiques pouvant se
compenser mutuellement et ne produire que de faibles changements
des coordonnées. On a donc cherché d’autres voies, et essayé tour
) y
a tour des moyens d’intégration trés divers. Au point de vue pra-
tique, les méthodes de quadrature ont rendu de grands services, et
b
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elles n’ont pas dit leur dernier mot. 1l faut ensuite citer les mé-
thodes de Hansen, applicables aux perturbations spéciales comme
aux perturbations absolues, qui commencent i se répandre aujour-
d’hui, et auxquelles se rattachent les récents travaux de M. Gyldén.
Enfin on a tenté d'utiliser d’'une maniére plus directe les intégrales
connues du probleme des trois corps. C'est i ce sujet que je me
propose d’entrer dans quelques détails. Je commencerai par rap-
peler bri¢vement les données du probléme, en partant de la trans-
formation orthogonale dont je me suis occupé plus longuement
ailleurs ().

1. On sait que, lorsque les coordonnées X, Y, Z sont remplacées
par leurs diflérences, les équations différentielles du mouvement
de trois corps perdent la forme canonique, en d’autres termes, que
les accélérations ne sont plus les dérivées partielles d’'une méme
fonction U. On peut leur rendre cette forme au moyen d'une
transformation orthogonale indiquée par Jacobi, qui ne change
pas la direction des axes, mais s’applique de la méme facon aux
coordonnées X, aux coordonnées Y et aux coordonnées Z. La ma-
niére la plus simple d’opérer cette transformation consiste & rap-
porter la planéte principale (m) au corps central (m,), et la
planéte troublante (m,) au centre de gravité commun des corps m,
et m (?). Lorsqu’il s’agit de la Lune, c’est la Terre qui est le corps
central, et m, représente le Soleil.

On posera donc

X —Xy=u,

. m
-‘/\lmXO:‘I.l_‘_MJ.?
, . m

X\ —X =u, — —M'-’w,

ou M = m, + m, et des relations analogues serviront & trans-

(*) Annales de I’Ecole Normale supérieure, t. V, 1868. — Journal de Mathe-
matiques pures et appliquées, mai 1869. — Voir aussi deux Mémoires de M. Emile
Mathieu (Journal de Matheématiques, 1876 et 1877).

(?) D’aprés une remarque que je dois & M. Tisserand. Newton aurait déja indiqué
cette transformation spéciale pour Jupiter et Saturnc,
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former les coordonnées Y, Z. Soit encore

mm mM
(l) M,:mo+m+m,, p.:—M—q, Pq:_l\:l_l.;

les équations du mouvement prendront la forme

, 10U ) 1 0U
X' = - — .Z":

w 0z w 0ry

La fonction des forces U dépend des trois distances planétaires
r(distance de m a m,), R(distance de m a m,) et R, (distance de

my & m,). En désignant par r, la distance de m, au centre de gra-
vité de my + m, nous aurons

. , m \* am
Rg:—.;-f-;-(m r) + TS
m 2 m
R = r2 =2r) —a=2rrs
'+<M M

nr=xlty*+3, ri=azx!+y}+3i,
rris = xxy + Yy, + 55,.

La fonction des forces U et la fonction perturbatrice Q ont pour
expressions

moym mm mm
U: 0 1 + 1 0

R, R T
0 — Moy + mmy m,M
R, R ry

m r\2[ my—m r
:———‘—"5<—> Il——3s2+ 2 (35—5s%) — +...],
ar, \ry/) | o my+m ry

etles équations différentielles peuvent s’écrire

, Mz 102 Mz, 1 02

"
=y X+ —
' &z ! ri 1 07,

Pour simplifier 'écriture, je suppose ici que la constante de
Iattraction x est contenue dans d¢, c’est-a-dire qu’on a mis partout
dt* 4 la place de xd¢2. Les lettres accentuées représentent tou-
jours des dérivées prises par rapport au temps.
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2. En introduisant les variables wx’, uy’, u3', et posant

T= (@ +y +31),
H=T+T,--U,

od T+ T, représente la force vive du systéme, les équations du
mouvement pourraient encore s’écrire

de _ Ol d(pz') __ oH

dt T d(pa') dt — oz

...............................

et 'intégrale des forces vives serait H =const.
Soient encore °

mm,

(2) )L:T——]—, hy=T,—

m,M

ry

les deux fonctions qui deviennent les constantes des forces vives
dans le mouvement non troublé, ou

mm, mM
—_— hhy=— —
2a 20,

h=—

en désignant par 2@, 2a, les grands axes des deux ellipses ; I'inté-
grale des forces vives prendra la forme

(3) h+h =+ H.

En outre

ah_ o on o0
dt -5;;—*{—}/ oy ~ 05’

ou bien, en regardant z, , 5 comme fonctions du temps ¢, et
Zy, ¥1, 54 comme fonctions du temps ¢4,

dh de dhy, de

T A’ Tde T di

ILes fonctions /i, /i, sont des constantes arbitraires, des éléments
des orbites troublées; elles en déterminent les dimensions abso- .
lues.
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Remarquons, en passant, qu’'on a aussi

1 . ou mm, L 0R
(4) S =aT+ron —ah+ =22+ r o0,
(5) £(97'2+:*11'?)”=U+2”-

Si l'on désigne encore par f la vitesse aréolaire, par afy les
cosinus qui en déterminent le plan (le plan de I'orbite instantanée),
les trois projections de f seront

Sr=y3s'—3y, fl=s2'—a3, fv=uxy' —yx,

et, en posant
wf=hk, wfi=h,

les intégrales des aires, rapportées au plan invariable, pourront
s’écrire comme il suit :

(6) ka+kyxy=o0, kB+hkBi=o0, ky+hkvi=K;

d’ott 'on voit que les deux orbites se coupent dans le plan inva-
riable (K étant la résultante de A&, k,, si I'on considére K, &, &,
comme des forces normales au plan fixe et aux deux orbites).

Les fonctions f, f,, ou bien A, A,, deviennent les constantes

des aires dans lemouvement non troublé, ou f = \Mp, f, = yM, p,
en désignant par p, p, les paramétres des deux ellipses. On voit
que A (aussi bien que Aa, A8, kv) peut jouer le role de constante
arbitraire, d’élément de V'orbite troublée.

3. Comme les orbites planétaires sont approximativement
planes, il est naturel d’introduire, a titre de constantes arbitraires,
les deux angles qui déterminent le plan de I'orbite instantanée.
Une méthode plus élégante counsiste & introduire, avec Hansen,
trois axes mobiles dont deux sont situés dans le plan de l'orbite,
et qui dépendent de ¢rois constantes arbitraires.

Hansen appelle coordonnées idéales des coordonnées moblles
£, n, §, déterminées de telle maniére que non seulement &, 7, &,
mais encore £/, 7/, {’ soient les mémes fonctions du temps et des
éléments dans le mouvement troublé que dans le mouvement non
troublé; en posant, par exemple,

E=—aw + By -3,
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on aura
E=an' 4+ 8y +v37,
o=dxr+3'y++s,

et de méme pour 7, €. 1l se trouve alors que I'axe instantané de ro-
tation du systéme doit toujours coincider avec le rayon vecteur. Si
nous prenons pour plan des £n le plan de lorbite instantanée,
nous aurons { = o, { = o, et les équations du mouvement devien-
nent, pour la planéte considérée,

T
g L ()L, gL dU,
? ®w 0% ST )
70 . 1 oU ;
Og/ — 08 — — (b7 — 0t )= - =,
E‘u i ” (sm 14") w 0%

ot £% #1° sont les rotations du systéme autour des axes §, 4,
et 70 sa rotation totale, qui a lieu autour du rayon vecteur. Il est
entendu qu’aprés la différentiation on fera { = o.

Soit encore u ]a longitude dans I'orbite, comptée a partir de l'axe

des £; on aura
E=rcosu, m=rsinu,

et r, u seront, comme §, 7, des coordonnées idéales, c’est-a-dire
qu’on aura

> N N

or—o, ou—o, 8 =—o, on—o,

comme on a 6z = 0, §y = 0, 65 = 0, en indiquant par le symbole
¢ la différentiation par rapport aux constantes arbitraires qui fi-
gurent dans I’expression des coordonnées, lorsqu’on introduit les
éléments elliptiques. Maisil y a 1a une difficulté sur laquelle Jacobi
appelle I'attention dans une lettre adressée & Hansen, que l'on
trouve dans le Tome II des Opuscula mathematica.

En effet, Jacobi critique la définition des coordonnées idéales,
proposée par Hansen, parce que les quantités qui déterminent la
situation de I'axe des £ ne sont pas de véritables constantes arbi-
traires ou éléments, dans I'acception consacrée du mot. Si nous
désignons par o la distance de cet axe ala ligne des neeuds, 'angle &
est déterminée par l'équation différentielle

dos = cosid$,

qui n’est pas directement intégrable; on ne saurait donc considérer
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o comme une fonction des constantes arbitraires 7, 3. Toutefois
Jacobi, en s’appuyant sur un précédent créé par Lagrange, propose
d’étendre le nom d’éléments a des quantités de cette nature, défi-
nies par des intégrales de la forme

S(Ada+Bdb+...),

ou A, B, ... sontdes fonctions des constantes arbitraires @, b, . . ..
On pourra donc appeler éléments I'angle &, I'angle & qui exprime
la distance du périhélie a I'axe des &, etc., et, en posant u = ¢ + w,
ou ¢ est 'anomalie vraie dans l'ellipse osculatrice, on aura

Jo o

J
WU=¢v4+o'="—, u—dv+wvdt=o,

Jt

en indiquant toujours par des accents les dérivées totales.

4. Les relations
E=rcosu, n=rsinu
donnent
' — i =rtd' =/,

et les équations du mouvement deviennent, pour la premiére
orbite,

a_S*_ 10U

! TR T w o’

, 1 dU

(7) f =5
0T U,

Ir T 0%

En méme temps
—_ _£ o2 f’ .
T = ® <I -+ —I")

Si I'on fait toujours H =T+ T, — U, et qu’on observe que U ne
renferme pas les vitesses, comme T + T, ne renferme pas les
angles v, w,, on pourra donner aux deux premiéres de ces trois
équations la forme suivante :

dr _ oH d(pr'y _ oH
dt — o(pr)’ e~ or’
due 0l d(wf) ()_H

dt — o) dt Ju
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A ces équations, qui déterminent le mouvement orbilaire, il
faut ajouter celles qui déterminent le plan de 'orbite.
Soient :

¢ Vinclinaison de I'orbite sur le plan fixe,

% la longitude du nceud dans le plan fixe,

¢ lalongitude du necud dans l'orbite,

v l'angle que fait le rayon vecteur avec le nceud ascendant (ce
qu’on appelle Vargument de la latitude).

On aura d’abord v = v +¢; le cosinus de 'angle (7, r), qui
figure dans U et dans Q, et que nous avons désigné par s, s’expri-
mera par v, uy, I, I;, $— %, et 'on aura

o

oU _ U oU

o du_ ds’

en mettant « — ¢ a la place de u. Par suite de 'introduction des
axes mobiles, dontla position initiale est arbitraire, le nombre des
variables contenues dans A est maintenant de quatorze au lieu de
douze ; mais, si nous conservons v au lieu de « — o, les variables
¢, 5; restent en dehors du systéme & intégrer. Il faut maintenant
chercher Pexpression de la dérivée v'.

Par des considérations géométriques trés simples, on trouve
d’abord

r%cosv =17,

(8) < 1% sinv =98’ sini,

' =9 cosi,

¢ étant la rotation du plan de l'orbite autour de la ligne des
neeuds, et 70 siny sa rotation autour d’un axe perpendiculaire
cette ligne.
e U .
Puis 'on voit aisément que 5t est la force perturbatrice nor-
male au plan de Porbite, qui produit la rotation actuelle de ce
plan autour du rayon vecteur, et que le déplacement virtuel 8%

N

, . . . . N4
équivaut & une rotation 3=
7 sin

- autour du nceud. Il s'ensuit,
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en posant toujours p/ =k,

kr"———rﬂ::T =1 ﬂj—
=700 " sinv 0i
T
k! = cotv Tk
(©) ko' — 1 ou
sini 0i
.U
A gv.
kd = coti T
On a aussi
oU
. . Y
(kcosi) = 35’
en vertu de 'identité \
]
Os . ds tosi ds
55 — cosi 5. -+ cotusini=- = o,
et, puisque
v _au_ :
PER T

on peut écrire I'intégrale

k cosi+ ky cosiy =K.
Ensuite
k sini{ = k, sin{,,
3, — 3 =180°.

Ce sont les intégrales des aires, que nous n’avons plus besoin
de démontrer, puisque nous les avons établies plus haut sous une
forme peu différente; nous avons déja dit que les deux orbites se
coupent dans le plan invariable, sur lequel se comptent les lon-
gitudes ¥, 3,. ’

5. Nous désignerons par J = i + ¢, I'inclinaison mutuelle des
orbites, et nous compterons les angles v, v, du neeud ascendant
de chaque orbite; nous aurons dés lors

— § == €08V COs v, ~ sinv sinv, cos J

L L, 1
= cos (v — v;) — 2 sinvsiny, sxn’;J,
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et les intégrales des aires donnent encore

279

sin{  sing, sinJ
10 —— T e T2 e
(10) 7 2 K’

K2 =2+ k? + 2 kk, cosd = (k + k)2 — b ik, sin’%J,

d’ou il résulte que la somme des vitesses aérolaires k& + k, varie
fort peu, si les orbites sont peu inclinées I'une sur I'autre.

On voit que s ne dépend que des trois angles v, v,, J. Le nceud
a été éliminé; et si nous remplacons cosJ par sa valeur tirée des
intégrales des aires, les inclinaisons disparaissent a leur tour et il
ne reste dans H que les huit variables r, ry, 7/, r/, v, uy, £, k4.

En différentiant I'expression de la constante K par rapport a %,
on trouve d’aillenrs

. . .0J
cosi— Asini — = o,

ok
et 1l s’ensuit qu'en remplacant cosJ par sa valeur on aura

,_ dU.,

=
Or on avait ' = 575 b puisque v' = «' — o', il vient
{9

,_ ol
'ﬂ)

les vitesses k, k, étant contenues ala fois dans T + T, et dans U.
Les équations du mouvement prennent donc la forme suivante :

.

‘dr _ oH d(pr'y  oH
\@&=sry ~or =" @

(n) 1 ds oM dk oM !
¥y i

Leur ensemble forme un systéme de huit équations simultanées
du premier ordre, qui peut s’intégrer séparément, et auquel s’a-
joute la quadrature

dy oJH
(12) =

dt — oK’

Les inclinaisons Z, Z, se déterminent finalement par k, k,. Ona
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d’ailleurs l'intégrale des forces vives H = const. Mais, le systéme
ci-dessus ne pouvant jamais étre intégré que par approximation,
il importe d’introduire d’autres variables qui puissent jouer le réle
de constantes arbitraires, d’éléments des orbites troublées, ce qui
veut dire que leurs variations ne doivent dépendre que de lafonction
perturbatrice. A cet égard, il est a remarquer que &, %, o jouissent
déja de cette propriété, car on a évidemment

dy o ds 902 dk 02 0@

dtT T 0K At T 9k’ de T 05 ds
Il en est de méme de la variable 4, déja définie plus haut, que
I'on peut introduire & la place de 7/, en vertu des relations

2
h::%p.(l“—i—f ﬂ),

"
dh dur,+09
dt —or' "~

, koo . .
ou f'= —- Sinous exprimons les coordonnées polaires , « en fonc-

tion de ¢ + t et de diverses constantes arbitraires, de telle fagon
que leurs dérivées totales se confondent avec leurs dérivées par-
tielles prises par rapport a ¢ ou a 7, nous aurons

dh 09
(13) =2
de (]

6. On yarrive par 'emploi d’une ellipse osculatrice qui satisfait
aux équations du mouvement dans ’hypothése de Q= o. L’élé-
mm

°> » et k le pa-
- a
ramétre (A = \/Mp); les mémes ¢léments déterminent encore 1'ex-
centricité e et le moyen mouvement n, car on a

ment A représente alors le grand axe <IL =

P 2

—-=1—e — =n
a Toa
Les nouvelles constantes arbitraires qui achévent de définir Iel-
lipse keplérienne sont 'époque = et la longitude du périhélie w,
comptée a partir de I'axe des §, que I'on peut aussi remplacer par
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la distance du périhélie au neeud =; on a dans ce cas m== +o.
En désignant par v 'anomalie vraie, par ¢ 'anomalie excentrique,
on a les relations

p r
— —1-ecosy, - = 1—ecos,

7
1 1+e 1 .
tang — ¢ = !_etang; e, et—esine=n(t+r),

U=—=¢+w, V—=—¢-+T.

Les vitesses elliptiques devant coincider avec les vitesses orbi-
taires, les dérivées r’, u’ sont égales aux dérivées partielles des
variables r, u prises par rapport a t; par conséquent,

,_or
— ()1 b
dv
W=+ =—-
o<
En partant de ces relations, on trouve
0Q e
= 2= r—_ 2
n A or’
l:
(1h b 0% e
SRl T T ok

En prenant la dérivée partielle de Q par rapport a &, on suppose
ici que k existe dans les expressions des coordonnées r, ¢ aussi
bien que dans cosJ. On a vu plus haut qu’en prenant k seulement
dans cosJ on avait

¢ = -d—%
Ik’
on a de méme
o = — (_)_9
- ok

en prenant &k seulement dans les coordonnées r, v; cela résulte de
la relation @ = « + ¢’. Enfin

02
e .
¥= oK
On voit aussi qu’on aura
. R ¢ . a2
(15) (k+k,)’:zsxn2;Jsxn(u+ul)‘_’;.

Bull. des Sciences mathém., 2° Serie, t. V. (Juillet 1881.) 19
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Sous cette forme, les équations sont préparées pour la variation
des constantes. Nous allons les modifier de maniére 3 éviter 1'em-
ploi des éléments elliptiques variables, le point de départ étant
dés lors une ellipse invariable, comme dans 'une des méthodés du
Livre Il de la Mécanique céleste. On verra comment M. Weiler a
tenté de résoudre le probléme ainsi modifié. Mais auparavant il ne
sera pas sans intérét de rappeler briévement certains détails des
méthodes de Hansen, a cause des rapprochements qui s’offriront
d’eux-mémes.

7. On sait que, pour le calcul des perturbations spéciales des
petites planétes, Hansen a renoncé a l'ellipse osculatrice. Dans
sa méthode, on emploie une ellipse keplérienne ou I'époque = est
seule variable ('), tandis que a, p, e, n, wsont des constantes
absolues, déterminées une fois pour toutes de maniére & repré-
senter des éléments osculateurs & l'origine du temps. Au rayon
vecteur fictif 7, pris dans cette ellipse, on compare le rayon vec-
teur actuel r, en posant r=r.(1+p) et en les faisant coincider
en direction, de sorte que ¥ = ¢ + w. On a donc

(16) S=rtd=rte'=(1+p)r2v,
et
(7) rev'=/fo(1++'),

ou fo =/Mp est la valeur de f & V'origine du temps. Par défini~
tion, on a aussi, a 'origine du temps, p=o0, p' = 0,7 =1, 7 =o,
les dérivées des variables p, © devant, pour ¢ =o, se confondre
avec les dérivées nulles des quantités analogues prises sur une
ellipse osculatrice. Pour déterminer f, on a la quadrature

(18) : f—fo= %gdt

¢

(nous écrivons ici Q sous sa forme ordinaire). Puis
L I ? f—-/;) 2
d=(—) (=2 —20—p%)
I+p Jo

(') Hansen met a la place de ¢ une fonction du temps 5 = ¢ + §z; mais cela re-
vient & faire varier 'époque.
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et, en supprimant les termes du second ordre, :

(19) "‘—To:f<f—;oﬁ-——2p>dt,

les intégrales étant toujours prises de maniére qu’elles s’annulent
pour ¢ =o. La valeur de p se trouve par une double quadrature.
En différentiant I'équation

I+p 1+4e€ecosy
-_ >

r P
on a d’abord
rPI__ (I+P)r’:—}—fsinvf,
puis
re'— (0 )" =— Ssinf — Ecoso L.
P p

Les dérivées ' et f’ étant remplacées par leurs valeurs tirées des
équations du mouvement, il vient

(20) o IR SRR

—=—1

_I\E__ 1 0Q esing 0Q M(f2 >
S

On a d’ailleurs p = o, ¢’ = o, pour¢ = o. Le facteur —_:—-1> peut
0

étre remplacé par 2 f—r,

Jo

8. Les valeurs de p et de v une fois obtenues par des quadra-
tures, on connait les coordonnées polaires r, u, c’est-a-dire la
position de la planéte par rapport aux axes mobiles qui tournent
avec l'orbite. Il reste a tenir compte du déplacement de ces axes.
Par une ingénieuse transformation, Hansen a ramené cette partie
du calcul & la recherche de la différence

A3z = 5 — 3,

ol z, signifie la valeur de z qu’on obtient en remplagant les varia-
bles ¢, & par 7,, oy. Cela revient & faire tourner les axes mo-
biles (§, 0, {) d’un angle ¢ — &, autour de la normale a I'orbite,
et d'un angle i — ¢, autour de la ligne des nceuds. Les axes (§,71)
sont ainsi amenés dans les positions (&g, 7,), et r dansla position r,,
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sans rien changer aux valeurs des variables &, v, r, u, déja déter-
minées. On a évidemment

s=rcos(sr) = Ecos(s, &) +vcos(z,n),

So==rcos(s,r,)=§cos(5,5) + 7 cos(5,m,);

la variable z, est donc simplement une fonction linéaire donnée
de &, . En posant Az = rs, nous avons

$ = c0s(5,r)—cos (3, ry)

= sin¢sin(u — ¢) — sini, sin(u — 6,).

Cette expression représente ce qu’on pourrait appeler la pertur-
bation de la latitude b, puisque cos(z,7)=sinb. Comme elle
n'est pas affectée par la rotation instantanée de l'orbite, on peut
la différentier en traitant 7, ¢ comme des constantes, et il vient

rt . .
i s'=sinicos(u — o) —siniycos( it — 6,);

le second membre représente la perturbation de la latitude du
rayon vecteur perpendiculaire a r; je le désignerai par s,.

En nous rappelant que les équations du mouvement ont la
méme fgrme en z et en &, 7, nous pouvons écrire (')

(As)" + M As = g2 _ 0w :cosid—Q +s:29+s d—g,
3 5 05 d% 13 19y
ou s, s, sont les perturbations de la latitude des deux axes.

Si 'on fait tour a tour coincider I'axe des § avec le rayon vec-
teur r et avec un rayon vecteur v paralléle a la projection de la
force perturbatrice sur 'orbite, on voit facilement que la somme
des deux derniers termes peut étre représentée par

a2 a2 b

S Sy = Sy
or " Prou T Tty

Ces termes sont du second ordre et peuvent généralement étre

(') Je me suis efforcé de simplifier la démonstration de ces équations. On peut
consulter, sur la méthode de Hansen, une thése de M. Périgaud (1877). Une dé-
monstration géométrique des formules (23) a é1¢ donnée par M. L. Hopfl, en 1862
(Astronom. Nachrichten, n° 1353).
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négligés. On trouve donc 75 par la double «uadrature

, M . 00
(21) (rs)" + 7 (rs) = cosi i

La latitude b s’obtient ensuite par la formule
(22) sindb = sing; sin (u — sy) + .

Faisons maintenant tourner le systéme (&, 7o) autour de l'axe
des z d’'unangle $ — 3, —T'; le nceud deviendra $,+T, et I'angle
T pourra étre choisi de maniére que les dilférences Az = z — z,,
Ay =y —¥o, des coordonnées relatives & la nouvelle ligne des
nceuds soient proportionnelles & Az, ou que les rapports des A
soient indépendants de u. Cette condition est remplie quand ret ro
coincident pour intersection des plans (&, 7 ) et (o, 10). En effet,
cette intersection fait alors des angles égaux avec les axes £ et &,
et avec deux rayons conjugués quelconques r, ry, d'otr il suit que
les lignes qui joignent les extrémités des couples r, r, sont Loutes
paralléles, et que leurs projections Ax, Ay, Az ont les mémes rap-
ports, quel que soit «. Les équations qui fournissent la longitude /
peuvent dés lors étre mises sous cette forme :

[ . - .. . 57
cosbsin(l— Ty —T) =cosiysin(u —gy) — slangi, — — ==,
% COS ¢,
(23)¢
sp

cosbcos(l— Ty —T) =rcos(u—a,) + 7’,

p=sinisin(¢—,), g =sinicos(s—q,) — sini,,
% = 1+ COS{COS Iy — sinisini, cos (s — a,)

%8I0 (T — Ty —T) = (cosi =4 cosiy) sin(s —- g,).

On prend d’habitude oy = %,. Les quantités T, sp, sq sont du
second ordre et le plus souvent négligeables; mais on peut les dé-
terminer aisément en fonction de s et s,.

9. Au lieu de faire varier 'époque 7, comme le veul cetle mé-
thode, il y aurait peut-étre avantage a faire varier le périhélie w.
Le point de départ serait alors une ellipse keplérienne comple-
tement déterminée, qui changerait seulement de position; r, et ¢



286 PREMIERE PARTIE.

seraient des fonctions données du temps. On aurait, dans ce cas,
(24) riv'=/f,, ro'=/fy (1 +p)?
25) U=v+uv, f=f0+p)2+rv.

Aprés avoir déterminé f — f, comme dans le cas précédent, on
trouverait w par la quadrature

(36) m—m= [ [f—fim (e +¢) A1 5

L’équation différentielle en p peut s’établir comme il suit.

. r
La relation 1+ p= - donne d’abord
e
(rig'Y = ror— e,

puis, en remplacant 7, » par leurs valeurs,

iy + Lo =r. (G +LL) Mrr— (75— 5)-

,.ze dl' ,-J ’-3

Mais cette équation se préte mal aux quadratures, et il y a lieu
de la transformer.
Pour y arriver, remarquons que les deux coordonnées fictives

Ze=T,COSP, Y,=T,sing

sont des fonctions données du temps qui satisfont aux équations
différentielles

Mz, " M‘Vc_

xz+ ,,3 :O) ye+
e

Soit maintenant ¢ une fonction des coordonnées véritables, et
posons O
s ¢ —ax, + {3}’,,

¢ =a2x.+ By.,

o =dw.+ By,

(27)

nous aurons

M
¢+ —f =dawl -+ By,

€ L]
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et par suite \

st =l )

(28) '\ - fo.[:}':xe<<?”+ —§>’ )

puisque ZeY. — YeZ, = fo.

Si nous prenons ¢ = r — re, NOUS aurons, d’une part,

r=re+ax.+Bye,
et de ’'autre . .

—fod =y <dr f,f°> + My, (r—p)(
' Jo. 3’--we<d?+f2" i>+Mxe('-—11)(

rl

(29)

,,l- wl~
y ‘x“l.-
~——"

‘u[ -
N—"
-

ou bien, en négligeant des termes trés petits,

s —fom’:rcsinv< -+ fo f">+ 3—“flp(p——ecosv)sinv,

(30) —/

( fopr:rccosv<gg+2fo >+3Mc°(p——ecosv)cosv

Ces deux quadratures fournissent «, 3. Les intégrales doivent
s’annuler pour ¢ = o, puisque p = 0, ' = o, al'origine du temps.

Pour appliquer sa méthode au calcul des perturbations absolues,
Hansen introduit les éléments de D'ellipse osculatrice a c6té des
éléments constants qui sont employés ici. Mais nous n’avons pas,
pour le moment, & nous occuper de cette application, qui nous
écarterait trop de notre sujet.

10. On pourrait encore modifier I'énoncé de la méthode en
écrivant p, 4 la place de p et posant p, (1 +p) = p, de sorte que
I'équation de I'ellipse deviendrait

};;:I—I—GCOSV.

A la place de la variable r, on introduirait ainsi le paramétre
variable d'une ellipse keplérienne, dans laquelle les éléments e,
n, = seraient des constantes numériques données; la relation
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n?a® =M n’aurait plus lieu, puisque @ serait variable en vertu de
la relation p = a (1 — e?). Mais cette conception, quiest le point
de départ des récents travaux de M. Weiler, me parait moins claire
que celle d’une ellipse auxiliaire invariable. L’emploi du paramétre
variable ne sert qu'a compliquer sans nécessité les démonstrations.
Notre équation r2¢’= f, (1 + p)* devient, chez M. Weiler,

2 2
o = ‘—é)'- (I—)) _ l<£> ’
Po \T, r

ou [ est une constante absolue. Mais, sous prétexte d’abréger 1'é-
criture, il modifie ensuite 'unité de temps, I'unité de longueur, etc.,
de sorte que les distances et les vitesses n’ont plus chez lui la si-
gnification qu’on y attache d’ordinaire, ce qui rend la lecture de
ses Mémoires difficile (). Je me bornerai donc a donner une idée
de ses recherches, en suivant une marche différente qui me parait
plus simple.

Il s’agit de déterminer les perturbations mutuelles de trois corps
célestes, en partant des équations transformées par la substitution
orthogonale de Jacobi. Nous nous servirons pour cela d'une el-
lipse auxiliaire invariable, qui change seulement de position
(¢ = ¢'+ @'). Mais il faut maintenant aborder le probléme dans
toute sa généralité, tandis que, dans la méthode exposée au n° 10,
on n’a en vue qu’une premiére approximation numérique.

11. Cherchons d’abord & établir les relations qui nous fourni-
ront r en fonction de r.. Nous y arriverons en posant, comme au
n® 9,

&= AL+ B}’e,

mais en prenant celte fois 2¢ = r2 —r}.

Les nouvelles variables o, {3 seront alors déterminées par les
équations différentielles

. Mo
o= (s 2).
\ ’C
/ M
e (s 3).
,C’ /

(') Grundsiige einer neuen Stérungstheorie. Leipzig, 1872. — Astronom. Nach-
richten, n* 2291-2292, 2311-2317; 188o.
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ou il reste & remplacer ¢ par sa valeur. Si I'on admet que V'ellipse
auxiliaire était une ellipse osculatrice & l'origine du temps, on
aura, pour ¢== 0, ¢ =0, ¢'= o, puisque 7 coincide alors avec r, ,
et il s’ensuit qu'il faudra prendre o, = 0, B, = o pour ¢{=o0.
Cette condition détermine les constantes qui entrent dans les in-
tégrales par lesquelles se trouvent a, §3.

En vertu de (4), nous avons

mm, 0Q
el

[TV
2(1)__2lt—l— - or

Q
w(re ) = G et e

¢

en désignant par w le terme du second ordre

r:mmo 2r.+r (,___,,e)z:l‘;_l\,/['_ (392+P’)'

2 rr}

Par conséquent,

g wh.a'=—y, ['—‘(%-2 +2(h—hy) +r],
(31)

\

' wfo.B'= $[’0dru +2(Iz——lzo)+r:|.

Ces deux équations sont, au fond, identiques avec celles qui,
chez M. Weiler, déterminent le paramétre variable, et qui servent
de base a sa théorie des perturbations. Mais M. Weiler ne fait
pas @, =0, 3, =0, ce qui suppose que l'ellipse auxiliaire n’est
pas osculatrice pour ¢ =o.

Les seconds membres des équations ci-dessus dépendent de 1'é-
lément (A — h,), et I'on se rappelle que

- 2 2M
—_ W12 R
2Iz_p.<r +3 - )

0Q Q
h=r — + 1 d— .

or  r:y
L’intégrale des forces vives donne encore

h—hy+ hy— hjy=9Q —Q,,
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ot Q, est une constante comme %, et 1,4 ; on a enfin I'identité

rdQ r J0 +Q=o0
dr+ tor, -7

. . . a9 .
et ces deux relations permettent d'introduire 4, et 58 laplace de
1

02
h et de >

Dans son Mémoire de 1872, M. Weiler propose de déterminer
d’abord I'élément ¢ = 2 (h — h,), aprés quoi on procéderait a la
détermination des éléments a, B (chez lui &, &), d’ou se déduirait
le paramétre p a I'aide de la relation

5—1’70 (p*—pd) :{—" (xcosy + Bsing).

Connaissant p, on tirerait la valeur de f de 1'équation qui dé-

finit %, et I'on trouverait I'élément = par I'équation
. — Ip?
m’:rc’—{-cosz%’:pr,

9 et i étant déterminés par les équations connues.

Mais, dans sa derniére publication, M. Weiler abandonne ce
mode d’intégration pour s’engager dans une voie toute différente,
qu'il nous reste a indiquer.

12. M. Weiler commence par déterminer I'élément

S=pf+wm/i
a l'aide de I'équation

. . Q
(13) S’:zsm’%\l.sm (v +vy) %,
qui a été établie au n° 6, et dont le second membre est trés
petit, si I'inclinaison J est petite. Connaissant S, on peut se servir
de l'intégrale des forces vives pour exprimer f et f; en fonction
d’autres variables, susceptibles d’étre déterminées directement
comme S. Pour y arriver, il y a lieu d'introduire d’abord, a la
place de & — /i, le nouvel élément

2___ £2

(32) g:z(h—-—ho)—p.f———‘&,

r?
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qui ne contient plus f. En effet, nous avons (en faisant /3 = Mp,)

1 __:z__ra_‘:‘_l‘! E_N_I_ _I____I_>
Tl S AV

En tenant compte des relations

’
29=r*—rt, rr'=r.r,+9', for.r, :Mey,,.

Sor=y.9—Ye9',

on trouve .

I 2 12 M 2
(33) - gri=—2aMea+ ¢ + — (r—re)*

* Te

Posant toujours
r=r.(1+p),

on a encore
U ora M s.2, Mpo . 22 M_?_re_‘_*'_f‘(,.__,.):
—gri=—2aMea—+r;p +7_-27_;(r—re)— s e )}
P e e

On voit que, en négligeant les termes du second ordre, on au-
rait simplement

a
(34) g:——-2p.Me;5'

Ces relations nous permettront de démontrer que la dérivée de

la fonction
Mea M, e
(35) Y= ® ,1:10."‘ P~1£ 161 1Jo
refio—"ric/o !

peut s’intégrer directement, tandis que celle de la variable a n’a
pas cette propriété.

En indiquant toujours par le signe = la somme de deux termes
symétriques, correspondant aux deux orbites, nous avons d’abord

- 2grifiy=—2ZpMeafo+ v,
ou vy représente I’ensemble des termes du second ordre. Ensuite
28 fre=22(h— ho)r* f1o— 2 5 f10(S — Sp) —1,

ou le terme

A= fio(f —/So)*+ o (fi— f10)?
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est encore du second ordre. On tire de la

aZpMeaf,, = —Z2(h— k) r fio+ 2fo 10 (S—Sg) + X+ 1,

ou bien
aSuMeafy=—So(h— Q) rifio+ 21010 (S —8) +e,

en désighant par ¢ la somme ) + v augmentée d’un terme qui dé-
pend de (A —Ny) (r* — r}).

La dérivée de I'expression ci-dessus, qui représente le numéra-
teur de ¢, peut étre formée a I'aide de 1'équation par laquelle se
détermine o’. En nous rappelant que Mey, = fyr.r,, nous trou-
vons

—a2ZuMed' fi, = E[z(h — hy) + 1 (—())L’) +l'J (r:fi0)'-

Pour abréger, je poserai

rifuw=a, rifi=2>0, *
d’ou
. SuMeafy,
Y= “a—0 °

on trouvera ¢/ en formant
(@a—bYEuMeaf,,— (a' — V') ZuMed fiq.
Or, on a, d'une maniére générale,
(a—b) (Ad' + Bb') — (a'— ') (Aa + Bb) = (A + B) (ab' — ba').
En faisant ic1
A=2a(h— hy), B=2(hy— hy),

remarquant que A B
+B=2(2— L),

et laissant de c6té les termes du second ordre, I'application de
cette formule donne

—2(a— b)Y =12(Q— Q) (ab' — ba')

+ (a—b) Zr%% a' (@' —b") 2/, fi0 (S —S).
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En tenant compte de I'identité

oQ —r oQ +0—o0
' — _— =0,
or Lor,
on aurait encore
-« .dﬂ ' ' s ,0‘2 ! ’
(a—b)drbTa =(a'— b)) wa—ﬂ(ab — ba');
par conséquent,
al) — ba’ a

— 24’,”(9’—290) —oy +( _b)z[v a+2fof10(s Se)1.

On voit que ' ne dépend que de la fonction perturbatrice Q et
de S, en dehors des quantités données a, b et des termes du
second ordre que nous avons supprimés ici. L’élément ¢ s’obtient
donc, comme S, par une quadrature. Connaissant S et ¢, on
pourra aussi intégrer les équations en o/, (. En effet, nous avons

—aZpMeafip=S2(h—hy)a—2f,f10(S—S,) —e.

Or,

Sa(h—hy)a=2(h— hy)(a—b)+2(Q— Q) b;
par suite,
(36) —y=h—hy+ b(Q-—2)—fof10(S —S)

a—0b

ensupprimant le terme du second ordre ¢. On peut donc exprimer
(h — ho)en fonction des variables S, §, déja connues, et les équa-
tions différentielles en o, 8’ deviennent ainsi des quadratures.

13. 1l nous reste a exprimer par les mémes variables I'in-
connue /. Nous avons

2 2 1
(32) R R NS

d’oil, en ne conservant que les termes du premier ordre,

xLMe b(2—2) — /o1 (S—S8o)

a—b

@) BR(—fy =Ry

On a ainsi f en fonction de S. '}, 2 et de quantités données.
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En confondant ici r avecr,, et nous rappelant que r}¢' = f,, cette
relation peut s’écrire

, M M
w(f—fo) (¢ —¢)) = * '2"“_,_ B¥é

- a +Q—Qy— ¢ (8§—5;)»
et sous cette forme on voit qu’elle peut se déduire directement
de la suivante :

2&»(f——fo)v’=>:<h— ho— o).

Pour trouver les termes du second ordre qui ont été négligés,
il suffit de remarquer que I'équation f* — f7 — 2C donne

'
.

‘ Coc a5
I=h=n a8 T
La marche que j’ai suivie ici est beaucoup plus directe que celle
par laquelle M. Weiler arrive aux mémes résultats en partant de
I'équation
*—fe

Ep.‘——l—_,~ Z(Q——Qo)—-é"-——g'l,

|

dans laquelle il remplace @, f; par S — pf.

Lorsqu’on a déterminé f — f, a I'aide de 1'équation (37), la re-
lation S= pf+ wu,f, fournit la valeur de f;, les inclinaisons
i, i, J se déduisent des intégrales des aires, le nceud & s’obtient
par une quadrature, et le périhélie par la relation suivante :

4+ cosiF = :/jz — L;’
rtor?

14. Cette esquisse rapide suffira pour donner une idée des prin-
cipes sur lesquels repose la méthode de M. Weiler. Je ne crois pas
nécessaire d’entrer ici dans de plus amples détails sur I'intégration
des équations destinées a fournir successivement les valeurs des
éléments troublés. Il est d’ailleurs a présumer que la méthode en
question, telle qu’elle a été ébauchée par M. Weiler, n’a pas
encore recu sa forme définitive, et qu’il sera possible de la sim-
plifier sous plus d’un rapport. M. Weiler affirme qu’elle procure
de grands avantages au point de vue des inégalités séculaires; mais
les indications qu’il a données a ce sujet sont encore trop vagues
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pour qu’on puisse se rendre un compte exact de la réalité de ces
avantages.



