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448 PREMIERE PARTIE.

MELANGES.

SUR LE MOUVEMENT DU PENDULE GONIQUE;
Par M. F. TISSERAND.

M. Resal a montré dans son Traité de Mécanique que la courbe
décrite par la projection de I'extrémité du pendule sur I'horizon,
dans le cas des petites oscillations, est une ellipse dont le grand
axe tourne d’'un mouvement uniforme autour de son centre. Les
calculs suivants ont pour but de fixer le degré d’approximation de
cette solution.

Soient / la longucur du pendule, g la gravité, § 'angle du pen-
dule avec la verticale, 8, le maximum, 0, le minimum de §, ¢ I'an-
gle que fait le plan vertical du pendule avec la position initiale de
ce plan; en admettant que, pour £ =0, § =8, et ¢ =0, on a les
formules suivantes :

k= ':'Z Iy
(1) kyadt=— 5in0y/cos0y + cos0,db L,

V/(cosb—cosb,) (cos 8,—c050 ) (1050 CO8Bp—+C050 03 0, + €030 080, )

sin0, sin0, 0

(2) do=— — .
sin0y/(cos0—cos0,) (cosb,—cos0) (1 -+-c0os0cos0y+cosh cosd,+cos,cosh,)

Nous allons développer ces formules en séries; posons
sin0 —uw, sin0,=—uw,, sin0; = u,;
3) 10 = ul cos?¥ + u?l sin%y.

Pour t = o, on aura 4 = o; on tire de la

do . V/(cos0 4 c0s0,)(cos0 + cosd
V/(cos0 — cos0,)(cos0, — cos0) w\/1— ut '

D ay,

et les formules (1) ct (2) deviennent

_ d c0s0 4 cos0,)(cos0 4+ cos0,)(cos0, 4+ cos®
(4) k\/th— ¢ \/( D _‘:{)( 1)( 0 1)’

5y d wgu dy V/(cos0 + cosf,) (cos0 - cosf,)
(2 R
" w1 — u? \[1+ cosb cosB, + cosB cosd; + cosh, cosb;
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On a les développements suivants :
1 1 :
cost —1— —? — St —. .., '
! 1
cosl,—1— ;uf, —-gug —..,
1 1
cosy —1— —wud —cut —. ..
! 2 ' 8! ’
on en conclut
1
5 (1+ cosB cosO, + cos0 cosb; + cosb, cos,)
4
W ud 4w w4 uh 4wt el e} + ulal
— _ “+...
4 6 5 ’
4 ' 1 16
1
3 (cos® —+ cos0;)(cos0 + cosh,)(cos0, + cosH,)
— W ug+uy ot ui g 3 W ug + W ut + ujul
2 16 16
. . /
La formule (3) donnera ensuite

2 2 2 2 s 3 s
<k£\/l——u*> R ot Rlle ut—ug+uy

4 16

2 2 2 4 + 13
PR e PO e sl s i WS ol ol il
day 8 128
wrul 4+ wtul 4+ ulul
- 64 “+...;
g dt wp + u} 5 why+ur  ulul
(6) ‘ dy 8 128 64
+ 3 5113—{—1:%" . 33 W
8 64 ) 128 e
on trouve de méme ,,
7) 1 ody 3 It§+zt‘;'+1+35u,+
7 wou, dy 8 32 w128

11 est aisé de démontrer que, si loin qu’on pousse les approxi-
. . 1
mations, le coefficient de el dans le second membre de la for-

mule (), sera toujours égal a 1.
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Il faut maintenant trouver ¢ et ¢ en fonction de ¢, en partant des

formules (6) et (7); en se reportant a la définition (3) de «, on
trouvera

¥ od ¥ d
1 u
f —'Lt—_:f 5o v T arctang(—-’tangq;),
o u o Ui costy+uisin®y T uyuy g

¥ 2 2
u? + ul ul —u?
f wdy — Ly 2 Lsinay,

s ;
¢ 4 5
f wdq’:?}(uﬂ us)a{—zu ul ty 4 — u} sinay
o 4
2 ,2\2
(ul 32u,) sin 4.

Il en résultera

‘ kt:q»[x+ ud + u} + 25 (uf + ul) —26ul u} . ]

16 1024
3 w? 4+ u? .
2y (2 x Uy Uy
’) ¢ + (15 U.)(.2+2D 50 —i—...)smzq;
35 .
+ (u? — ud)? (/096 ) sinfy+...;

1w, 3 ul+ ul
o —arctang( —tang¢ ) + wou | 5 + 27 "L +... )
; 8y, 8 8 17

35 .
+ wguy (1l — u?) <-5—1_2 +> sin2¢—+....

Nous poserons

u
( ;= arc tang<——' tangqa),
(9) ty ,
e =+, ’
d’eu
u .
(10) tangg; = — tangy, }
1,
o = wuyu 3+2 “ +u‘+ ¢
P ot 2] o e

(11) ¢ .
. R a3 I
+ vyt (g — ui) 55 T ) o2y

En résolvant I'équation (8) par rapport a ¢, et déterminant A’
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par 'équation

u2—+.—u2 25 (u} ) — 26wl u?
(12) k:k'[1+ 016 L+ ("+u‘), D8 L],
1024
on trouvera
3 ul 4+ u?
=kt — (e} —ud)|— 11—t ... )si
¢ (uy ) 3 T 5 sin2¢

39 .
—(ug—ud) (57— +...)sinf¢—....
(ug 1) 4096 4y
On en tire aisément, au méme degré d’approximation,

2 2
u; + u .
Ut | ...>sm2k’t

256

+...)sin’4k’t+.

Y=kt —(ul—u?) <f—2 “+ 11
(13)

1
4096

o —

+ (g — u)? <

En portant cette valeur de ¢ dans I'expression (11) de ¢/, et po-
sant

2 2
(1) Ir”:l."(l—*—gi"—;—t# +...>,

il viendra, aprés des calculs faciles a effectuer,

(15) o = —g— gt K"t + wouy (ul — u}) (;% +.. > sin2k’t+....

L’équation (13) donnera ¢ ; (3) fera connaitre «* ou sin*8; ¢ sera
déterminé par les formules (g), (10), (15).

Concevons un axe polaire O/, faisant avec I'ancien O I'angle ¢’
déterminé par I'équation (15); 'angle polaire de la projection du
pendule, relativement a Oz/, sera ¢,; le rayon vecteur du méme
point, compté a partir du point O, sera

(16) p = lu;
on a, du reste, en vertu de I’équation (3),

L] 2
! — w?
tang?d — I —
WY — e u?
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et (10) donne
N 2 2 2
usy g, — U
tang’:y, =i .
2 2 2
wy ot — ui
En posant de méme
po = luy, pr=lu,,

on trouvera

2 2 2
tang?e, = P—; ____P;) PQ;
Po P"— Py
d’ou
1 I , 1.
(17) — = — cos?o; + -, sin?o;:
P Po Pi

c’est I'équation polaire d’une ellipse, ayant pour centre le point O,
Oz’ pour grand axe; les longueurs des axes de cette ellipse sont
2p0 €t 20,

I.’équation (15) fait connaitre le mouvement angulaire de la di-
rection du grand axe; (10) et (13) donnent le mouvement sur
Vellipse.

L’angle ¢ est I'anomalie excentrique, ainsi que le montre I’équa-
tion (10).

Nous allons donner le résumé des formules, en ajoutant un
terme du sixiéme ordre dans I’expression de A’, et un du quatriéme
dans celle de &”; nous ne donnons pas le détail du calcul de ces
nouveaux termes.

/ o
k= \/’—}-; sin@y= wy; sin0, = u,

A
k= : S = — —
(1) « l_‘_uﬁ—i—u{+25(u;+u;)—26(4;,(1;+22.)(u$+u*;)——313ltzltf(llg+1¢f)+
' 16 1024 16384 "
’ w4 u? 150(ul 4 ut) 4+ 58w u? )
M=k 0 1 0 1 0 (4 ]
[ T 102} + !
, . o (3 u; + i .,
‘q;:kt—(u‘p—ul) g; T e e sin2 k’¢
(I«
I .
( +(u3_u%)2<’;—0_975 ...>sm.’;/\"t~—...;

u
(I1I) tange, = l—’—’ tangd,
0
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(1V) sin?l == w2 cosy + wlsin?y; '

3 17 .
(V) o¢'= §llolllﬁ”t+ wou (Ul = u?) <5;; -+ > sinok't+....

On aura, dans une premiére approximation, )

e =4~
3 3
o' = sugu k"t -
8

tyu, est un terme du second ordre, mais, a cause du multiplica-
teur ¢, ce terme prend bien vile une valeur considérable.

On voit que le grand axe de l'ellipse tourne d’un mouvement
uniforme dans le sens méme du mouvement du pendule, et que,
sur cette ellipse, le mouvement de la projection est défini "par
cette condition, que l'anomalie excentrique croit proportionnel-
lement au temps; A" différe peu de I'unité; donc le grand axe de

. . .3 . .
Pellipse tourne avec la vitesse angulaire 5 vy 2, : c’est 1a la solution
C

S
de M. Resal.

Deuxiéme approximation :

3 .
b=At— 7“—)(113—~ ui)sinak't,

3
o= g5 ot A"¢.

Le grand axe de lellipsc tourne encore d'un mouvement uni-
forme, mais la loi du mouvement sur Iellipse est plus compli-
qucée.

La troisiéme approximation est donnée par les formules (II) et
(V); le mouvement de rotation du grand axe n’est plus propor-
tionnel au temps ; il v a un petit terme périodique.

FFaisons une applicalion numdricque, en supposant

0y == 30", 0, =13°
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Nous trouverons
Y=kt —1°7'33"sin2k't + 2"sinjk'¢,
o = g W kK"t + 2' 42" sina2 k' ¢t. )

~ e

En supposant /= o™, 5, je trouve que le petit terme périodique
de ¢/, savoir 2’ 42" sin 2 k' ¢ ne serait accusé sur la circonférence qui
passe par les extrémités du grand axe de l'ellipse mobile que par
un petit déplacement égal au plus 4 un cinquiéme de millimétre,
et cependant 9, et 6, ont des valeurs relativement considérables.

On peut donc conclure de 13 que, dans les conditions ou l'on
fait généralement les expériences sur le pendule conique, on peut
admettre sans erreur appréciable que la projection de I'extrémité
du pendule reste toujours sur une ellipse de forme invariable, qui
tourne autour de son centre d'un mouvement uniforme.

Mais, si 'on voulait calculer le lieu du mobile sur Iellipse, il
faudrait, dans la valeur de ¢, avoir égard au terme périodique

3 . . . o
-5 (1 — u?}) sinak’¢, introduit par la seconde approximation.



