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PKIUIIKKE PAKTIK.

MELANGES.

ÉTUDE SUR LE TRIANGLE HARMONIQUE;

PAU M. CHARLES HENRY.

HISTORIQUE.

1. Le 9.7 décembre 1694, Leibniz écrivait au marquis de l'Hos-
pital : « J'avais pris plaisir... de chercher les sommes des séries
des nombres, et je m'étais servi pour cela des différences sur un
théorème assez connu, qu'une série décroissant à l'infini, son pre-
mier ternie est égal à la somme de toutes ses différences. Cela
m'avait donné ce que j'appelais le triangle harmonique, opposé au
triangle arithmétique de M. Pascal. Car M. Pascal avait montré
comment on peut donner les sommes des nombres figurés qui pro-
viennent en cherchant les sommes et les sommes des sommes des
termes de la progression arithmétique naturelle, et moi je trouvai
que les fractions des nombres figurés sont les différences et les dif-
férences des difïérences des termes de la progression harmonique
naturelle, c'est-à-dire des fractions

1 1 1 1
— * - 9 iz' 7>
1 2 3 4

et qu'ainsi on peut donner les sommes des séries des fractions
figurées comme

1 1 1 1

1 3 b 10

1 1 « ! 1

1 4 ! ° xo ' "

Reconnaissant donc cette grande utilité des difïérences et voyant
que par le calcul de M. Descartes l'ordonnée de la courbe peut être
exprimée, je vis que trouver les quadratures ou les sommes des or-
données n'est autre chose que trouver une ordonnée de la quadra-
trice dont la différence est proportionnelle à l'ordonnée donnée.
Je reconnus aussi bientôt que trouver les tangentes n'est autre chose



MÉLANGES. 97

que diflërentier, et trouver les quadratures n'est autre chose que
sommer, puorvu qu'on suppose les différences incomparablement
petites. Je vis aussi que, nécessairement, les grandeurs différen-
tielles se trouvent hors de la fraction et hors du vinculum, et
qu'ainsi on peut donner les tangentes sans se mettre en peine des
irrationnelles et des fractions. Et voilà l'histoire de l'origine de ma
méthode (1). »

Dans un opuscule intitulé Historici et origo Calculi dijjercn-
tialis, publié seulement en 1846 par M. Gerhardt (2), nous trou-
vons quelques détails complémentaires. C'est dans le courant de
l'année 1672 que Leibniz eut l'idée du triangle harmonique, et
c'est Huygens qui lui proposa de trouver la somme d'une série dé-
croissante de fractions, les numérateurs étant des unités et les
dénominateurs des nombres triangulaires. Huygens avait pu cal-
culer cette somme à la suite d'entretiens avec Hudde sur les proba-
bilités. Leibniz la trouva égale à 2, ce qui concordait avec le résultat
de Huygens et avec la vérité. Il découvrit, par le même procédé,
les sommes des séries de fractions dont les dénominateurs sont des
nombres figurés quelconques, et dans la suite, ayant pris connais-
sance du triangle arithmétique de Pascal, il donna, par analogie,
à son procédé d'investigation le nom de triangle harmonique.
L'illustre géomètre revient avec quelques détails sur ce triangle
dans une Note intitulée Nova Algebrœ promotio, publiée égale-
ment par M. Gerhardt (3)*, au contraire, l'auteur y fait une simple
allusion dans une de ses lettres à Oldenbourg, imprimées dans le
Commercium epistolicum (4), et le mentionne rapidement dans
son opuscule De <vera proportione circuli (5). Cette conception,
qui joua un si grand rôle dans la création du Calcul différentiel,
est donc une révélation toute récente de l'érudition, essentielle-
ment digne à ce point de vue de l'attention des géomètres.

(*) Leibnizens Mathematische Schiften, Band II, p. 259.
(a) Historia et origo Calculi differentialis a Leibnitio conscripta; Han no verse,

i8\6. — Leibnizens Mathematische Schriften, Band I, p. /jo/j.
(8) Leibnizens Mathematische Schriften, Band III, p. 174.
( 4 ) Commercium epistolicum, nouvelle édition. Paris, i856, p. 91.
(•) Leibnitii Opera, éd. Dutens, t. III, p. 143.
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CONSTRUCTIONS DU TRIANGLE HARMONIQUE.

2. De même que le triangle arithmétique, le triangle harmonique
peut se construire de trois manières.

Première construction. — Ecrivons sur une ligne horizontale la

série harmonique de i à - par exemple ; retranchons la deuxième

fraction de la première, la troisième de la deuxième, la quatrième
de la troisième, etc., nous avons la deuxième ligne du triangle. Opé-
rons sur cette deuxième ligne comme nous avons opéré sur la pre-
mière, nous aurons la troisième ligne, et ainsi de suite} chaque
ligne contiendra une fraction de moins que la précédente jusqu'à
la neuvième ligne, qui n'en contiendra évidemment plus qu'une.
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Deuxième construction. — Au lieu d'écrire la série harmonique
sur une ligne horizontale, écrivons-la sur une ligne oblique; pro-
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cédons comme précédemment et écrivons les différences sur des

lignes parallèles à la p remiè re ; nous avons alor ; une deuxième con-

struction du triangle harmonique, qui offre sur la construction (a)
l'avantage de mieux faire ressortir les symétries numériques.

Construction [b\.

1

1 T

2 2

1 I I

3 6 3

T ï I I

4 12 12 4
I I T I I

5 2O 3o 2O 5

I I I I 1 I

6 3o 6o 6o 3o 6
I 1 ! 1 I I T

7 4 2 IQ5 ! 4° IO^ 4 2 7
I T f T I I I I

9 72 252 5o4 63o 5o4 282 72 g

Troisième construction. — Ecrivons les neuf premiers termes
de la série harmonique sur une ligne verticale: retranchons la
deuxième fraction de la première, nous aurons la première frac-
tion de la deuxième colonne ; retranchons la troisième fraction de
la deuxième, nous aurons la deuxième fraction de la deuxième
colonne, etc. ; retranchons la deuxième fraction de la deuxième
colonne de la première fraction de la même colonne, nous aurons
la première fraction de la troisième colonne, et ainsi de suite}
chaque colonne contenant un terme de moins que la précédente
jusqu'à la neuvième, qui n'en contient évidemment qu'un.

C'est sur la construction (c) que nous étudierons les propriétés
du triangle harmonique, sans nous attarder aux démonstrations.
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(c).

1

6 3o 6o 6o 3o 6
i i i i i i i

7 4 2 Io^ f4° I0^ 4 2 7
i i i i i i i i

8 56 768 280 ?8ö 768 56 8

63o

PROPRIÉTÉS DU TI11A1NGLE HA«MONIQLK.

3. THÉORÈME I. — Dans un triangle harmonique, un terme
quelconque est égal à la différence de tous les termes de la co-
lonne précédente jusqu'au terme placé sur la même ligne que lui
ou à la différence de tous les termes au-dessus de lui, moins le
terme placé à gauche de lui.

Désignant par j% une fraction figurée quelconque, par l'exposant n
j

le numéro de la colonne, par l ' indice / l e rang de la fraction dans

la colonne, nous avons

(ï] _1 1 __J_ J__-_L__1_^ _ J
l / ffi-l /• 1 i • * * /'// l fil i'11 fn ' * ' fn /*<*—!

«M J i J1 Ji~i J\ J% Jr \ Sr

d'où Ton déduit
! I

/ / Jn

c'est-à-dire ;
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Corollaire, — Dans chaque ligne du triangle harmouique, les*
nombres équidistants des extrêmes sont égaux.

4. Soient j.> -•> \ des fractions à termes positifs; désignons

sous le nom de fraction médiane de ces fractions la fraction

-p—-—-^ qui est évidemment comprise entre elles, et appelons

fraction médiane de la ligne du triangle harmonique la fraction
médiane de toutes les fractions de cette ligne; nous avons :

THÉORÈME: II. — Le dénominateur de la fraction médiane de
chaque ligne du triangle harmonique est égal à une puissance
de 2 inférieure d'une unité au rang de cette ligne multipliée par
le nombre exprimant ce rang, ce nombre étant identique au
numérateur.

C'est-à-dire

d'où

13) („ _ 3)a—»=ƒ„'_, +ƒ„•_, 4-.

Si n = 3, on a

si n = 4, on a

si 7* = 5, on a

9} H- a. a» = / J
or

donc, en général, le terme (/i — 2)*»-* est égal à la somme des
sommes des dénominateurs de toutes les lignes antérieures à partir
de la deuxième; et l'on peut énoncer cette proposition :

THÉORÈME III. — La somme des dénominateurs d'une ligne
du triangle» h arm oui que' est égale à une puissance de 2, d'ex-
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'posant égal au rang de cette ligne, plus la somme des sommes
des dénominateurs de toutes les lignes précédentes à partir de
la deuxième.

S. De même, on peut facilement établir les propositions sui-
vantes :

THÉORÈME IV. — Dans chaque ligne du triangle harmonique,

le rapport d'un terme j^-ç au terme — est égal au rapport des

nombres qui expriment les rangs de ces termes, comptés l'un

avant ~ j l'autre après -—y, à partir de l'extrémité de la ligne,
Jr Ji +1

c'est-à-dire que

(4) n-\ fui __

THÉORÈME V. — Le rapport de deux termes consécutifs appar-
tenant à une colonne d'ordre //, dans le cas de n^> ï, et de
rangs r et r -f- ï, est égal à l'inverse du premier terme d'ordre
n -f-/*, divisé par r, c'est-à-dire

ï

(5) _ ^ _ = -Zi_.

THÉORÈME VI. — La colonne nième du triangle harmonique
présente l'ordre [n -f- i)ièmc des fractions figurées divisées par n.

6. De l'observation en particulier des deux premières colonnes
du triangle, on tire la série bien connue de Leibniz :

i i i i Ï Ï ï

i n 1.2 1.3 3-4 4 • 5 ' {n — 1 j n*

ou, dans le cas de n = oc ,

1 1 1 1 1
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De cette série, qui est Ie principe du calcul des différences, on

déduit :

Corollaire L — La somme V — -+-Y ^ "^^J "** "+"' "

laquelle m marque successivement tous les nombres à partir de 2,

converge vers l'unité. En effet,

J I I

1 . 2 I 2 2

I

1 - 3

I I I

35 + 31 "̂  "3̂

1 i 1 1 1

3.4 ~ _i~ !f^ V V
' 4

donc

Corollaire /ƒ. — De cette équation se déduit celle-ci :*

= • •

dans laquelle n prend toutes les valeurs possibles et ni est soumis
à la condition de n'être pas puissance.

On a, pour /// == 1, 2, 3, . . . , 00 ,

or

ió — i Za\ m* mù • m9

mais les seconds membres des équations précédentes sont évidem-
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ment égaux à \ — -hN - 3 -f-... •, l'équation (7) est donc dé-

montrée : elle est connue sous le nom de théorème de Goldbach.

Si Ton met les égalités du corollaire I sous la forme

on a

(8)

en général

! "

i i

2 — 31 +

1 I

( r Y

i

3*
i

ƒ 7

I

i

V ƒ '*

( n-r \nj \n} \n)

Si, dans cette dernière formule, on fait /• = 1, il vient

I ! / l \ » / l \ 3

= - H - - - 4 - - ) - f - . . . ,

c'est-à-dire :

Corollaire III. — Un ternie quelconque de la série harmonique
est égal à la somme de toutes les puissances à l'infini du terme
suivant.

Dans le cas /• = i, on voit également que

n n H- r //«-+- r
c'est-à-dire :

Corollaire IF. — La différence de deux termes consécutifs de
la série harmonique est égale à leur produit.

Mais si

(9) — L =

de même

(io) i • = • / i y / i y , / i y /•
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Dans les équations (9) et (10), donnons successivement à n toutes
les valeurs à partir de 2 -, on voit que le premier membre de l'équa-
tion (9) représente successivement toutes les fractions triangulaires

à partir de-? c'est-à-dire que la limite de la somme des inverses

des puissances à l'infini est 1, ce qui est le corollaire I. On voit en

outre que le premier membre de l'équation (10) représente succes-

sivement chaque fraction triangulaire à partir de £• Donc la somme

des inverses des puissances paires, moins la somme des inverses des

puissances impaires, est égale à -#, d'où l'on conclut ( résultat con-

firme par les Tables) :

Corollaire V. — La somme des inverses des puissances paires
3

tend vers j et la somme des inverses des puissances impaires tend

1
vers

4"

7. 'Comparons entre elles deux colonnes quelconques du triangle,
nous avons

fn "^ fn -*" fn "T~ • • • T f'n fn ~i fn-i'

i i i i i i
/v& *~ ~fh *~ ~fn f" • • • "T" "TH fn—\ fn-\ '

J r+i J r+2 Jr+i J r+r1 Jr+i J r+r'+'

et ainsi de suite.
En ajoutant membre à membre, on obtient

i î i i i i i l
fn~ fn~ fn ^ fn ^ * * * ̂ ^ fn ~ fn ^ ^ ' • * ̂ ^ fn ' fn-1 /•

J\ Jt J% J\ Jr J r+\ J r+r' Ji Ji

Dans cette équation, lorsque le premier membre devient infini,

la fraction -r^rx— est remplacée par d'autres fractions qui tendent
Jr+r'+i

vers zéro^ on a donc

1

c'est-à-dire que la somme d'une infinité de termes d'une colonne
BuiL des Sciences m<tth<èm., •!* Série, t. V. (Mars 1881.) 8
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à partir du rièmv terme est égale ad rième terme de la colonne
d9ordre immédiatement antérieur ; autrement dit le théorème
énoncé par Leibniz :

THÉORÈME VII. — Dans une série décroissant à l'infini, le pre-
mier terme est égal à la somme de toutes ses différences.

Remarque. — La première colonne contient les fractions figurées
de tous les ordres postérieurs au second; on peut donc exprimer
toujours les fractions figurées de tous ces ordres en sommes de
triangulaires et celles-ci toujours en sommes d'elles-mêmes. Dans
ce dernier cas, on a

* / fi fi ' fi ' /** . . . . .

J a Jmu+ï) Jn{n+D+i -/«f/i+n+2

Si, dans la formule (11), on posait n = i, on obtiendrait

c'est-à-dire l'expression symbolique de cette importante remarque
de Bernoulli, que la série harmonique continuée à l'infini est
divergente.

Et comme on a pour toutes les valeurs de /* :

on peut énoncer ce théorème

THÉORÈME V11I. — Une série à termes positifs est divergente
si le produit d'un terme par son indice ne décroît pas lorsque
l'indice augmente.

Mais on a

et de même que
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de même

Jjt <C • • • < T7i ^ ~fti < - 7 i ^ X;

donc :
THÉORÈME IX (<). — O/z rce modifie pas la divergence ou la

convergence d'une série si Von remplace cette série par une autre
série formée en multipliant chaque terme de la première par son
indice, et en prenant, dans cette nouvelle série, les termes affectés
des puissances successives du premier indice.

Remarque. — On pourrait placer ici toutes les règles de con-
vergence qui empruntent leurs caractères et leurs preuves à la
considération des différences; mais cette revue n'offrirait aucun
intérêt, le triangle harmonique ne pouvant apporter aux démon-
strations de ces règles, généralement simples, aucune simplifi-
cation.

8. Si, dans l'équation (1 1), on donne successivement à n toutes
les valeurs, 011 voit, en appliquant le théorème VI, que :

La somme de la série des inverses des nombres triangulaires
est égale à 1 \

La somme de la série des inverses des nombres pyramidaux est
, j , 3e gâte a - \

La somme de la série des inverses des nombres figurés du cin-
1 . f , 4

quieme ordre est egale a ̂  ;
La somme de la série dos inverses des nombres figurés du

5sixième ordre est égale à -. ;

c'est-à-dire qu'en général on a, en appliquant le corollaire du
théorème J,

(*) O théorème, ordinairement attribue a Cauchy, a ete énonce pour la première
fois dans sa généralité par Le Besgue {Nouvelles Annales de Mathématiques, t. IV,
P- 6 r0- . ' l
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THÉORÈME X. — La somme des fractions figurées d'ordre
n -+- i est égale au quotient de deux fractions consécutives
d'ordre 2, de rang n— 1 et n»

De ce théorème découle directement cette proposition :

Corollaire, — La somme du triangle harmonique est un triangle
infini dans lequel chaque ligne exprime la somme de la colonne
correspondante dans le premier, ou encore une colonne numérique
infinie dans laquelle chaque terme exprime le quotient de deux
termes consécutifs de la première colonne du triangle harmonique,
c'est-à-dire qu'on a

(.5)

I I . 2
n n (n -+- 1 ) n ( n -f-i ) [a -4- 2 )

1 .2 .3 . . /
- . . . m 00 «

Au contraire, l'expression

I 1.2 1.2.3 I . 2 . 3 . 4 • • • *
» . i _ _ _ _ _ _ _ _ ^ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ i t # i * .

n n [ n — i ) n [ n — i ) [ n — 2 ) **" n [ n — I ) ( / I — 2 ) . . . 2 . *

dans laquelle les termes sont respectivement les inverses des termes
de la suivante

V ' I 1.2 1 .2 .3

est finie dans le cas où n est pair, nulle dans le cas où n est impair.

Remarque. — La suite terminée

1 1 .2 1 2 . 3 1 . 2 . 3 . . . A
n n[n + 1 ) n[n-±-i)[n-\-i) " ' « ( « + I ) ( W - H 2 ) . . . ( / J + A - I )

est le rappport de deux progressions de produits de termes consé-
cutifs, et il est facile d'en exprimer la somme.

Soient
aQ a h c d h k l /0,

«0 « ? y à . . . Ç x \ l01

deux progressions dans lesquelles aQ et «0 désignent les termes
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avant a et a, lQ et Xo les termes après / et X -, on a

abcd abc d—y abc

abcd...ll0 abc. l /0 -— )> abc. ..hkl

uouPy. . . xX aoa(3. . . x «0 «/3y . . ÇxX

donc, en ajoutant et retranchant,

<z <z& abc abc. . . / «0 / abc. . . //0 _ \ _ ^
^ ' â 4 " ^ " ^ ^ apy...X ""a— «0 \«oa|3. . . x* J

ce qui est la somme de la suite —I :—'• r H- . . . généralisée.
* ri n(n-hi) °

TRANSFORMATION DU TRIANGLE HARMONIQUE EN TRIANGLE

ARITHMÉTIQUE.

9. L'expression

/ n fn fn fti fn fit

r Jr+l 'r+2 J/ + ! / r 4 2 /r+&
l '7 i . . j fn 'fn * fn

fn ' fn

est un nombre indéterminé. Si, dans le second membre de cette
égalité, on prend d'abord le premier facteur, puis le premier et le
deuxième facteur, en général deux facteurs consécutifs, on obtient
les termes successifs de Tordre correspondant dans le triangle arith-
métique. Mais on remarque que le rang de chaque nombre, dans la
colonne du triangle arithmétique obtenu, est d'une unité inférieur
au rang véritable de ce nombre dans la série figurée. Les termes
d'ordre n et de rang r du triangle harmonique, tel qu'il est con-
struit, correspondent aux termes d'ordre n et de rang /• — i du
triangle arithmétique obtenu; autrement dit, les termes de rang r
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et d'ordre n — i de notre triangle harmonique correspondent aux
termes de rang r et d'ordre n du triangle arithmétique ordinaire.
Il y a donc dans le triangle harmonique une colonne de moins que
dans le triangle arithmétique complet, ce qui était déjà impliqué
par le théorème VI. Celle qui manque au triangle arithmétique
obtenu est la première, renfermant les nombres figurés du premier
ordre, c'est-«à-dire les unités dont les nombres naturels sont les
sommes. Celle qui manque à notre triangle harmonique est la pre-
mière qui renferme les fractions figurées de premier ordre dont les
termes de la série harmonique sont les différences. Or chacune de
ces fractions du premier ordre est évidemment une quantité indé-
terminée et pouvant croitre au delà de toute limite, c'est-à-dire
infinie. Les fractions figurée•> du premier ordre sont donc infinies,
ce que la formule (i3) exprimait déjà symboliquement.

De la divergence de la série harmonique se, déduisent facilement
les propositions suivantes :

La somme des termes impairs de la série harmonique est
infinie.

La somme des termes pairs de la série harmonique est infinie.

La somme \ - 9 dans laquelle x égale successivement

i, 2, 3 , . . . ÛC , est infinie,

10. Désignons par FJf+l un entier figuré de rang r et d'ordre
// -+- i, et \)'dvf"+s le dénominateur de la fraction figurée de rajig
et d'ordre correspondants; on a évidemment

/ ,£p yn+i — ii •//•-! /j
l I U / J r — An+i rn+î Jïï+î

J r-i Jr-% J\

Mais

y;r» = /IF;?+1 = « ( F ; + F ; -+- F ; +...-+- F?) ;

donc l'équation ( i ) devient, après réduction et interversion des
facteurs dans le second membre,

](19) ] _ l±±ll FÏ-hFJ-f-FJ F*-f-F;-f-F/j4-Fî F , -f-FJ-t- F?H-. . . -t-F?
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Cette expression est le type de transformation de toute progres-
sion arithmétique en produit, et en général de toute série en produit
d'un nombre infini de facteurs, et réciproquement.

TRIANGLE HARMONIQUE GÉNÉRALISÉ.

11. Au lieu de supposer la raison égale à i, nous pouvons la
supposer quelconque. Nous avons alors la construction (d) du
triangle harmonique

i

a

i r

r
Te

i r

d c~d

r

d~e

Ï

e

ï r

7 ?
ï r

g fg
ï r

abc

r
Tk

Nous

i r

bed
f> r

ede

ir

de/

2/-
efg
2. r

fgh
7.1'

6/-
abcd

6r
bede

6r
edef

(ir
de/g

6/-

ïfgh
6r

abede

i^r

bcdrf

7./±r
edefg

?4 r

defgh

2.4''
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obtenons ces nouvelles formules
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et celles-ci
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qui ne sont autre chose que la généralisation des séries suivantes,
auxquelles Stirling ramenait toutes les autres, celles dans lesquelles
n et r croissent suivant une loi quelconque :
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Nous renverrons, pour ces transformations, à la première partie
du Traité : Methodus differentialis sive Tractatus de sumtnatione
et interpolation e sérier um infinit arum, Londini, MDCCLXIV.

Aux généralisations précédentes se rattachent les élégantes con-
sidérations qui conduisent directement aux propriétés de la fonc-
tion F; mais ces considérations sont trop connues pour être
transcrites ici (*), et les pages précédentes, qu'il serait possible
d'étendre presque indéfiniment, sont un témoignage suffisant de
l'importance du triangle harmonique.


