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COMPTES RENDUS DES SÉANCES

S É A N C E DU 3 A V R I L 1901.

PRESIDENCE DE M. D'OCAGNE.

Communications :

M. ïorrès : 1 ° Sur les rapports entre le calcul mécanique
et le calcul graphique; 2° Sur un système articulé permettant
de montrer la permutation des deux racines d'une équation
du second degré.

M. Laisant : Sur une transformation des déterminants.
M. Lecornu : Sur une question délires.
M. (TOcagne : Sur la vérification des angles en topographie.

M. EDMOND MAILLET fait la Communication suivante :

Sur les systèmes complets d'équations aux dérivées partielles.

Nous avons établi antérieurement ( { ) un théorème relatif aux
systèmes complets cTéquations linéaires aux dérivées partielles
définissant deux divisions P et Q de l'espace \\n invariables par
un groupe fini continu transitif G de transformations de Lie.

On peut établir un théorème tout à fait analogue qui ne fait
pas intervenir la théorie des groupes de Lie ( 2 ) :

THEOREME T. — Soient

( Y . = o , ..... Y/,=o,
/ J ''t ' i( Zi -= o, . . ., /y== o

deux systèmes complets,

^ ^ ... ̂
( Oi, ..., 0,̂

( 1 ) Comptes rendus, mai-juin 1900, ei Journal de Mathématiques, p. ;5o et
suiv.; 1901.

( 2 ) Voir un résumé de noire Noie : 'Comptes rendus, \ nicirs iqoi.
X X I X . ^
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deux systèmes de solutions indépendantes de ces deux sys-
tèmes. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que
l'ensemble des équations ( i ) forme un système complet à
p 4- ( { — s équations sont que V ensemble des fonctions (1}
comprenne n — s fonctions indépendantes et que les deux
systèmes complets ( i ) aient n—(/? -j- q — s ) soit/fions com-
munes.

Les conditions sont nécessaires.
En enet, si l 'ensemble des équations ( i) forme un système com-

plet à p -t- q — s équations, il y a exactement s des équations du
second système ( i) dont les premiers membres sont fonctions
linéaires des p - ^ - q — s autres premiers membres. On pourra
toujours supposer que ces s équations appartiennent au second
système (i). On aura, par exemple,

1 7^-^ i = ?̂  Y, -+- . . . 4- X;, Y/, -4- ̂ \ Zi -+- . . . -+- ̂  _, /,,_,,
n) , ..................................................

( 7^ = H Yi -h. ..+ X^-t- ;r; Z, -.-...- ^_,7^_,.

Ces s équations pourront être mises sous la forme

/ ) / iYi-h . . . -T-À; ,Y, ,=o,
(n ....................

( ^Yi4-...+^Y/,=o,

et elles sont évidemment indépendantes, puisque les équations du
second système (i), par suite les équations

( 5 ) 7y-,+l =0, . . . , Z^ == 0

le sont.
Dès lors, en choisissant convenablement les Y/, on pourra

mettre les équations (4) sous la forme

r < » ) V i==o, ..., Y,==().

Nous supposerons qu'il en soit ainsi.
I l y a donc exactement s équations linéaires communes aux

deux systèmes ( i ) .

Ceci posé, toute équation l inéaire aux dérivées partielles dont
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les ût sont des solutions est une combinaison linéaire des V/=-= o (•).
Toute équation aux dérivées partielles dont les Oi sont des solu-
tions est une combinaison linéaire des Z/== o. Donc, toute équa-
tion dont l'ensemble des fonctions (2 ) est solution es ta la fois
une combinaison linéaire des Y^-= o et des Zy===o; c'est une
équation commune aux deux systèmes (en considérant comme
appartenant à chaque système les combinaisons linéaires des
équations de chaque système). Elle est donc une conséquence
linéaire du système (6), c'est-à-dire que les O/ et les û/ sont des
solutions de (6). Donc, parmi ces /onctions , ii] y en a au plus
n — s indépendantes; il n^y en a pas moins, sans quoi elles sa-
tisferaient à un système complet de plus de s équations, par suite
à quelque équation qui ne serait pas conséquence de (^), tout en
étant commune aux deux systèmes ( i) .

D'autre part, le nombre des solutions indépendantes de ( i )
est bien n — ( / ) 4- q — s).

Les conditions sont suffisantes.
En effet, supposons-les remplies : toute solution commune aux

deux systèmes (i) est de la forme

(7) e,=0/(0i, ...,0,,-y) ==^(i2i, ..,i2,^),

et il y a n—0 solutions indépendantes de cette forme, avec
0= p + y - s ^).

Dès lors, le système complet dérivé de ( i ) comprend évidem-
ment^- ! -y—s équations. Donc, si les deux systèmes (i) ont
(o équations communes, el p -j- q — (o équations l inéairement in-
dépendantes, on a ti)^.ç, c'est-à-dire que l'on pourra trouver exac-
tement o des expressions Zy qui soient fonctions linéaires des Y/
et de Z ^ , . . ., Zy_h)« En raisonnant commcsur les systèmes (3)
et (4 )? on pourra mettre ces co équations sous la forme

(8) Y i = = o , . . . , Y^=o (to^).

( 1 ) Sans quoi, en l 'adjoignant au premier système ( i ) , on en déduirai t un sys-
tème complet de plus de p équations admettant n — p solutions indépendantes.

( 2 ) Ces équations sont résolubles par rapport à n—6 des quantités 0,, ...,
0 par exemple, car sinon il y aurait en t re les 6; au moins une relation, et les
// — 9 solutions 9, ne seraient pas indépendantes.
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Soil ^F,, . . ., H",̂ .) un système de solulions indépendantes
de (8) : Sî/ et Oj sat isfaisant au système (8), on aura

^ iî, =F/OFi, ...,y,^),
( ( ) ' Oy-./yOï'i, ...^r,,-^),

et les îi/ et 0, seraient fonctions des /; — (Q fonctions Wh. Donc,
en éliminant H'i , • . ., ^//-(o entre ces n —p + n — q re la t ions ,
on obtiendra au moins

o == n — p -+- il — (f — ( n — co ) —^ n — (p -+- q — (Q )

relations entre les iîi et Oy. Parmi ces fonctions, il j en aura au
pi u s

n — p -+- n -- q — 8 =-- n — /o

indépendantes : d'après l'hypothèse

n — (o ^ n — s,
(0 A\

I I en résulte co=.s\ Parmi les équations ( i ) , il y en a exactement
p 4- q - — s indépendantes ; le système complet dérivé compre-
nant yj 4 - y — s équations indépendantes, il en résulte que les
équations ( ( ) forment déjà un système complet.

c. Q. F. n.

Interprétation géométrique. — Supposons que (i) forme un
système complet ù p + q—s équations indépendantes. Le théo-
rème 1 est alors applicable.

Considérons Fensemble des multiplicités

( 1 0 )
Q

iîi == ai, ..., Ûn-p = a,,-/,,
Oi == a\, . . . , On-q = Cin-q \

soient Hu un point quelconque {x\, .. ., x^) de position générale
et Pô celle des multiplicités P qui passe par llo, d'équations

(II) ^l=a;, ..., Qn-p=^n• • ' î ^n-p—*n-p'

Formons les équations de la multiplicité M engendrée par
toutes les mult ipl ici tés Q q u i rencont rent Pô. Une m u l t i p l i c i t é Q(
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de Q qui rencontre Pô a ses équations de la forme

(12) O i = a i , . . . , On-q=an-q

et, pour tout point de l'intersection, (i i) et (12) ont lieu simul-
tanément.

D'après les équations (7), on aura à la fois

( 13 ) 6/(ai, ...,a,»-y) =ïi/(aî, ...,a°,-y) [ i = i. %, . . . , /i — ( ^ — 7 — ^ ) )

et / i — ( P ~ ^ ~ y — 5 ) ^es équations (12), les dernières, par
exemple, sont des conséquences des équations (11) et des
(p — s) premières équations (12).

On a ainsi entre les coordonnées d'un point de Finterscction
n — s équations qui représentent une mul t ip l ic i t é R à Ç^5 degrés
de liberté et qui est l'intersection de Pô et de Q|. On a Ç == s :
sinon une des équations 0, ==0i , . . ., Op_s= dp_s\ la dernière,
par exemple, serait une conséquence des autres et de ( i i ) > et il
ne peut en être ainsi en général ( ' ) , puisque parmi les fonctions 0
et Q il y en a exactement n—s indépendantes. Or, parmi
les constantes ai de (12), n — (p + q — s ) sont fonctions de
ai, • • • , ctp_s et des a^, d'après (i3), par exemple. Si donc on éli-
mine les ai entre (12) et (i3), on obtient le lieu des multiplicités
Q qui coupent Pô. Ce lieu est

( 1 4 ) 0,(0i, .. , 0,,-y) = ̂ (a?, ..., aî_,,).

Réciproquement, toute multiplité Q( située sur ( i 4 ) coupe Pô,
car, pourQi , lésa, satisfont aux équations (i3) et l'intersection
de Q| et de Pô est déterminée par n—s équations indépen-
dantes.

Ceci posé, nous remarquerons, si Qo est la multiplicité <^) qui
passe par Ho, que l'on a

( 1 5 ) 0/(Ol,..,,0,,-^)=y,,(Ûl/...,iî,/-^=y,/(ao,...,ao_^)=0/(rt;,...,^^).

Si l'on avait cherché à obtenir le lieu des multiplicilés P qui

( ') Comparer, par exemple, JORDAN, Cours d'Analyse lithographie de
l'École Polytechnique, premier» division.
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reuconIrenL Qo? on GUI été conduit aux é(|iiations

( »6 ) ^(û, .. ., î -,,) = 6,(aî,.. ., a0^),

qui, d'après (i5), sont identiques aux équations (i4)- ^es muiti-
plicilés (i4) et ( 1 6 ) coïncident donc.

Ainsi :
Quand les équations (i) forment un système complet de

p 4- y — ^ équations indépendantes, soient

(10)
P, iîi -=. ai, ..., o/,_/, = a,,_/,,

Qî Oi = ^ i ? . . . » 0,/-y === a,^-^,

les deux divisions de l'espace déterminées par les deux systèmes (i),

0/(0i, ...,0,,-y)=^ -^•(i2i, ...,i2/^) [/'=i, 2. . . . , / î - ( / ?4 -<7—À ' ) | ,

les solutions communes aux deux systèmes (i), P,) et Qo deux
multiplicités quelconques des deux divisions (10) qui se coupent.
Le lieu des multiplicités Q qui rencontrent Pô coïncide avec le
lieu des multiplicités P qui rencontrent Qo et est une des multi-
plicités

(17) 0/= consl. [i == i , -^ . . ., il —(?-}- q — s)\.

Ces dernières équations représentent une division de Pespace
dont chaque multiplicité R est engendrée au choix par des mul-
tiplicités P et des multiplicités Q.

Dans quelle mesure peut-on établir une réciproque?
Considérons deux systèmes complets ( i ) tels que le système

complet dérivé ai t /? + q — s équations indépendantes, (2) repré-
sentant encore deux systèmes de solutions indépendantes des deux
systèmes (i), et les multiplicités (10) correspondantes. Supposons
que le lieu des multiplicités P qui rencontrent une quelconque des
multiplicités Q soit une multiplicité d^équations

o/= const.,

la même multiplicité étant en même temps le lieu des multiplicités
Q qui rencontrent une multiplicité P.
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ïoul lien de multiplicités P a ses équations de la forme

O^(QI , ..., iîn-p) = consl.

D'après l'hypothèse, les équations S/==cons(. deviendroni

( 1 8 ) ^•(^i, ...,^//-,,) == 7/(0i, ..., 0/,-,y) = const.,

les fonctions S/ étant évidemment indépendantes.
Les o^;sont ainsi des solutions communes aux deux systèmes (i) :

soit Ç leur nombre : ̂ n — (p 4- q — s).
D'autre par t /en raisonnant comme précédemment, on voi t que

les deux systèmes ( i ) ont co équations communes , avec co^.ç, et
comprennent p + q — co équations l inéai rement indépendantes.
Ces co équations seront de la forme (8) et l'on aura encore (9). On
en conclura au moins n — { p + q—co) relations entre les Û^- et
les O/, dont n — co au plus seront indépendantes . Admettons que
parmi les fonctions û et 0 il y en a i t exactement n—? indépen-
dantes avec p^co . L'intersection d 'une mul t i p l i c i t é Pô et d 'une
multiplicité Q ayant un point commun avec Py est une multipli-
cité R a o degrés de liberté. Soient

(19) X/(0i, ...,0,,-y,i2i, ...,i2,,-/,)==o

les n — p -+- n — q — (n — ?) = ft — ( p 4- q — ?) relations entre
les 0 et les Q. On en conclura n— (p 4- q — p ) relations

(20) M^î • • • ? a^t-<!^ a(^ • • • » ^i-p) = °»

nécessaires pour que Q coupe P(). Le lieu des multiplicités Q sera
la multiplicité S

X,(0i, ..., 0,,-,,,a?, , . . ,a î_^) ==o,

et toute multiplicité Q, située sur S coupera Pô, car, pour Q, les
ai satisfont aux équations (20) et l'intersection de Q^- et Pô existe
et est déterminée par^i — p relations. On a

n — ( p - } - ( / — ^ ) = ^ n — ( p - l - q — s ) ,

d'où c o ^ p ^ 5 , avec 5^(1), c'est-à-dire p == co = .y. Parmi les fonc-
tions Q/etOy, il y en a ainsi n —s indépendantes exactement; les
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relations ( i (S) sont an nombre de n — ( p 4- y — A ' ) , et les deux
systèmes ( i ) ont s équations communes exactement.

c. Q. F. i).
On en conclut :

Tu KO ni: ME II. — Soient

(V
Y,^o,

^=o

deux systèmes complets,

(•2)
i2i.

Oi,
i^-//,
o,/^

'A?//.r systèmes de solutions indépendantes de ces deux sys'cic
ternesfpmps

\ P»
iQ ,

Oi =a i ,
Oi = ai,

^-^ == a,f_/,,

'J It—q == ^n—q

les deux divisions de V espace correspondantes. Par tout point
rio ̂  l '1 espace passe une multiplicité Pô <^<? P et une Qo ofe Q.
La condition nécessaire et suffisante pour que l'ensemble des
équations (i) forme un système complet de p -+- y — s équa-
tions indépendantes est que, quelque soit le point IIo (de posi-
tion générale) le lieu R des multiplicités Q qui rencontrent P()
coïncide avec le lieu des multiplicités P qui rencontre Qo ;
l'ensemble des lieux R est alors une division de t espace à
p -\- q — s degrés de liberté

<p^ == const., ^fi-(p+fï-s) == const.,

les premiers membres de ces équations.formant un système de
solutions indépendantes du système (i) (* ) . c. Q. F. D.

( l) Comparer COURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées
partielles de premier ordre, p. 80. Paris, 1891.
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M. E. LEMOINE fait la Communication suivante :

Détermination simple de la direction des axes d'une conique.

Les méthodes classiques pour trouver la direction des axes
d'une conique conduisent à des calculs, souvent assez compliqués,
qui manquent toujours d'élégance, de symétrie, et donnent un
résultat définitif ne correspondant à aucune image géométrique,
ne menant point à une construction simple. La présente Commu-
nication a pour but d'indiquer une solution générale exemple
des défauts inhérents à la méthode classique. Elle repose sur un
théorème de Géométrie élémentaire fort connu, dont voici
l'énoncé :

Si M est un point du cercle circonscrit à un triangle ABC,
les bissectrices des angles que fait un côté avec la droite qui
joint le point M au sommet opposé ont la même direction,
quelque soit le côté considéré.

Donc, à chaque groupe de deux directions rectangulaires cor-
respond un point du cercle circonscrit, lequel détermine ces
directions et réciproquement; nous dirons pour abréger : point M
correspondant à telles directions.

On arrive sans difficultés à calculer que :

Si
l x -i- i^y'14- fi z'2 -r- 'îfy^ -4- 2 g ^x — 'À II j'y = o

est l'équation générale d^une conique en coordonnées nor-
males, le point M correspondant à la direction de ses axes a
pour coordonnées normales

______________a____________ _
/ ( h2 — c'2 ) -+- a'1 ( m — n ) -r- -2 gac — 'i hab)

résultat fort simple, car il faut considérer qu'il doit contenir les
six coefficients de l'équation générale.

Lorsque la conique est circonscrite au triangle de référence, le
point M est évidemment le quatrième point commun à cette
conique et au cercle circonscrit.
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Dans la pratique, les calculs se font le p lus souvent avec rapi-
dité ou même donnent immédiatement le résultat.

Pour les coniques remarquables du triangle, à cause de la
symétrie, on n'a qu'à calculer la coordonnée x^ les autres s'en
déduisant par permutation circulaire des lettres a, &, c, ly m, n.
On ramène donc immédiatement la détermination des directions
de leurs axes à la connaissance d'un point remarquable du cercle
circonscrit; mais comme, en général, on arrive ainsi à un point
remarquable déjà étudié que l'on sait construire simplement, la
question est complètement résolue par une détermination géomé-
trique et imagée, au lieu de l'être par des formules compliquées
de radicaux et qui ne disent rien.

Voici comme exemples l 'indication de quelques applications :

1. Les axes de la conique

^ a(p — a)^—^ [bc 4- (p - b) (p — c)Jy3 = o.

qui passe par les points où les tangentes au cercle inscrit paral-
lèles aux côtés coupent les autres côtés du triangle, ont pour

point M le point ,—— ' • • • » car la substitution des coefficients

dans ( i ) donne successivement

a
\ a(p —a)(b2— c2)-}- a2[b(p — a) — c(p — c)]————————y-? " " >
\ —ac[ac -4- (p — c) (p — a)} 4- ab[ab -}-(p—a)(p— b)] \

a
\ap(b2— c2) 4-a2[—6^4- c2-4- b ( p — a ) — c ( p —c) — c2-^ ̂ J ) ? ""'
( — u c ( p — c ) ( p — a ) - ^ - a b ( p — b ) ( p — a ) \

a
ap{b'2— c'2) -}-abp(p — b) — acp (p — c)' * f

__________i_______ i
(^-c^-+-b(p—b)-c(p—cy '" ou b~^c' ""

îâ. Les axes des coniques de Cesàro (coniques telles que la
somme des carrés des distances de chacun de leurs points aux

trois côtés soit constante) ont pour point M le point —t—^ • ' -•

3. Les axes de la conique d'inertie du triangle (réduit à trois
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masses égales à Puni té , placées en ses sommets), ont 1)0111' point M

le point de Steiner—r-———^ • • • •1 a{ô2—c'1}

4. Les axes de l'hyperbole équilatère q u i passe par le bary-
centre, ])ar les centres des quatre cercles tritan'gents an t r iangle
et a pour équat ion

^^^(^-c^o,

ont pour po în tM le point ——j-,——;———n——:—? • • • > c'est-à-direr l r a | ( b ' -+- c^ — a2 { b'1 — c- ) j
le point de Tarrj.

3. Pour montrer l'extrême commodité de cette méthode, nous
citerons encore la conique dont l 'équation est

^(^—a).^—^^^ o,

étudiée par M. de Long-champs (A. F. A. S., Congres de Nancy ;
1886), elle a pour centre le centre du cercle inscrit et elle passe
par les pieds des bissectrices intérieures. M. de Longchamps
renonce à déterminer la direction des axes par la méthode géné-
rale (car il y arrive autrement par un artifice géométrique ingé-
nieux). 11 dit : on ne peut vérifier directement la proposition
que par des calculs très laborieux et cfue nous n'avons même
pas poussés jusqu'au bout, par suite des complications qu'ils
semblent présenter.

Avec notre formule générale on trouve immédiatement que la
direction des axes de cette ellipse a pour point M le point

(^— a ) ( b ï — c î ) —a^b— c)
OU

(^—^[(^^-^—^(^C)—^2] ' " ''

ou

{b — c)('ia — h — c}

ce qui est le point correspondant à la direction de la droite qui
joint le centre du cercle circonscrit au centre du cercle inscrit et
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a la direction perpendiculaire, laquelle est celle de l'axe anti-
ortilique

x —y 4- z = o.

La transformation continue (voir yY. A., p. 20; 1893} montre
immédiatement qu'il y a trois autres coniques transformées con-
tinues de celle qu'à étudiée M. de Longchamps et jouissant des
mêmes propriétés, lesquelles se déduisent par transformation con-
tinue des propriétés établies pour la première, coniques que
Faiileur n'a pas remarquées.

S É A N C E DU 17 A V R I L 1901.

PRESIDENCE 1)1-: M. D'OCAGNE.

Communications :

M. Carvallo : Sur le cerceau et les cycles.

M. Lovett présente un appareil stéréoscopique de M. Greenhill.

M. Lindemann : Sur les chiffres chez les anciens.

M. Walther Dyck : Sur des intégrales triples de Kronecker.
M. Borel : Sur les fonctions méromorphes.

M. lladamard : Sur l9 équilibre élastique dî une plaque circu-
laire non encastrée.

S É A N C E DU 1er MAI 1901.

PRESIDENCE DE Al. D'OCAGNE.

Elections :

M. Ifancock (Harris), présenté par MM. Darboux etd'Ocagne ;
M. Angiboust, présenté par MM. RafTy et Servant, sont élus
membres de la Société à l 'unanimité des membres présents.

Communications :

M. André fait hommage à la Société d'une brochure dont il est
Faiileur et qui traite de la comptabilité des assauts complets.
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M. Demoulln : *S'///' une propriété des courbes algébriques et
des surfaces algébriques.

M. Rauy : Sur /es surfaces à lignes de courbure planes.

M. Angiboust : Sur les surfaces W à lignes de courbure
planes dans un système.

S É A N C E DU 15 MAI 1901.

PKESIDErSTE DE M. TOUCHE ET DE M. D'UCAGNE.

Communications :

M. Servant : Sur la déformation du parabolol'de.

M. Demoulin : Sur une propriété caractéristique des sur-
faces de M. Voss.

M. Laisant : Sur l'Annuaire des mathématiciens.

M. EDMOKD MAILLET adresse la Note su ivan t e :

Sur certains théorèmes de Géométrie cinématique.

Nous nous proposons cTindiquer ci-dessous par un ou deux
exemples les extensions simples dont sont susceptibles plusieurs
des propriétés indiquées par M. Mannheim dans ses Principes et
développements de Géométrie cinématique ( f ) :

THÉORÈME. — Soit un système invariable mobile dont les
positions dépendent d ' u n ou deux paramètres. A chaque
point p( X., Y, Z) de ce système, faisons correspondre un plan P

AXi-+- BYi-rCZi-4- D = = o

(OXYZ axes fixes), les coefficients de son équation dépendant
rationnellement de X, Y, Z et de leurs dérivées par rapport
aux paramètres variables.

Pour une position quelconque du système, considérons :
i° les points p qui sont sur une courbe unicursa/e et /es p la fis I*
correspondants; l'enve/oppe de ces plans P est une surface

( 1 ) C.auLiticr-Villar.s, iSf^.
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réglée unicursale dont l'arête de rebroussement est unicursale :
•A1' /es points p qui sont sur une surface unicursale et les plans P
correspondants; leur enveloppe est unicursale.

En effet, soient

/ X == Xy — a x -}- b y — c ;j,

( i ) ' Y =-= Y o - + - < / i . r — ^ i y - + - c i ^ ,
[ Z =•= Zo -t- OÎ.T -T- b^y -+- c^ z

les équat ions qu i définissent les trajectoires de chaque point du
système invar iab le mobile (^Oxyz axes mobiles, fixes par rapport
au système invariable mobile), Xo, Yo, ^o? ^1 • . • ? c-i dépendant
d 'un ou deux paramètres variables t ou u et F, suivant que le
mouvement est à un ou deux degrés de liberté.

A chaque position de /?(^,r ,^ , X, Y, X) sur sa trajectoire,
nous faisons correspondre le plan P.

Considérons les points/? qui sont sur une courbe C ou une
surface S unicursale, dont les équations en ^,y, ^ dépendent
d'un ou deux paramètres variables ^ ou u\ et (^, et les plans P
correspondants.

Pour une courbe G, Penveloppe des plans P s^oblient en con-
sidérant les équations

/ AX i+BV i+CZ i+D =o,
(î) ( -, d\ ^ dK ^ dC dï)

(x l^-hYl^-hz l^+^=:=o•

Dans tous les cas, les dérivées de X, Y, Z par rapport aux para-
mètres variables, c^est-à-dire les dérivées de X, Y, Z relatives au
point p sur sa trajectoire (courbe ou surface) sont rationnelles
en / , ou en / / , et r,. Il en est de même de A, B, G, D, et Pon
déduira de (a ) X< et Y^ en fonction rationnelle de Z, et de < i .
Pour chaque position du système invariable mobile, l^ enve-
loppe est une surface réglée unicursale.

L'arête de rebroussement est donnée par (2) et par

., d^-\ ., d^\\ „ d^C d9-!}
(n ^TTTr - ^TTTT^^^^TTTr - 0 '
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Ce sera une courbe unicursa le .

Pour une surface S, V enveloppe des plans P est évidemment:
une surface unicursale.

Des généralisations sont possibles; nous n'insistons pas.
c. Q. F. n.

On peut déduire de là, comme corollaire, deux théorèmes de
M. Mannheim ( 1 ) en les englobant dans une même démonstration.

Supposons que A, 13, G soient du deuxième degré, et D du
troisième en X, Y, Z et leurs dérivées. Ce sera le cas du plan
oscillateur de la courbe trajectoire dans un mouvement à un para-
mètre

\2-X
d\

^X

\,-\
d\

<^Y

r/Z

^z

Ce sera encore le cas du plan passant par le point X, Y, Z et
dont les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels à X2,
Y2, Z2, ou du plan passant par X, Y^, Z, perpendiculaire au plan
oscillateur et parallèle à une droite fixe.

D'autre part, ce sera encore le cas du plan tangent de la surface
trajectoire, dans un mouvement à deux paramètres, *

7^—7.x,-x Y.,-Y

V. 7:., = o.w
Y;/ Z;,

Ce sera encore le cas du plan passant par X, Y, Z et dont les
cosinus directeurs de la normale sont proportionnels à X 2 , Y^2, Z2

déjà indiqué, ou du plan normal parallèle à une droite fixe.
Le théorème précédent sera applicable.
Prenons le cas particulier où la courbe C est une droite D

(6) X == Xo4- c.-s, Y == Y^o-i- Ci .3, Z == Zo-+- c.îZ

(^ remplaçant ici ^).
Les équations des six plans ci-dessus sont de la forme

Xa ( in -i- n 5 4- /) z2 ) 4- Yg ( fîti -r- ni s 4- pi s2 )

-T-Z.2 ( m^ — / ? 2 s-+-/?2 ̂ 2 ) ~ D = o.

( 1 ) Loc. c i t . , p. iti-A et •247-
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La deuxième équation (a) devient

(\S) X^/l +1pz) 4- Y2( /? i4 -^ i^ ) -4- Z^O:»—-?./^) 4- D^== o.

Le cône directeur s'obtient en éliminant z entre les équations (7)
et (8) où l'on néglige D et D^. Or, si l'on coupe ce cône par un
plan quelconque Z.^ == a\.^ + pY.j, et si l'on élimine X^ et \^,
on a une équation en :-, de degré 2, en général ( f ) . Donc, en
général, ce cône est du second ordre.

Quant à V enveloppe elle-même, déterminée par (7) et (8),
sa classe est évidemment égale au plus grand degré de A,, B,
C, D, c'est-à-dire à 3. Son degré est 4? car si on la coupe par
une droite on trouve quatre valeurs de z.

On obtient ainsi, par une même démonstration, six théorèmes,
dont deux ont été indiqués par M. Mannheim.

Remarque. — On pourra encore considérer le cas où 1a courbe G
est une conique mobile et le cas où la surface S est un plan mo-
bile, étudier également le cas où le degré des lieux (et de leurs
cônes directeurs dans le cas des surfaces réglées) s'abaisse (2).
Nous crojonà inutile d insister.

M. IlvoÀMARD fait la Communication suivante :

Sur l'itération et les solutions asymptotiques
des équations différentielles.

Les travaux de M. Poincaré ont montré comment une solution
périodique d'un système d'équations différentielles quelconques
était, en général, enlourée d'un cortège de solutions asjmpto-
tiques. Dans certains cas, toute solution suffisamment voisine de
la solution périodique est par cela même asymptotique. Dans
d'autres, l'asjmptotisme n'a lieu que pour les trajectoires situées
sur certaines surfaces passant par la courbe fermée qui sert de
point de départ. Pour former les équations de ces surfaces,

( ' ) Le degré des déterminants des équations (7) et (8) s'abaisse en effet an
deuxième.

( 2 ) Dans le cas où C est une conique il y a probablement des cas intéressants
d'abaissement du cône directeur.



M. Poincaré emploie des développements en séries entières.
établis en supposant les équations données analytiques.

Il m'a paru intéressant de traiter la même question au point de
vue exclusivement réel et sans faire intervenir l'analvticité des
doublées. Je me bornerai d'ailleurs aux cas les plus simples et aux
résultats les plus immédiats.

Le problème revient, comme on sait, a celui de l'itération à
plusieurs variables. Soit donc

^i-= /(^y) ==^ . r—Ay—. . . ,
r\ = o ( .r, y ) =-= CT -'!- dy —. . . ,

une transformation ponctuelle du plan, conservant l'origine. Nous
supposerons que l'éq lia lion

a — .s' //
=--= o,

c cl — s

ait ses racines ,s\ ^ réelles et dist inctes. Alors, moyennant un
changement de coordonnées, la transformation s'écrira

( ri — /( T, y ) — s x 4- F ( .r, y ;,

( yi == ^(^.r) ~= ^y-^^(y^y).

F et 0 étant des fonctions dont les développements (formels)
commencent par des termes du second degré. Nous admettrons
que F et 0 ont des dérivées partielles dans nn certain domaine
entourant l'origine, ces dérivées partielles étant continues et, en
particulier, tendant vers zéro avec x et y. Enfin .ç, supposé plus
grand que ^ en valeur absolue (l'égalité étant exclue), sera positif
et plus grand que i.

Le point (^,,yi) est dit le conséquent de (^,y) et celui-ci
l1'antécédent de (.r,, y^\ le pointa, y^), conséquent de (.r,, y,),
est dit le second conséquent de (.r,y), etc.

Une circonférence de rayon suffisamment petit, décrite avec
l'origine pour centre, aura pour conséquente, moyennant les hypo-
thèses faites sur s et s'^ une sorte d'ellipse allongée suivant Faxe
des x ; celle-ci aura, à son tour, pour conséquente une courbe
de forme analogue, mais plus allongée encore, et ainsi de suite.
Dès lors, il est à présumer que toute lo partie du plan entourant
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