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COMPTES RENDUS DES SEANCES

SEANCE DU 3 AVRIL 1901.

PRESIDENCE DE M. D'OCAGNE.

Communications :

M. Torrés : 1° Sur les rapports entre le calcul mécanique
et le calcul graphique; »° Sur un systéme articulé permettant
de montrer la permutation des deux racines d’une équation
du second degré.

M. Laisant : Sur une transformation des déterminants.

M. Lecornu : Sur une question d’aires.

M. d’Ocagne : Sur lavérification des angles en topographie.

M. Eovonp MarLier fait la Communication suivante :
Sur les systémes complets d'équations aux dérivées partielles.

Nous avons établi antérieurement (') un théoréme relatif aux
systémes complets d’équations linéaires aux dérivées partielles
définissant deux divisions P et Q de I'espace R, invariables par
un groupe fini continu transitif G de transformations de Lie.

On peat établir un théoréme tout a fait analogue qui ne fait
pas intervenir la théorie des groupes de Lie (?) :

Tatorkmr I. — Soient
(]) ‘Y,:O, Ceen YI,:O,
l Zl = 0, .y 7"/ =0
deux systémes complels,
) (9]

y 2, ceey L2p—nn

(c‘ b
*) [ On ooty Ouy

(') Comptes rendus, mai-juin 1900, et Journal de Mathématiques, p. 5o et
suiv.; 19or1.
(*) Voir un résumé de notre Note : ‘Comptes rendus, | mars 19o1.
XXIX. h
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deuzx systemes de solutions indépendantes de ces deux sys-
témes. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que
Uensemble des équations (1) forme un systéme complet
p +q—s équations sont que l’ensemble des fonctions (2)
comprenne n — s fonctions indépendantes et que les deux
systémes complets (1) aient n— (p + g —s) solutions com-
munes.

Les conditions sont nécessaires.

Iin eflet, si ’ensemble des équations (1) forme un systéme com-
plet & p 4 ¢ — s équations, il y a exactement s des équations du
second systéme (1) dont les premiers membres sont fonctions
linéaires des p + ¢ — s autres premiers membres. On pourra
toujours supposer que ces s équations appartiennent au second
systéme (1). On auara, par exemple,

‘ Tymsir =M Yoo o= MY e Ly ooy Loy
) C eeieennons T N T I S

( 7 =M Y Y S Ly D

Ces s équations pourront étre mises sous la forme

()

LI I IR TP Y

( M Y14 WY =0,
( MY+ o+ MY, =0,

etelles sont évidemment indépendantes, puisque les équations du
sccond systéme (1), par suite les équations

(3) Ly—sr1=0, vy lg=o0

le sont.
Dés lors, en choisissant convenablement les Y;, on pourra
mettre les équations (4) sous la forme

(6) Y=o, vy Y,=o.

Nous supposerons qu’il en soit ainsi.
Il y a donc exactement s équations linéaires communes aux
deux systémes (1).

Ceci posé, loule équation linéaire aux dérivées partielles dont



— 211 —

les Q; sont des solutions est une combinaison linéaire des Y ;= o (*).
Toute équation aux dérivées partielles dont les O; sont des solu-
tions est une combinaison linéaire des Z;= o. Donc, toute équa-
tion dont I'ensemble des fonctions (2) est solution est a la fois
une combinaison linéaire des Y,= o et des Z;=o; c’est une
¢quation commune aux deux systémes (en considérant comme
appartenant & chaque systéme les combinaisons linéaires des
équations de chaque systéme). Elle est donc une conséquence
linéaire du systéme (6), c’est-a-dire que les O; et les Q; sont des
solutions de (6). Donc, parmi ces fonctions, il y en a au plus
n— s indépendantes; il N’y en a pas moins, sans quoi elles sa-
tisferaient & un systéme complet de plus de s équations, par suite
a quelque équation qui ne serait pas conséquence de (6), lout en
étant commune aux deux sysitémes (1).

D’autre part, le nombre des solutions indépendantes de (1)
est bien n — (p + q — s).

Les conditions sont suffisantes.
En effet, supposons-les remplies : toute solution commune aux
deux systemes (1) est de la forme

(7) 6,‘:0,‘(01,...,O,,_,,)z'f,[(ﬁl, ...,1.!,,__,]),

et il y a n—70 solations indépendantes de cette forme, avec
V=p+q—s()

Dés lors, le systéme complet dérivé de (1) comprend évidem-
ment p 4 ¢ — s équations. Donc, si les deux systémes (1) ont
w équations communes, et p + ¢ — © équations linéairement in-
dépendantes, on a w 2 s, c’est-a-dire que ’on pourra trouver exac-
tement w des expressions Z; .qui soienl fonctions linéaires des Y;
etde Zy, ..., 7y_o. En raisonnant comme sur les systémes (3)
et (4), on pourra mettre ces w équations sous la forme

(8) Yi=o, Ypo=o0 (w2s).

(') Sans quoi, en I'adjoignant au premier systéme (1), on en déduirait un sys-
téme complet de plus de p ¢quations admettant n — p solutions indépendantes.

(?) Ces équations sont résolubles par rapport a4 n—.0 des quantités O,, ...,
0,_, par exemple, car sinon il y aurait entre les 6, au moins une relation, et les
n — 6 solutions 8, ne seraient pas indépendantes.
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Soit W'y, ..., W,_, un systtmc de solutions indépendantes
de (8) : Q; et O satisfaisant au systéme (8), on aura

i =Ty, oy, W),

\Sl
(9) : . )
! Of:.fj(ll'lv-'-a“n—m)e

et les Q; et O; seraicnt fonctions des 2 — w fonctions Wy. Donc,
en éliminant W%y, ..., I',_, entrc ces n — p + n — ¢ relations,
on obtiendra au moins

C=n—p+n—g—(n—w)=n—(p+qg—uw)

relations entre les Q; et O;. Parmi ces fonctions, il y en"aura au

plus

R—p+n-—g—=8=n—w
indépendantes : d’aprés Phypothése

n—w=n—s,

[CRSER

Il en résulte w =s. Parmi les équations (1), il y en a exactement
p + g — s indépendantes; le systéme complet dérivé compre-
nant p -+ ¢ — s équations indépendantes, il en résulte que les
équations (1) forment déja un systéme complet.
Cc. Q. F. D.

Interprétation géométrique. — Supposons que (1) forme un
systéme complet a p + g —s équations indépendantes. Le théo-
réme | est alors applicable.

Cousidérons I'ensemble des multiplicités

P Q= ay, Qu_p = ap—p,

(10)
Q({ O0,=ay, ceey On—q = an—gq;

soient I, un point quelconque (z3, ..., zy) de position générale
el P, celle des multiplicités P qui passe par Iy, d’équatiions

(11) Q=af, ceey Qn_p=2f_p.

Formons les équations de la multiplicité M engendrée par
toutes les multiplicités Q quirencontrent Py. Une multiplicité Q,
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de Q qui rencontre Py a ses équations de la forme
(12) O, = a,, ceey Opn—q=an—q

el, pour tout point de I'intersection, (11) et (12) ont licu simul-
lanément.
D’aprés les équations (7), on aura & la fois

(13) 0;(aiy .o, @n—gq) = qi(ay, Sy ad_y) [i=r2,..,0—(p+qg—s)

et n—(p—+q—s) des équations (12), les derniéres, par
exemple, sont des conséquences des équations (11) et des
(p — s) premiéres équations (12).

On a ainsi entre les coordonnées d’un point de I'intersection
n — s équations qui représentent une multiplicité R a {25 degrés
de liberté et qui est I'intersection de Py et de Q,.On a{=s:
sinon une des équations O, =a,, ..., O, s=a,_,; la derniére,
par exemple, serait une conséquence des autres ct de (11), et il
ne peut en étre ainsi en général ('), puisque parmi les fonctions O
et Q il y en a exactement n —s indépendantes. Or, parmi
les constantes «; de (12), n — (p + q —s) sont fonctions de
@yy -« oy @p_g et des af, d’'aprés (13), par exemple. Si donc on éli-
mine les a; entre (12) et (13), on obtient le lieu des multiplicités
Q qui coupent Py. Ce lieu est

(14) 0;(0y, .. »On—q)z’ﬂi(z?;”'a19:—7)'

Réciproquement, toute multiplité Q, située sur (14) coupe Py,
car, pour Q,, les a; salisfont aux équations (13) et l'intersection
de Q, et de Py est déterminée par n —s équations indépen-
dantes.

Ceci posé, nous remarquerons, si Q, est la multiplicité Q qui
passe par Il,, quel'on a

(15) 0, 0,,...,0,,-,,):-:,,-(Q,,...,i!,,_,,)zn,-(z?,...,a})_,,):(),-(a‘;, ...,(l,}’,_q).

Si I'on avait cherché a obtenir le lieu des multiplicités P qui

(') Comparer, par exemple, JorDAN, Cours d'Analyse lithographie¢ de
I’Ecole Polytechnique, premiére division.
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rencontrent (Q, on edl ¢1¢ conduit aux équations
(16) ":i(gl --.,.‘-3;,_,,):0[((1?,...,(13_,1),

qui, d’aprés (15), sont identiques aux équations (14). Les multi-
plicités (14) et (16) coincident donc.

Ainsi :

Quand les équations (1) forment un systéme complet de
p —+ q — s équations indépendantes, soient

) — —
( P, Qp = =z, ey Qup=12p_p,

(10)

-
=
=

1=y, ) Ou—/[: Ap—q,
les deux divisions de 'espace déterminées par les deux systémes (1),
0:(Opy ooy Ony) =1(2Q1, oo o3 Qpy) li=1,2, ..., n—(p+qg—s3s)],

les solutions communes aux deux systémes (1), P, et Q, deux
multiplicités quelconques des deux divisions (10) qui se coupent.
Le lieu des multiplicités Q qui rencontrent P, coincide avec le
lieu des multiplicités P qui rencontrent (), et est une des multi-
plicités

(17) ;= const. le=1,2, 00, n—(p+q—s)].

Ces derniéres équations représentent une division de l’espace
dont chaque multiplicité R est engendrée au choix par des mul-
tiplicités P et des multiplicités Q.

Dans quelle mesure peut-on établir une réciproque ?

Counsidérons deux systémes complets (1) tels que le systéme
complet dérivé ait p 4+ ¢ — s équations indépendantes, (2) repré-
sentant encore deux systémes de solutions indépendantes des deux
systémes (1), et les multiplicités (10) correspondantes. Supposons
que le lieu des multiplicités I’ qui rencontrent une quelconque des
multiplicités Q soit une multiplicité d’équations

A
0;= const.,

la méme multiplicilé élant en méme temps le lieu des multiplicités
Q qui rencontrent une multiplicité I,
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Tout lieu de multiplicités P a ses équations de la forme
P q

'

(L2, .00, Q,_)) = const.

o
D’aprés Phypothése, les équations 6;= const. deviendront
(18) 3i{(Q1, ooy Q) = 1i(0y, oty Op—y) = const.,

les fonctions ¢; étant évidemment indépendantes.

Les ¢; sont ainsi des solutions communes aux deux systémes (1) :
soit § leur nombre : E<n — (p +q —s).

D’autre part, en raisonnant comme précédemment, on voil que
les deux systémes (1) ont w équalions communes, avec ® s, cl
comprennent p + ¢ — w équations linéairement indépendantes.
Ces w équations seront de la forme (8) et 'onauraencore (9). On
en conclura au moins n-— (p + ¢ — w) relations entre les Q; et
les O, dont n — w au plus seront indépendantes. Admettons que
parmi les fonctions Q et O il y en ait exactement n — o indépen-
dantes avec pZw. L’intersection d'une multiplicité Py et d’une
multiplicité Q ayant un point commun avec P, est une multipli-
cité R & ¢ degrés de liberté. Soient

(19) 2(04y ey Onegy 4, oo, Quep) =0

lesn —p+n—q—(n—p)=n—(p-+ q—p)relations entre
les O et les Q. On en conclura n — (p + g — 7) relations

(20) Mi(@ry ooy dnegy &, oy al_p) =0,

nécessaires pour que () coupe P,. Le lieu des multiplicités Q sera
la multiplicité S
)\i(oh ey Ou——lp “?! RN a}’,_,,) = 0,
et toute multiplicité Q, située sur S coupera Py, car, pour Q, les
a; satisfont aux équations (20) et I'intersection de Q; et P, cxiste
et est déterminée par n — p relations. Ou a
n=(p+g—p)=kin—(p+q—9),

d’olt wSp<Ss, avec sSw, c'est-d-dire p = w = 5. Parmi les fonc-
tions Q;et Oy, il y en a ainsi n — s indépendantes exactement; les
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relations (18) sont au nombre de n — (p + ¢ — s), el les deux
systémes (1) onl s équations communes exactement.

v C. Q. F. D
On ¢n conclut :

‘utorimr L. — Soien
1 11 S ¢

(Yi=o, RN Y,=o,

(1

2Z1=0, ceey Z,/:()
deux systémes complets,

(1) QL ey Qg
01, +.y Ouyg

deux systemes de solutions indépendantes de ces deux sys-

témes,

‘ P, Qp = gy, e Qn—p = Gn—py

v E) = DY  — —  —
) Q 01 = ay, s (O q = Qn—q

les deux dicisions de Uespace correspondantes. Par tout point
N, de Uespace passe une multiplicité Py, de P et une Q, de ().
Lc condition nécessaire et suffisante pour que U'ensemble des
équations (1) forme un systéme complet de p + q — s équa-
tions indépendantes est que, quel que soit le point I, (de posi-
tion générale) le lieu R des multiplicités Q quirencontrent P,
coincide avec le liew des multiplicités P qui rencontre Q,;
U’ensemble des lieux R est alors une division de lespace
p + q— s degrés de liberté

@1 = const., v, On—(p+q—s) = cONst.,

les premiers membres de ces équations formant un systéme de
solutions indépendantes du systéme (1) ('). €. Q. F. D.

(') Comparer GoursaT, Legons sur l’intégration des équations aux derivees
partielles de premier ordre, p. 8o. Paris, 189r.
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M. E. Lesorne fait la Communication suivanle :

Détermination simple de la direction des axes d'une conique.

Les méthodes classiques pour trouver la direction des axes
d’une conique conduisent a des calculs, souvent assez compliqués,
qui manquent toujours d’élégance, de symétrie, et donnent un
résultat définitif ne correspondant 4 aucune image géométrique,
ne menant point a une construction simple. La présente Commu-
nication a pour but d’indiquer une solution générale exemplte
des défauts inhérents & la méthode classique. Elle repose sur un
théoréeme de Géométrie élémentaire fort connu, dont voici
I’énoncé :

Si M est un point du cercle circonscrit a un triangle ABC,
les bissectrices des angles que fait un cété avec la droite qui
joint le point M au sommet opposé ont la méme direction,
quel que soit le cdété considéré.

Donc, a chaque groupe de deux directions rectangulaires cor-
respond un point du cercle circonscrit, lequel délermine ces
directions et réciproquement; nous dirons pour abréger : point M
correspondant a telles directions.

On arrive sans dilficultés a calculer quc :

Si

le+my+~nzt+ofys+agse+2hay =o
est U'équation générale d’une conique en coordonnées nor-
males, le point M correspondant a la direction de ses arxes «
pour coordonnées normales

a
b2 —c)y+az(m—n)+2g8ac — 2hab’

(1) ceny
résultat fort simple, car il faut considérer qu’il doit contenir les
six coefficients de 'équation générale.

Lorsque la conique est circonscrite au Lriangle de référence, le
point M est évidemment le quatricme poinl commun & cetle
conique ct au cercle circonserit.
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Dans la pratique, les calculs se font le plus souvent avec rapi-
dité ou méme donnent immédiatement le résultat. ‘

Pour les coniques remarquables du triangle, i cause de la
symétrie, on n'a qu’a calculer la coordonnée z, les autres s’en
déduisant par permutation circulaire des lettres a, b, ¢, I, m, n.
On raméne donc immédiatement la détermination des directions
de leurs axes a la connaissance d’un point remarquable du cercle
circonscrit; mais comme, en général, on arrive ainsi & un point
remarquable déja étudié que I'on sait construire simplement, la
queslion est complétement résolue par une détermination géomé-
trique et imagée, au lieu de Iétre par des formules compliquées
de radicaux et qui ne disent rien.

Voici comme exemples 'indication de quelques applications :

1. Les axes de la conique

Nap—ays— ¥ [be+(p—b) (p—c)lys =o.

qui passe par les points ol les tangentes au cercle inscrit paral-
leles aux cotés coupent les autres cOtés du triangle, ont pour

point M le point ?;—-]—_c’ ..+, car la substitution des coefficients

dans (1) donne ‘successivement

. a
Va(p —a)(b2—c2)+a[b(p—a)—c(p—c)]
—aclac+(p—c)(p—a)+ablab+(p—a)(p—0b)])
a
ap(br—c?) +a[— b2+ 2+ b(p—a)—c(p—c)—c2+ b2
—ac(p—e)(p—a)+ab(p—20)(p—a)
a
ap(b*—c*) +abp(p —b) —acp(p—c)’
1 1
(br—c)+b(p—b)—c(p—c)’

s ey
)

g seey

2. Les axes des coniques de Cesaro (coniques telles que la
somme des carrés des distances de chacun de leurs points aux

Lrois cOtés soit constante) ont pour point M le point

R

a
b2 — c2

3. Les axes de la conique d’inertie du triangle (réduit & trois
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masses égales a Punité, placées en ses sommets), ont pour point M

le point de Steiner ————,
a(b2—c?)

4. Les axes de I’hyperbole équilatére qui passe par le hary-
centre, par les centres des quatre cercles Lritangents au Lriangle

2 ata(b2—c?)=o,

i
@l (b + ¢t — a2 (02 -+ c'l)]’

et a pour ¢qualion

-ooy Cest-a-dire

ont pour point M le point

le point de Tarry.

3. Pour montrer 'extréme commodité¢ de cette méthode, nous
citerons encore la conique dont I'équation est

Z (/)——a).r‘-’-—z ays=o,

étudiée pav M. de Longchamps (A. 7. A. S., Congres de Nancy ;
1886), elle a pour centre le centre du cercle inscrit et elle passe
par les pieds des bissectrices intérieures. M. de Longchamps
renonce a déterminer la direction des axes par la méthode géné-
rale (car il y arrive autrement par un artifice géométrique ingé-
nieux). Il dit : on ne peut vérifier directement la proposition
que par des calculs trés laborieur et que nous n’avons méme
pas poussés jusqu’aw bout, par suite des complications qu’ils
semblent présenter.

Avec notre formule générale on trouve immédiatement que la
direction des axes de cette ellipse a pour point M le point

a

(p—a)(br—c)—ar(b—c)’

ou

a
W= )[(b+cyr—a(b+c)—a2a?| B

ou

a

(b—=c)(ra—b—c)’

oo o

ce qui est le point correspondant a la direction de la droite qui
joint le centre du cercle circonscrit au centre du cercle inscrit et
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a la direction perpendiculairve, laquclle est celle de P'axe anti-
orthique
X4y 4-5=o0.

La transformation continue {voir V. 4., p. 20; 1893) montre
immédiatement qu’il y a trois autres coniques transformées con-
tinues de celle qu’a étudiée M. de Longchamps et jouissant des
mémes propriétés, lesquelles se déduisent par transformation con-
tinue des propriétés établies pour la premiére, coniques que
Fauleur n’a pas remarquées.

SEANCE DU 17 AVRIL 1901.

"RI:ZSII)ICNCE DE M. l)'()C,\GNE-
Communications :

M. Carvallo : Sur le cerceau et les cycles.

M. Lovett présente un appareil stéréoscopique de M. Greenhill.

M. Lindemann : Sur les chiffres ches les anciens.

M. Walther Dyck : Sur des intégrales triples de Kronecker.

M. Borel : Sur les fonctions méromorphes.

M. Hadamard : Sur Uéquilibre élastique d’une plaque circu-
laire non encastrée.

SEANCE DU 1 MAI 1901.
PRI::SII)E.\'CIE DE M. D'OCAG‘.\'E.

Elections :

M. Hancock (Harris), présenté par MM. Darboux et d’Ocague;
M. Angiboust, présenté par MM. Rafly et Servant, sont élus
membres de la Société & 'unanimité des membres présents.

Comm unications :

M. André fait hommage a la Société d’une brochure dont il est
Pauteur et qui traite de la comptabilité des assauts complets.
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M. Demoulin : Sur une propriété des courbes algébriques et
des surfaces algébriques.
M. Rally : Seur les surfaces a lignes de courbure planes.

M. Aongiboust : Sur les surfaces W a lignes de courbure
planes dans un systéme.

SEANCE DU 13 MAI 1901.

PRESIDENCE DE M. TOUCHE ET DE M. D'OGAGNE.
Communications :

M. Servant : Sur la déformation du paraboloide.

M. Demoulin : Sur une propriété caractéristique des sur-
Jaces de M. Voss.

M. Laisant : Sur U Annuaire des mathématiciens.
M. Epmoxn MaiLper adresse la Note suivanle :

Sur certains théorémes de Géométrie cinématique.

Nous nous proposons d'indiquer ci-dessous par un ou deux
excmples les extensions simples dont sont susceptibles plusieurs
des propriétés.indiquées par M. Mannheim dans ses Principes et
développements de Géométrie cinématique (') :

Tutorkme. — Soit un systéme invariable mobile dont les
positions dépendent d’un ou deux paramétres. A chaque
point p(X,Y, 1) decesystéme, faisons correspondre un plan P

AX,+ BY1—FCZ1+D=O

(OXYZ axes fixes), les coefficients de son équation dépendant
rationnellement de X, Y, L et de leurs dérivées par rapport
aux paramétres variables.

Pour une position quelconque du systéme, considérons :
1° les points p qui sont sur une courbe unicursale et les plans P
correspondants; U'ensveloppe de ces plans P est une surface

(') Gauthier-Villars, 189%.
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réglée unicursale dont U aréte de rebroussement est unicursale ;

2 les points p quisont sur une surface unicursale et les plans P’
correspondants; leur enveloppe est unicursale.

En effet, soient

XN=Xy+a«ax+0by—-c

u

(1) Y =Yoo+ r+byy+c 3,
( L=%y+ar+by—+cyz

les équations qui définissent les trajectoires de chaque point du
systéme invariable mobile (O xy s axes mobiles, fixes par rapport
au systéme invariable mobile), X,, Yo, Zy, @, ..., ¢, dépendant
d’un ou deux paramétres variables ¢ ou w« et ¢, suivant que le
mouvement est & un ou deux degrés de liberté.

A chaque position de p(z,r,z, X,Y,7) sur sa trajectoire,
nous faisons correspondre le plan P.

Considérons les points p qui sont sur une courbe C ou une
surface S unicursale, dont les équations en z, y, 5 dépendent
d’un ou deux paramétres variables ¢, ou w«, et ¢, et les plans P
correspondants.

Pour une courbe G, I'enveloppe des plans P s’obtient en con-
sidérant les équations

‘ AXy+BY;+ CZ;+D = o,

2 Do dA dB, dC  dD
() '\‘\';—ll—l—F 12;T+/.|E+7”l=0

Dans tous les cas, les dérivées de X, Y, / par rapport aux para-
métres variables, c’est-a-dire les dérivées de X, Y, Z relatives au
point p sur sa trajectoire (courbe ou surface) sont rationnelles
en ¢y ouenu,et¢,. Il en est de méme de A, B, C, D, et 'on
déduira de (2) X, et Y, en fonclion rationnelle de 7, et de ¢,.
Pour chaque position du systeme invariable mobile, I’ence-
loppe est une surface réglée unicursale.

I’aréte de rebroussement est donnée par (2)et par

. d2A 2B 42 G 2D
K] \)— ~—Y, — 4+ — 4 —
) ! Aar} Vi UA 7 dai; i3

= 0.
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Ce sera une courbe unicursale.

Pour une surface S, Uenveloppe des plans P est écidemment
une surface unicursale.

Des généralisations sont possibles; nous n’insistons pas.

C. Q. ¥. D.

On peut déduire de 1a, comme corollaire, deux théorémes de
M. Mannheim (') en les englobant dans une méme démonstration.

Supposons que A, B, C soient du deuxi¢me degré, et D du
troisiétme en X, Y, Z ct leurs dérivées. Ce sera le cas du plan
osculateur de la courbe trajectoire dans un mouvement & un para-
métre

Xo—X Y, —Y Z,—7Z
(4) dX dy d7. =o.
d:*X a2y a7

Ce sera encore le cas du plan passant par le point X, Y, Z et
dont les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels a X2,
Y2, 72, ou du plan passant par X, Y, Z, perpendiculaire au plan
osculateur el paralléle a une droite fixe.

D’autre part, ce sera encore le cas du plan tangent de la surface
trajectoire, dans un mouvement a deux paramétres,

Xo—X Yo—Y Z,—17

(5) ~\Iu Y;l, 7‘:1 = 0.
X, Y, 7

Ce sera encore le cas du plan passant par X, Y, Z et dont les
cosinus directeurs de la normale sont proportionnels a X2, Y2, 7.2
déja indiqué, ou du plan normal paralléle a une droite fixe.

Le théoréme précédent sera applicable.

Prenons le cas particulier ot la courbe C est une droite D

(6) X = Xy—+ ¢35, Y=Yy+c 3, 7.=Z2¢+cy3

(s remplagant ici ¢,).
Les équations des six plans ci-dessus sont de la forme
Xe(m—+nz—+pz2) + Yy (my+ 1,5+ py5?)

+Za(my—+ ny5 + ps?)+D=o.

(') Loc. cit.. p. 162 el 247.
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La deuxiéme équation (2) devient
(8) X2(n+2ps)+Ys(ny+2p,5)+ Ly(na+2py3)+D.=o.

Le cone directeur s’obtient en éliminant 5 entre les ¢quations (7)
et (8) ou 'on néglige D et D”.. Or, si I'on coupe ce cone par un
plan quelconque Z, =2\, + 3Y,, et si 'on élimine X, et Y,,
on a une équation en 3, de degré 2, en général (). Donc, en
général, ce cone est du second ordre.

Quant a Uenveloppe elle-méme, déterminée par (7) et (8),
sa classe est évidemment égale au plus grand degré de A, B,
¢, D, c’est-a-dire @ 3. Son degré est 4, car si on la coupe par
une droite on trouve quatre valeurs de s.

On obtient ainsi, par une méme démonstration, six théorémes,
dont deux ont été indiqués par M. Mannheim.

Remarque. — On pourra encore considérer le cas ou la courbe G
est une conique mobile et le cas ou la surface S est un plan mo-
bile, étudier également le cas ol le degré des lieux (et de leurs
cones directeurs dans le cas des surfaces réglées) s’abaisse ().
Nous croyons inutile d'insister.

M. Ilipavaro fait la Communication suivante :

Sur l'itération et les solutions asymptotiques
des équations différentielles.

Les travaux de M. Poincaré ont montré comment une solution
périodique d’un systeme d’équations diflérentielles quelconques
¢lail, en général, enlourée d’un cortége de solutions asymplo-
tiques. Dans cerlains cas, toule solution suffisamment voisine de
la solution périodique est par cela méme asymplotique. Dans
d’autres, 'asymptotisme n’a lieu que pour les trajectoires situées
sur certaines surfaces passant par la courbe fermée qui sert de
point de départ. Pour former les équations de ces surfaces,

(") Le degré des déterminants des équations (7) et (8) s’abaisse en effet au
deuxiéme.

(?) Dans le cas ot C est unc conique il y a probablement des cas intéressants
d’abaissement du cone directeur.






