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CHAPITRE PREMIER 

NOTATIONS ET DÉFINITIONS 

Nous introduirons dans ce chapitre les notations et définitions 
qui seront utilisées dans la suite de lfexposé et rappellerons ou 
démontrerons certaines propriétés élémentaires. 

I il - NOTATIONS 

- J étant un ensemble d! indices , | j | représentele cardinal de J. 

- Soit R N l'espace euclidien à n dimensions . R N est donc muni : 

1) du produit intérieur ou produit scalaire : 

V x , y G R N , <x,y> représente leur produit scalaire. 

2) de la norme associée à ce produit scalaire : 

V x E R N , | |x| | représente sa norme, avec || x | | 2 = <x, x>. 

3) de la topologie définie par la norme. 
On notera B6(x) = { x 6 R N : | | x -x | | < e} la boule fermée 
de centre x et de rayon e. 
Si A est un sous-ensemble de R N , on notera A l'adhérence 

O * o 

de A et A son intérieur. Alors Fr(A) = A - A est la fron
tière de A, 

- On identifie tout vecteur x de R B à la matrice colonne dont les 
éléments sont les composantes de x par rapport à la base canonique. 
Si cette matrice colonne est indicée par |J| , avec |J| = n, soit 
j 6 J, X j représente la composante dfindice j de x. 
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- Soit ( R " ) * = £ ( R " , R ) le dual de R B . On identifie tout vecteur 
u de ( R B ) à la matrice ligne dont les éléments sont les 
composantes de u par rapport à la base duale de la base ca
nonique de R Œ . Si cette matrice ligne est indicée par I, avec 111= m, 
soit i 6 I , u1 représente la composante d'indice i de u. 
Soit y E R B , dont les composantes sont notées yls i E I . A y , 
lfapplication linéaire u fait correspondre dans R le scalaire 

u.y = Z uAy , c fest-à-dire le produit de la matrice ligne u par la 
îei , 

matrice colonne y . A toute fonction linéaire u E ( R ) corres
pond un vecteur déterminé u de R" tel que 

Vv E R " , u.v = <îï,v>. 

Les vecteurs de R" représentent biunivoquement les fonctions 
linéaires définies sur R " . On utilisera cette propriété pour 
identifier, dans les interprétations géométriques, un sous-ensemble 
& de ( R " ) (resp. de R" ) et le sous-ensemble isomorphe 
à de R ' (resp. de ( R ' ) * ) . 

- Soit 1 E i ? ( R " , R N ) . Cette application linéaire est représentée 
par une matrice L indicée par IxJ , avec 111 = m et |J | = n. 

Soit i E I . L 4 représente la ligne d'indice i de L. 

Soit j E J . LJ représente la colonne d'indice j de L. 

LJ

t est alors l'élément situé à l'intersection de cette ligne et de 
cette colonne. 

- Soient f : X C R N > R \ 
( avec X H Y / 0 

et g : Y C R N > R ^ 

a) Si . 3ZCXHY ) 
( tels que V x E Z : |g(x) | < X |f(x)|, 

. 3 \ € ] 0 , + œ[ ) 

on écrira 

g = 0(f). 

b) Si V e > 0, 3 Z C Y H Y tel que V x E Z : |g(x)| < e|f(x)| on 
écrira 

g = o(f). 

- Soit 9 : W C R Q > R P . 

Soit x EW . On écrira 9 pour 9(x). 
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Si 9(x) est indicé par J , avec | j | = p , on écrira 9(x) ^ 0 
pour (p, (x) >, 0, Vj € J. 

I $2 - DEFINITIONS 

I $ 2 . A - Convexité, quasi-convexité, pseudo-convexité 

Définition la: fonctions quasi-concaves et quasi-convexes 

Soit 9 : R N > R . 

Î 9 est quasi-concave si V a € R , {y € R N : 9(y) ^ est convexe. 
9 est quasi-convexe si (-9) est quasi-concave. 

Soit 9 : R N > R P . 

{ 9 est quasi-concave si chacune des fonctions coordonnées est 
quasi-concave. 

9 est quasi-convexe si ( -9 ) est quasi-concave. 

Propriété des fonctions quasi-concaves 

LSi 9 : R N > R est quasi-concave, et differentiate en xE R N , 
alors 

dcp 
9(x) >, 9 © — > (x-5E) > 0 

Si 9 est quasi-concave 

9(x) ^ 9(x) = * 9[9x + (1 -0 ) x] ^ 9(x), V e € [ 0 , 1 ] 

Soit (K9) = 9[9x + ( 1 - 9 ) x] 

alors 4>(9) > 9(5E) = (KO) 

donc 

[" > 0 ou encore ^ (x - x) > 0 

L d 9 Je.» d x 

Définition 1 b : fonctions pseudo-concaves 

Soit ? : R" *• R , différentiable en x € A C R" . 

cp est pseudo-concave sur A en x si : 

V x e A, ^ (x - x) ^ 0 ?(x) - 9(x) ^ 0. 
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I On dira que 9 est pseudo-concave si VxGRn, 9 est pseudo
concave sur R N en x. Réf : [33] 

Définition 1 c : ensemble pseudo-convexe en un point 

Soient A C R N , x € A et PA le pseudo-cône tangent à A 
en x (cf. définition 4) 
A est pseudo-convexe en x si 

V x E A, x - x € 1* . 

A est pseudo-convexe si x € A , A est pseudo-convexe 
en x. 

I $ 2 . B - Vecteurs, cônes et pseudo-cônes tangents, cônes polaires 

Définition 2 : Cône. Cône polyédrique 

Soit F un espace vectoriel sur R . 

Q C F est un cône si 1) 0 € Q. 

2> V x € Q | X x € Q . 
V \ > o 5 

Q C F est un cône polyédrique si Q est un cône défini par 
1!intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés dont 

I les hyperplans générateurs passent par l'origine. 

Remarque : Un cône polyédrique est un cône convexe. 

Définition 3 : Vecteur tancent 

Soient A C R N , x G A , et l E R N . 

T £ est un vecteur tangent à A en x si 

1) il existe une suite { \ k } k g M de nombres réels positifs 

2) il existe une suite { x k } k 6 M de points de A conver
geant vers Y quand k tend vers l'infini, 

telles que la suite { \ k (x k - x)} k g | , converge vers 

Réf : [1]. 

Remarque 

Le vecteur nul est toujours vecteur tangent à A en x, VA, 
Vx € A. 
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Definition 4 : Cane et pseudo-cône tangents 

Soient A C R D i et x € Â , 

Le cône tangent à A en x est l1ensemble TA des vecteurs 
tangents à A en x. 

Le pseudo-cône tangent à A en x est l'adhérence PA du 
plus petit cône convexe contenant T A . 

Remarques 

. Le cône tangent est un fermé de RN . 

Réf : 
. Le cône tangent n'est jamais vide, puisqu'il contient au moins 

le vecteur nul. 

Exempte 

x = (0,0) e u * . 

A = \ (x,y) € R 2 : x y = 0 et x+y=^,n entier positif} 

TA = il = (a, P) € R 2 : <xf3 = 0} 

PA = B 2 . 

Théorème I : Cône tangent b un ensemble convexe 

Si . A C R N est convexe 

. x e A 

T A est le cône tangent à A en x 

_ alors V x E A , x - x 6 T A . 
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A convexe ï ^ V x e A > V x e [ 0 > l ] . X x + x E A. 

x 6 A ' 

Soit {\ k> k N une suite quelconque de nombres positifs, infé
rieurs à 1 , convergeant vers 0 quand k tend vers l'infini. 

Soit x k = x + \ (x - x). 

lim x k = x. Soit |ik = ~ - , Vk. Alors lim (i*(xk- x) = x - x 
k -»oo Aujj k œ 

et x - x est bien vecteur tangent à A en x si x est 
élément de A. 

Remarque : Un ensemble convexe est donc pseudo-convexe en chacun 
de ses points, c'est-à-dire pseudo-convexe. 

Théorème 2 : Intersection de cônes tangents 

Si . A, B CR" 

. x E AflB. 

- a l O r S T A 0 B
 C T A N T B E T P A „ B <=PA H PB. 

Un vecteur tangent à A fl B en x est tangent à A et à 
B en x , donc 

T A n B C t A T B * 

or P A n P B D T A O T B , donc P A n P B D T A f l B . PA HP B , inter
section de deux cônes convexes fermés est aussi un cône con
vexe fermé. Dfautre part, P A f l B est le plus petit cône fermé 
convexe contenant T A f l B . Par conséquent 

p . n . C P A D PB. 
Remarque 

La réciproque n fest pas vraie. Il est possible en effet que 
TA fl T B <f T A n B , comme le montre l'exemple suivant : 

A = {(x,y) € R2 : y 4 x 3 } 

B = {(x,y) E R2 : y > 0} 

x = (0,0) E A fl B. 

( Ox1 C TA H T B = x ! O x 

(Ox' <t T A n B = Ox. 
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. ] / A n B 

T * n T » j J > ^ 
x' ///l///ti)WHt!)uWlllllllllllflllll/l/l/x 

Tr 
Définition 5 : Cône polaire ou cône du al 

" Soit Q un cône de R N . 

Le cône polaire (négatif) ou cône dual de Q est l'ensemble T (Q) 
défini par 

F(Q) = { T ) e ( R N ) * : T ) . Ç « 0 € Q}. 

Remarques 

- Pour tout cône Q de R N , 0 6 Q f l T(Q). 

- On identifiera souvent, à un isomorphisme près, T (Q) et 

f(Q) = {v G R N : <v,£> < 0 G Q } . 
Propriétés des cônes polaires 

• VQ cône de R N : 

T (Q) est un cône fermé. 

r [ T ( Q ) ] est l'adhérence du plus petit cône convexe 
L contenant Q. 

Par conséquent si Q est un cône convexe et fermé 

T[r(Q)3 = Q. 

- V Qj , Q 2 cônes de R N : 

. Qx c Q2==>r(Q1) D r(Q2) 
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- - VQi * Q 2 cônes convexes de Rn : 

. r(Qj + Q 2) = r i Q J f l r(Q 2 ) 

. r (Qt 0 Q 2) = r(Q 1 ) + T(Q2) 

Si Qx et Q 2 sont des cônes polyédriques, 
T(Q1) + T (Q2) est un cône fermé, Qt et Q 2 sont 
cônes fermés, donc 

r ( Q l H Q 2) = r (Q t ) + T(Q 2). 

Réf : [16] et [45]. 

I §2.C - Programmes mathématiques 

Définition 6 : Programme mathématique 

Soient 9 : Rn > R et A C R n . 

I On appelle programme mathématique le problème suivant 

Max (9(x) : x E A} 

c'est-à-dire la recherche du maximum dfune fonction 9 sur 
une partie A de Rn. 

On appelle contraintes la condition x E A. 

On appelle solution réalisable tout x satisfaisant aux con-
traintes. 

Remarques 

. Le problème Min I9(x) : x E A} est aussi un programme 
mathématique puisqu'il peut s'écrire 

Max {-9(x) : x E A}. 

. On emploie aussi le mot "contraintes" pour désigner la 
frontière de A. 

Définition 7 : Maximum local, maximum global 

Etant donné le programme Max {9(x) : x E A} et x E A, 

y on dit que x maximise localement 9 sur A (ou est un ma
ximum local pour 9 sur A) si 

3 e > 0 tel que V y E A f| B 6(x), 9(x) >, 9(y). 
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on dit que x maximise (globalement) 9 sur A (ou est un 
maximum (global) pour 9 sur A) si 

V y € A, 9(x) »<P(y). 

Remarques 

. Si x maximise 9 sur A , x est solution optimale du 
programme 

Max (9(x) : x € A}. 

. Si x maximise simultanément les fonctions 9 j , j EJ , sur 
A , on dira que x maximise 9j sur A. 

Théorème 3 : Maximum local et global 

Si . A C R N est convexe 

. x E A 

9 : A > R est concave 

x maximise localement 9 sur A 

L alors x maximise 9 sur A. 

Supposons qufil existe x E A, x / x tel que 9(x) > 9 (x). 
x étant un maximum local pour 9 sur A : 

3 e > 0 : y € A n B 6 (5T)=*>9(y) « 9(x). 

A étant convexe, V \ E [0,1] : \ x + (1-X) x E A, donc 

3*i E ] 0 , 1 ] : \ t x + ( l - \ t ) x E A fl B€(x). 

9 étant concave, V X E [0,1] :<p[\x + ( l - \ )x] > \q> (x) + U-M9CÌE) 

donc 9[X1x + (l-kj) x] > + ( l - ^ ) 9 ® 

> \^>(K) + (l-Tg 9(x) = 9(x), 

ce qui contredit le fait que x maximise 9 sur A Ci B£(x). 

Par conséquent il n'existe pas de x E A, x / x , tel que 
9(x) > 9(x). 

I $ 2 . D - Programmes sous contraintes mixtes. Problèmes de col 

Définition 8 : Programme sous contraintes mixtes 

Soient 9 : R N > R , a : R D > R* , et C C RN. 
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On appellera programme sous contraintes mixtes le problème 
suivant : 

Max (9(x) : x 6 C, a(x) >y 0}. 

. . O n appellera contraintes la condition x G A = {x : a(x) ^ 0}flC . 

Remarque 

On suppose a(x) indicé par L , avec | L| = m. L'hyper-
surface définie par a^x) = 0 où 1 G L , est appelée con
trainte d'indice l . 

Définition 9 : Contraintes actives 

On appelle contraintes actives en x € A les contraintes indicées 
par E C L avec 

fag(x) = 0 

(aL.B(*) > 0. 

On notera L-E = Ë. Si | E | = k , x appartient à la (n-k)-
variété définie par ag(x) = 0. 

Définition 10 : Hypothèses H(G), HO) et E. 

On pose A = {x G R N : a(x) ^ 0}, et A = A fl C . On sup
pose que a est differentiate en x G A . Soient G un cône 
convexe fermé, Pc le pseudo-cône tangent à C en x, PA 

le pseudo-cône tangent à A en x. 

Soit K 0 = e R N : ^ . I > 0 j et soit K g = K 0 Ci G. 

x vérifie l'hypothèse H(G) sur A si (r(K Q ) + r(G) est fermé 

On sera amené à envisager les cas particuliers suivants : 

Si x vérifie l'hypothèse H(G) avec G = R N , ou encore si 
K o = P A * o n dira <l u e * vérifie l'hypothèse H(0) sur A. 

Si x vérifie l'hypothèse H(G) avec G = P c , ou encore si 
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(T(K 0) + T(PC) est fermé 

( K . n P C = P A 

on dira que x vérifie l'hypothèse H sur A. 

Remarques 

Si on pose K = K 0 D Pc , il est facile de voir que 
K „ D K g D K , lorsque G D P c. 

Pour que x vérifie lfhypothèse H(O) sur A , il suffit 
que K 0 = PA . En effet T (K0) + Y (G) = Y(KQ) + r(R n) 

= T(K0) + {0}= T(K0) 

est un cône fermé. 

Si G est polyédrique, T(K0) + Y (G) est un cône fermé. 

Réf : [45] 

Exempl e 
Dans R 2 , un cône convexe fermé G ne peut être que polyé
drique, donc on aura toujours r (KQ) + T(G) fermé. 

Le gradient correspondant à l'une des contraintes est ici nul 
en 3T = 0. K Q D P mais KQ PA , donc x ne vérifie 
pas lfhypothèse H(O) sur A. 

KQ H Pc = P a , donc x vérifie l'hypothèse H sur A. 

Si Gl et G 2 sont deux cônes convexes fermés, 

si GlD (K 0-P A) = 0 , x vérifie l'hypothèse HfG^ sur A, 

si G 2 f l (K 0-P A) j. 0 , x ne vérifie pas l'hypothèse H(G2) 
sur A. 
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Définition 11 : Col. 

Soit : X x U C R N x R" > R , 

1 (xJïï) E X x U est un col pour 4> sur X x U si 

V (x,u) E X x U : cMx,ïï) < (Kx,ïï) <( | , (x ,u) . 

. On emploie parfois le mot "point-selle" à la place de "col" 

. Si (x, û") est un col pour <\> sur X x U : 

Inf {cKx,u) : u E U} = (p(x,ïï) = Sup {<\>(x,û) : x 6 X}. 

Définition 12 : problème de col. 

*- On appelle problème de col la recherche d'un col pour (\> sur 
X x U. 

On appelle solution réalisable du problème de col tout (x,u) 
E X x U. 



CHAPITRE II 

CONDITIONS D'OPTIMALITÉ 

Nous envisagerons dans ce chapitre des programmes mathé
matiques, sous des contraintes éventuellement mixtes, de la forme 
générale Max {9(x) : x E A} , et les conditions, nécessaires ou 
suffisantes, pour que x E A maximise, localement ou globalement, 
9 sur A. 

II §1 - PREMIERE CONDITION D1 OPTIMA LITE 

Théorème A : Première condition d9optimal i té 

Soient A C R n , et x E A , 

9 : R° > R , est differentiate en x. 

Soit PA le pseudo-cône tangent à A en x. 

A. Si x maximise 9 sur A, 

alors ^-€np

A). dx A 

B. Si . 9 est pseudo-concave sur A en x 

. A est pseudo-convexe en x 

• !«'<*.> 
L alors x maximise 9 sur A . 

A . soit l e T A < ^ = = J ~ 3 { \ k } k e H , \ k e R* ) 
(:lim Xk(xk-x)=Ç 

_3{x k } k e M , x k e A , l imx k =x 

x maximise 9 sur A ) 

X k 6 A > — • V k € N, cp(xk) < cp(x) 
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ou cp(xk) - ?(x) = ^ | . (xk - x) + o (||xk - x||) « 0 

\ > 0 = 5 > \ k (xk - x) « - o ( | | x k - x H) . \ k . 

r o ( | | y x | | ) -, / -
l i m [ - o d l . ^ - x I D A , ] - U m ^ - " f j ^ p . X k | | x k - x || J V = ^ g . Ç < 0 

= 0||Ç|| \ 

= 0 . J 

Cette inégalité est vraie pour tout T) limite d'une suite de 
combinaisons linéaires convexes de vecteurs tangents, 

c'est-à-dire : V ^ € PA, ^ . r] ^ 0, ou encore ^ € r ( P A ) . 

B - i e r ( p > ' ) d -

A pseudo- \ CakçCxJ-çtxJ^O, 
convexe en x J ?^ J À 

/ j A — ( V x E A 
9 pseudo-concave sur A en x\ * 

Remarques 

. Dans la suite du chapitre, on envisagera le programme sous 
contraintes mixtes suivant : Max {9(x) : x E C, a(x) ^ 0} , 

où 9 : R B > R , a : R N » R \ C C RN. 

Soient A = {x E R N : a(x) > 0} et A = A H C. 

Soit x E A. E sera l'ensemble des indices des contraintes 
actives en x. PA, PA et P c seront les pseudo-cônes tan
gents respectivement à A, à A et à C, en x. G est un 
cône convexe fermé. 

. Si a est différentiable en x, 

soient KQ = J£ E R N : ̂  . 1 ^ 0 ^ , 

K g = K 0 fl G, et K = K 0 fl P c . 
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Corollaire : Théorème 5 : 

Si a est différentiable en x, 
alors . PA C K 0 

. PA C K C K 0 

. V x € A, - ag(x) ^ - ag(x) = 0. 

x maximise (-a g) sur A , et, d'après le théorème 4 : 

dâ". dâ" 
V j € E : - G T(PA), ou encore ^ . Ç > 0 V l e PA 

donc PA C KQ. 

• P A s PAncC P

A H Pc (théorèmes)? 
H P A C P À N P C C K 0 N P C C K 0 

PA c K 0 ) 
c'est-à-dire PA C K C K 0 . 

Remarque: Comme K 0 D K D PA, H(O) = ^ H . 

II §2 - SECONDE CONDITION D'OPTIMALITE : CONDITIONS DE 
KUHN ET TUCKER GENERALISEES 

Pour le programme Max {<p(x) : x G C, a(x) ^ 0}, G étant 
un cône convexe fermé, ces conditions s'écrivent : 

f u > o / u ^ o 

(1) B u e d - r : ! J + u ^ 6 r ( G ) o u ( 2 ) 3u6(B")* et v € r ( G ) : ) g + u ^ = v 

l ua(x) = 0 l ua(x) = 0 

Les composantes de u seront appelées "multiplicateurs". 

II §2 - A. Conditions suffisantes 

Le théorème 6 adapte des résultats de [36] aux programmes 
sous contraintes mixtes et aux conditions de Kuhn et Tucker géné
ralisées. 

Théorème 6 : Optimum local 

Si . 9 et a sont deux fois continûment différentiables au 
voisinage de x 

JL . au voisinage de x, x E A = > x - x € G. 
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. les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé
rifiées en x et 

3E» C E, E f / 0 : uE* / 0, uL'r = 0 

dâ~; "\ 

• v h * °- - r i - • h • ° / - 7 7 — -
_ y — ï . d

 h < o 
h = 0 ) d X Î 

dx / 

L alors x est un maximum local strict pour 9 sur A. 

N. B. h représente la matrice-ligne transposée de la matrice-
colonne h. 

Supposons que x ne soit pas un maximum local strict : 

/ x k € A, xk / x V k. 

3 { X k > k « N : ) x k = * 

/ n*t) ï 9(x) 

On peut supposer de plus en raison de la compacité de la 
sphère unité, que 

x k - X 

lim = h 4 0. 
k " œ I | x K - X | | 

Au voisinage de x, x k 6 A — » x k - f € G ^ r  

g . + u ^ . € r ( G , d x J 

x k - X 

G étant un cône fermé : lim = h €E G 
l lx k -x | | 

d o n c fë+ulr] h 4 0 

x k e A = > aE(xk) » 0 ) 
} = * a.(x ) - aB(x) » 0 

ag(x) - 0 ) 
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daj _ _ 
ou, V j € E : a ^ ) - a , ® = . (x k-x) + o(||x k-x||) 

[ dâT (x k-x) - i 

• 5 7 . — + 0(||xk-x||) .||xk~x||^0 
| |x k -x | | J 

[ dâT x.-x "1 dâ~ 

l|x k-x|| J 

d(p 
a) Supposons que , h < 0 

cpfx^-qKx) r g - xk-x _ "j 
ou encore que lim = liml +0(||xk-x||)|<0 

* ~ | | x k - ? | | — L d x
 ||xk-x|| J 

Alors 3N > 0 : k > N 9(xfc) - 9(x) < 0, car xfc / x Vk, 

d9 
ce qui est contraire à lhypothèse. Par conséquent :>0. 

b) Supposons que 

da~ 
3 E" C E» , E" / p : Vj G E M , . h > 0. 

Alors . h ^ -uB" . -r^- . h < 0 
dx dx 

ce qui, d'après a), est contraire à l'hypothèse. 

Par conséquent -g^- . h = 0. 

dcp 

c) Il faut donc que -ĝ - . h = 0. 

Soit c|;(x) = 9(x) + ua(x). 
~"5~" 

~ d (b 
Alors h . — . h < 0. 

dx2 
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- <MÎ) = * ± . ( x k - x ) + I ( x k - x ) i j ± ( x k - x ) +o(|| x k - x | | 2 ) 

« 2 ( X k ""^ • d x T - ( x k " x )
 + ° ( l l x k - x | | 2 ) 

^ «IfrJ-frff) „ J „w I" d ^ ( ^ r î ) t o ( l l x t - x l l 2 ) - | 
k - H V x| | 2 ^ 2 k -"L||x k -x| | ' dx» | | x k - x | | Ij^-xll2 J 

1 Z d \ ^ ç - h. —L . h < 0 
* d X 2 

alors 3N' > 0 : k > Nf <\>(xk) - c|,(x) < 0 

et cp(xk) < (\>{xk) < 4,(x) = cp(x) 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Il n'existe donc pas de telle suite {x f c } et x est bien un ma
ximum local strict sur A , 

Lemme 

Si , A ou A est convexe 

. 9 et a sont différentiables en x* G A 

. Vx e A , x - x e G 

. les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé
rifiées en x 

alors ^ . (x - x) ^ 0, Vx e A . | dx 

x € A i x - x € G ) -r- x 

_ — ( £ • • £ ) • M , , a i 

Si A ou A esi convexe 

x,x 6A , Vee[o, i ] : (î-e) x+exeA) 

\ =>aE[(l-e)x+9x]^aB(x)\ 
a * W = ° ) / dT 

> =̂57" • ( x- x ) > 0 

aE différentiable \ 
en x y 
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u i = 0 ) — v da / —v î f = = 5 > - u — . ( x - x ) « 0 / 

u E£0 ) > = * > •7—-. ( x - x ) ^ - u . . — . (x-x) ^ 0 
Y (1) l d x d x 

Théorème 7 : Optimum global 

Si . A ou A est convexe 

. 9 et a sont differentiates en x E A 

. V x 6 A, x - x E G 

. (a) 9 est pseudo-concave sur A en x , ou 

/9 est quasi-concave et continue 

. les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé
rifiées en x 

L alors x maximise 9 sur A. 

(a) V x E A, T-^-. (x-x) ̂  0 d'après le lemme'J 

V - * q > ( x ) - < p ( x ) * 0 

9 est pseudo-concave sur A en x J 

<P> 3 x 0 € B " : ( X o « x ) < 0 

Soit x E A. 

Î
e E [ 0 , 1 ] 
x (9) = x + e(xQ-x) 
x (9) = x + 0(x o-x) 

g. [x(9)-x] = 9 . ( x 0 -x ) < 0, ve > 0. 

g . [x (9 ) -x (9 ) ] = ( 1 - 9 ) . j j j . ( x - x U O , Vee[0fl].cfaprès 

le lemme. 

Donc [ * ( e ) - S « g j . We)-x(9)]+^. lpc(9)-x]<0, V9E]0,1] . 
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9 étant quasi-concave, ceci implique que 9(x(0)] < 9 (x). 

Or lim x(0) = x et lim 9[x(9)] = 9<x) , puisque 9 est 
e+o e + 0 

continue. 

Donc V x G A, 9(x) ^ 9(x). 

II §2 - B. Conditions nécessaires 

Théorème 8 

Si . 9 et a sont différentiables en x G A 

. x vérifie l'hypothèse H(G) sur A 

. x maximise 9 sur A 

alors les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont vé
rifiées en x. 

d9 
. Si x maximise 9 sur A, d'après le théorème 4-A, ̂ G T (PA ) 

P A ,K Q et G sont des cônes \ 
convexes fermés / 

r(K0) + r(G) est fermé ? = * T ^ = r ( K o > + F ( G ) -

K 0 fi G = PA ) 

Donc 3 a G T ( K 0 ) et p G r(G) tels que ^ = a+p. 

. Soit B = jb : b=uE ( - ), uB > oj. 

VT) G T ( B ) , u E — y . T] v< 0 Vu« >, 0 — . T] « 0 = = M 1 € K , 

Donc T(B) C K 0 = > T ( K 0 ) C T[r(B)] ) 
>—>r(K0) C B. 

B cône convexe fermé ) 

r ^ l ) 
. a € T (K ) = * • 3u"»0 : a=u» I — -=— I 7 _ _ 

L a* J ( <J9 da 
- / d T + u d x " e r ( G ) 

Soit u = [u" uE] avec u*=0 y 
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Applications 

Si x vérifie l'hypothèse H(G) avec G = P c , on retrouve 
les résultats classiques suivants : 

(1) Si C = R N , P c = G = R N , T(G) = T(PC) = {0}. 

On obtient les conditions dfoptimalité suivantes : 

Max 9(x) 

a(x) £ 0 3 u ^ 0 

/ \ dcp da n (x) - I + u — = 0 dx dx 

ua(x) = 0 

(2) Si C = R* = {x € R N : x 0}, C D C 1 = {x € R N : x * x}. 

Alors Pc D Pc. = R» et T(PC) C r(Pc.) = r(R^) = [ < R n f ] . 

C étant c o n v e x e , x - x € P c V x 6 C \ ( x = O G C — * x ^ o ) 

Soit Ç e T (P C ) \ / x = 2 x € C — * £ . x < 0 ) 

T(G) = T(PC) = { £ e ( R V : S < 0 , Ç.x = 0}. 

On obtient les conditions d'optimalité suivantes : 

Max 9(x) 

a(x) ^ 0 3 u ^ 0 

d9 dâ A x ^ 0 -T- + U — ^ 0 dx dx 

(S*-I) -î - • 
ua(x) = 0 

II §2. C - Etude des conditions de Kuhn et Tucker généralisées 

La généralisation par rapport à la théorie de Kuhn et Tucker 
porte sur les points suivants : 
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(a) Les contraintes sont de deux types : a(x) ^ 0 , et x E C, 
où C est un sous-ensemble quelconque de R N . Ceci est 
intéressant lorsque C ne peut être défini par un système 
d'inéquations algébriques (exemple : C = Z N ) . 

(b) L'hypothèse H(G) , soit : KQ H G et PA coincident, et 
T(K0) + T(G) est fermé, est plus faible que les hypothèses 
précédemment énoncées lorsque A = A et G = C = R N . 
Elle s'écrit alors K Q = Pà. 

Î
3<\> : R + * R n , d i f fèrent iable à d ro i t e à l ' o r i - ) 

x 6 R n gine vérif iant 4>(0) = x , c|>» (+0) = \ (x - x) , a v e c > 
\>0 et (\)(0) € A , V 9 € [ 0 , l ] ) 

Ces hypothèses étaient les suivantes : 

(a) Hypothèse de Kuhn et Tucker : KQ = C(x) [29] 

(P) Hypothèse de Arrow, Hurwicz, et Uzawa : KQ = {C(x)}, 
où {C(x)} est le plus petit cône convexe contenant 
C(x). [4] 

(Y ) Hypothèse d'Abadie : KQ = T A . [1] 

L'hypothèse analogue dans cet exposé est H(O) , elle est 
liée aux hypothèses a, f3 et y P a r l e s relations sui
vantes : 

[ C H(O) 
a C Y ) 

où la relation A C B signifie que lorsque x vérifie 
l'hypothèse A, x vérifie a fortiori l'hypothèse B. 

(c) Lorsque C = R N , si l'hypothèse H(O) n'est pas vérifiée 
en x , on peut dans certains cas trouver un cône convexe 
fermé G tel que x vérifie l'hypothèse H (G) sur A. 
Comme K D P , l'hypothèse H(G) ne peut être vérifiée 
que si G D PA\ Si T(PA) + T(K0) est fermé, le choix 
G = PA est satisfaisant, mais conduit au même résultat 
que le théorème 4. 

lorsque PA = { 0 } , on peut prendre pour G le cône 
f (I^) , isomorphe dans R N à r(K Q ) . 

(d) Les conditions de Kuhn et Tucker généralisées s'écrivent 
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i S u > 0 

S + u I e r ( G ) 

ua(x) = 0 
Si KQ est différent de P , et s'il existe plusieurs cônes 
convexes fermés G satisfaisant à l'hypothèse H(G) , le 
plus grand de ces cônes, correspondant au plus petit des 
cônes T(G) , fournira davantage de précisions sur les 
multiplicateurs. 

- Les exemples suivants illustreront ces propriétés : 

Exemple 1 

x = (x t, x2) G R 2 . 

Max cp(x) 

( 0 si x x = 0 \ 

& 1 < X ) = ) T i l 2 ( 

/ - I x 2 - (e 1 - 1) sin — I sinon. ^ 

a2(x) = xx > 0 

a3(x) = x 2 ^ 0 

t X a I / 

0 /f^ \ Xt 
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Soit x = (0,0). 

"o o" 

K 0 = il : 1 0 . I > 0} = (l : ll * 0, 1^0} 

0 1 _ 

C(x) = {C(5E)} = 0x 2 

TA = (x^z) U (0x2). 

Aucune des hypothèses a, p, y n'est vérifiée. 

PA = ( x l 0 x , ) = K,. 

L'hypothèse H(O) est vérifiée. 

Î u > 0 

f + . = e r , . , l - f - o . 

ua(x) = 0. 

Exemple 2. x = ( X j , x 2 ) € R 2 

X 2 

Max 9(x) 

a t(x) = xj - x 2 ^ 0 

a2(x) = x 2 ^ 0. 
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Soit x = (0,0). 

"0 - f 

KQ = il : Q x . I > 0} = il : l2 = 0} = x;0 X l 

C(x) = {Cm = TA = PA = 0 X l . 

Aucune des hypothèses A , P , Y , H ( O ) n'est vérifiée. 

L'hypothèse H(G) est vérifiée avec G = R + x R . 

fU > ° ( 1 + u | , < 0 ( V BXj B X j 

3 u e * » f : ) g + u | | € r ( G ) — 1 

/ h i + u 5 i = o 
( ua(x) = 0. I Bx2 Bx2 

Exemple 3. x = ( x ^ X J ) € R 2 . 

" Max cp(x) 

a t(x) = - x j ^ 0 

_ a2(x) = x 2 > 0. 

X 2 

y y x i 

//////////// V//////////? 
0 
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r o en 

Soit x = (0,0) . KQ = H : [ 0 J • U 0 } « R x H r 

C(x) = (C(x)} = TA = PA = 0x 2 . 

Aucune des hypothèses a, p, y, H(O)n'est vérifiée. 

L'hypothèse H (G) est vérifiée avec G = PA = {0} x R+ = Ox2. 

On retrouve le résultat du théorème 4 : ^ - ^ 0 . 
Bx2 

Exemple 4. 

x 

/á
x 

X 

— • 

Max cp(x) 

a t (x) = -x j + 4x t - x 2 - 2 > 0 

x = (x l # x2) e Z 2 

Soit x = ( 1 , 1 ) . 

K 0 = {1 : [ 2 - 1 ] . U 0 } = H : 21 r 1^0} 

TA = J ^ J {0}. 

G = r(K 0 ) = il : lx + 2l2 = 0,l2 « 0}. 
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L'hypothèse H (G) est vérifiée, avec G = RKT). 

/ u >y 0 

ua(x) = 0 

II §2, D - Hypothèse H(G) et conditions de Kuhn et Tucker 

Thé orme 9 

Si . A est pseudo-convexe en x 

, G est un cône convexe fermé contenant P , tel que 
r(K 0 ) + T(G) soit fermé A 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que toutes 
les fonctions 9 différentiables en x € A et atteignant leur 
maximum sur A en x vérifient les conditions de Kuhn et 
Tucker généralisées 

est que 

L. x vérifie l'hypothèse H(G) sur A. 

LA CONDITION EST SUFFISANTE 

cf. théorème 8. 

LA CONDITION EST NECESSAIRE 

Soit H = {h e R n : h = X(x-x)t \>0, x G A } . \ 

A est pseudo-convexe en x = ^ V x 6 A , x - x G P j S H C P . 
> = * V \ > 0 , \(x-5E)eij;( A 

Ph est un cône \ / 

Soit F = { H } , où {H} est le plus petit cône convexe contenant H ) 

Soit a e r ( F ) = * a r ] 4 0, Vr] 6 F = = > a r ] * 0, Vî] 6 H. 

X > o ) 
S X(x-x) G H = * a M x - x ) < 0. 

x G A ) 

Si X = 1, Xx 4 Xx, V x G A. 



34 

La fonction 9(x) = a x atteint son maximum sur A en x , et 
satisfait donc aux conditions de Kuhn et Tucker en x : 

/ u ^ 0 

3 u e ( R B ) * : ) a + u g e r ( G ) \ 

( ua(x) = 0 / 

u > 0 \ \ / 

aë(x) > 0 ^ 

. Soit £ e K g ? < dâ̂  dâ^ 

. ç > 0 . - * » - — ç > o J 

c'est-à-dire V a € F (F), al 4 0, donc £€r[T(F)] = F puisque 
F est un cône convexe fermé. 

Dfaprès le théorème 5, KQ D PA ) } = * K * = P A * 

— * K « => P A \ 

Par hypothèse, G D PA \ J 

et x vérifie l'hypothèse H(G) sur A , puisque par hypothèse 
T(K 0) + r(G) est fermé. 

Remarques 

Ce résultat généralise les conclusions de [4], en envi
sageant un programme sous contraintes mixtes et les condi
tions de Kuhn et Tucker généralisées. Il convient de re
marquer que l'hypothèse de convexité du domaine A est 
remplacée par une hypothèse de pseudo-convexité en x. 

L'hypothèse H (G) , comme les hypothèses a, p, y, ne 
fait pas intervenir explicitement la fonction à maximiser. 
Il se peut qu'un domaine A soit tel que x ne vérifie pas 
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dfhypothèse H(G) , quel que soit G, mais que cependant 
certaines fonctions diffèrentiables en x et atteignant leur 
maximum sur A en x satisfassent en x~ aux conditions 
de Kuhn et Tucker généralisées. Dans le chapitre I I I sera 
introduite une hypothèse appelée "sup", due à Stoer [48], 
qui tiendra compte simultanément de la fonction à maximiser 
et du domaine A. 

I I §2. E - Critères relatifs à lfhypothèse H(G) 

Théorème 10 

Si . (1) au voisinage de x, x-x E K g =^x E C 

. (2) 3Ï E K g tel que, pour tout j E E : 

a - ou aj est localement convexe au voisinage de x 

P - ou aj(x + atteint son minimum sur K g en 

y - o u ¿ 7 " • 1 * 0 

. (3) G est un cône convexe fermé contenant PA et tel 
que r(KQ) + T(G) soit fermé 

alors x vérifie lfhypothèse H(G) sur A. 

N.B. Si toutes les fonctions a^ j E E, vérifient 2-a ou 2-p , 
on prendra 

l = 0. 

Démonstration : 

- Soient r )EK^ a > 0 et 9 ^ 0 ^ 

S E K g ) ( = * c K 9 ) - x Q O 

Soit (M9) = x + 9(r)+aÛ ) (=>(M9 )€C 

(1) ) 
au voisinage de 0 = 0. 

dâ _ 
- — / n ± r / P \ 
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r d a j 1 ^ -

a - Si aj est localement convexe au voisinage de x : 

1 e K « ) d T f d& J ! 

et au voisinage de 9 = 0, 

9 > 0 = * > aj [(K9)] > aj [(KO)] = aj(x) = 0. 

P - Si s 0 = 0 minimise a^x + £) sur K g : 

VÇ G K g : & J [x + Ç] > & J ( ï ) 

<K6) - x" G K g ) 
> = * aj [4 ( 9 ) ] » a, MO)] = a, (5E) = 0. 

9 > 0 ) 

^ -
- S i d T • 1 > °> 

V a > o. a ^ . I > o ==*|y № ( e ) _ L > o. 

Donc au voisinage de 0 = 0, 

e >, o = > ftj №(e)] * a, [cKo)] = a j ( 5 0 = o. 

- Dans les trois cas, au voisinage de 0 = 0, 

9 » 0 — > a g [4,(9)1 a g [(KO)] = ag (5E) = 0 (4) 

D'autre part ag [cp(0)] = ajfx) > 0, 

donc au voisinage de 0 = 0, 
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0 > 0 — * a g №(0)] > 0. (5) 

> au voisinage de 0 = 0, 0 * 0 = > a[c|;(0)] > 0 ) 
( 5 ) S > = ^ ( K 0 ) e A 

' A = {xeR° : a(x) > 0} \ 

- 4,(9) € C ) 
\ = > ^ ( 0 ) e A . 

<|>(0) € A ) 

T) + a £ = M ^ ) - * est un vecteur tangent À A en x : il suffit 

de choisir une suite {9 k } k € U
 a u voisinage de 3 = 0 , convergeant 

vers 0 : la suite {c|(0k)/k£u de points de A converge vers x , 

la suite [<M0k) - x]| k eu converge vers T)+a£, donc 

Va > 0, T) + al e T A . 

lim T) + QL\ = T) G T , puisque T est fermé. 
a-> ^ A A 

Donc Kg C TA C PA \ 
( s> x vérifie l'hypothèse H (G) sur A. 

(3)) 

Applications 

x satisfaisant aux hypothèses (1) et (3), l'hypothèse (2) sera 
vérifiée en particulier 

. si A est pseudo-convexe en x et a un intérieur non vide, et 

si V j e E , ^ i o. 

a g vérifie alors l'hypothèse 2-y. 

En effet : 

A étant pseudo-convexe en x, A C x + PA. 

D'après le théorème 5, PAC K 0 ) ( = * A C x + I V 

~ P A < = K J 

D'après l'hypothèse (3), PA C G j 

A ayant un intérieur non vide, il en est de même pour K g 

(4)} 
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s i pour j e E , — . i = o u e K f . 

a s ; 

alors d x * ^ = ° V ^ € R ° 

et donc = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

j dad j 
Donc Vj € E, 3 £ € K g : — . I > 0. 

da~j k 

et Vk G E, k / j : — . Ç ^ 0. 

j da 

Soit alors £ = 2 Ç : — Ç > 0. 
J€E D X 

. si chacune des contraintes actives est 

- soit linéaire 

| elle vérifie alors l'hypothèse 2 - a 

- soit convexe 

| elle vérifie alors l'hypothèse 2 - a 

- soit pseudo-convexe sur K g en x 

- soit quasi-convexe avec ~ f 0 

dans ces deux cas, elle vérifie alors l'hypothèse 2-(3 . En 

effet : supposons qu'il s'agisse de la contrainte d'indice j , 
d'après le théorème 7 , les conditions de Kuhn et Tucker sont 
alors suffisantes pour que £ 0 = 0 maximise - aj (x + pour 
£ € K . . Ces conditions s'écrivant ^ g 

Î
dag(x) 

u E > 0 - u E - - a r - - ç o = 0 

da4 dâ~ 
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sont vérifiées si l'on prend uk = \ \ S \ ^ ^ 
(0 sinon 

- soit concave, et E t étant l'ensemble des indices des contraintes 
actives concaves, 3x6x + G : a (x) > 0. 

E i 
a_ vérifie alors l'hypothèse 2-Y. 

B î 
En effet : 

. (x - x) ^ aE i (x) - aE i(x) 

* a (x) 

et il existe 5 : 

^ = x - x G K 0 f l G 

tel que -g-i . £ > 0. 

, si G = R° et si JĴ -- est de rang égal à | E | . 

ag vérifie alors l'hypothèse 2-y. 

En effet : 

- d a E -
soit u > 0 . Il : — . I = u > 0. 

dx 

1 appartient alors à K g = K 0 H G = K 0 H R N . 





CHAPITRE III 

DUALITÉ 

Nous envisagerons dans ce chapitre les relations existant entre 
deux programmes mathématiques dits "en dualité11, entre leurs so
lutions et entre leurs valeurs optimales. 

Ш §1 - PROBLEMES DUALS ET MINIMAX 

Dans [48], Stoer, puis dans [32], Mangasarian et Ponstein ont 
défini deux programmes duals très généraux et un problème de col 
associé. 

Soit Ф : R N x R" > R , 

et soient X С Rn et U С R " . 

1 - Soit £ le premier programme (programme "primai") : 

Sup Inf ф(х,и), 
x € X u € D 

ou encore, en posant (£) = {(x,u) : ф(х,u) = Inf ф(х, r))}, 

Sup Чф(х,и) : (x,u) 6 («)}. 

Soit (x, S) une solution de $ : alors 

ф(х,и) = Sup Inf ф(х,и) = Inf ф(х,и). 
Х б Х u € U û € U 

2 - Soit G> le second programme (programme "dual") : 

Inf Sup Ф(х,и), 
U€0 X € X 
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ou encore en posant ((D) = {(x,u) : ф(х,и) = Sup ф(у,и)} 
y € X 

Inf {ф(х,и) : (x,u) G (OD)}. 

Soit (x*, u*) une solution de Ф : alors 

ф(х*,и*) = Inf Sup ф(х,и) = Sup ф(х,и*). 
u € U x € X » € X 

3 - Soit P* le problème associé (problème "de col") : 

3?(x,u) G X x U : V(x,u) G X x U, ф(х,й") « ф(х,й) 4 Ф(х,и), 

ou encore ф(х,ïï) = Sup ф(х,и) = Inf ф(х,u). 
x € x u € о 

P peut donc s fécrire 

3 ? (x,u") G m П ((D). 

Remarque 
Ces problèmes peuvent ne pas avoir de solution (si l'inf ou le 
sup n'est pas atteint ou si (Ж), ((D) ou (Ж) П (CD) est vide 
par exemple). 

- Il y a équivalence entre le problème de col P* et les deux 
problèmes Ж et CD . 

Lemme 1 
(x,û) est solution de P* (1) 

! 
(x,u) est solution de « et de (D. (2) 

. (D = M 2 ) : 

- Soit (x,u) G ( « Л 

> =»ф(х,и) « ф(х.,й) J 

û G U ) ( =*ф(х,и) ^ ф(х,и) 

(x,û) est solution^ ( 
de P* / — ] >=»ф(х,и) < ф(х,5)/ 

x G X ) 

et (x,û) est solution de 
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- Soit (x,u) G (a>n 
y 4>(x,u) ^ (Mx.u)^ 

x e x ) / 
_ S = » c K x , u ) ^ <\>(xtû) 

(x,u) est solution^ l 
d e P > = > (Mx,u) > (Kx,û) / 
u G U ) 

et (x,û) est solution de (3D. 

. (2) = * ( 1 ) : 

(x,ïï) solution de (3D > (x, û) G (CD)̂  

C ===> (x,ïï) G (<$) H (CD) 
(x ,û) solution de £ = » ( x , û ) G ( £ ) \ 

et (x ,û) est solution de P*. 

Remarques 

Aucune hypothèse de continuité ni de concavité n'a été faite 
sur (\). 

On adoptera les conventions suivantes : 

Inf h(x) = 4-00 et Sup h(x) = - œ 
x € 0 x £ 0 

si h : R Q > R . 

Lemme 2. 

Si (SE) et ((3D) sont non vides : 

V(i . i ) € («) ) 
- , S (Kx,u) S <\>(x,u) (1) 

V ( x . u ) 6 te>) ) 

Inf {<t»(x,u) : (x ,u) € (OD)} s. Sup {<Kx.u) : (x ,u) e («)} (2) 

W i . l i t 

( * ) / 0 = * . 3 ( x , u ) e ( « ) : Vu € U, <Mx.u) « (Kx.u) 

(CD) / p = ^ 3(x ,u ) 6 (CO) : V x e X, ^(x.u) < 4 , (1 .* ) 

u e u ) 
> «=*> cKx.ù) < cKx.u) £ 4.(x,u) 

x 6 X ) 

et cKx.u) £ (|j(x,u). 
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(2) 

(£) et (G)) étant non vides 

V(x, i ) 6 ( « ) ) 
> + ( M ) * * ( M ) 

V(x,u) 6 ((D) \ 

et donc Sup {(Kx,u) : (x,u) G ( « ) } < Inf{4>(x,u) : (x,u) G (CD)}. 

Remarque 

Si ($) et/ou (CD) est vide, d'après les conventions adoptées 

Sup {<\>(xtu) : (x,u) € 0 } = - œ 

Inf (4>(x,u) : (x,u) € 0 } = + œ, 

et la relation (2) est encore vérifiée. 

- La suite du paragraphe reprend l'étude de Stoer, Mangasarian 
et Ponstein, en utilisant toutefois, lorsque cela est possible, 
(théorèmes 12 et 13) des fonctions quasi-concaves (resp. quasi-
convexes) et s. c. s (resp. s. c i ) au lieu de fonctions concaves 
(resp. convexes) et continues, grâce à une généralisation du 
théorème du Minimax de Kakutani [27] et Von Neumann due à 
Sion [46]. 

Théorème II : Théorème du Minimax 

Soit * : (x>u) € X x U > 4>(x,u) € R . 

Si . X et U sont deux sous-ensembles convexes compacts 
de R N et R" respectivement 

. <\> est 

Î continue et concave en x 

continue et convexe en u 

Î
s.c.s et concave en x 

s . c i et convexe en u 

Î
s. c. s et quasi-convave en x 

s. c i et quasi-convexe en u 
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alors 

. Max Min c|;(x,u) s Min Max c K x , u ) . 

x € X u € U u € U x € X 

O 0 

. 3(x,u) G X x U tel que 

V(x,u) G X x U : c|i(x,u) ^ c|;(x,u) < c|;(x,u). 

Démonstration : cf. [46]. 

Définition 13 

Soit cj; : X x U > R , où X et U sont des convexes fermés 

de R N et R B respectivement. 

(\) a la propriété inf en (x,ïï) E X x U si 

3V(u) voisinage fermé de û ] 

>: VuGV(û)nu, cKx.ûl^MaxcKx.u) 

_ 3E C X compact convexe ) x " 

<\> a la propriété sup en (x,û) G X x U si 

3V(x) voisinage fermé de x j 
>: VxGV(x)nX:cKx ,u)^Min <\>(x,u) 

3F C U compact convexe / 

Théorème 12 : Théorème de Stoer 

Soit : X x U > R , où X et U sont des convexes fermés 
de R N et R" respectivement. 

A Si . (\) est continue et concave en x 

et s. c i . et quasi-convexe en u 

. 3(x,u) G X x U : <\,(x,u) = Inf {<|>(xfu) : u G U} (A) 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que 

l (1) (x,u) est un col pour <\> sur X x U 

3u G U : < 

(2) <|> (x,fi) = <MÎ,ÏÏ) 

est que (|> ait la propriété sup en (x,ïï). 



46 

B Si . c|y est s. c.s. et quasi-concave en x 
et continue et convexe en u 

. 3(x,ù) e X x U : c(;(x,û) = Sup {<\>(x,\X) : x e X} (B) 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que 

Î(l) (x,u) est un col pour <\> sur X x U 

(2) (Mx,û) = <Mx,û) 

est que (|> ait la propriété inf en (x,u) 

Réf : [48]. 

B. LA CONDITION EST NECESSAIRE 

Soit (x,ïï) un col pour (\> sur X x U , vérifiant (2). 

Soient E = {x} et V(û) un voisinage fermé quelconque de u. 

V(x,u) e E X (V(û) H U) : (Mx,ù~) = <|,(x,ïï) « (Mx,u). 

<\>(x,u) 4 Max cKx,u) , Vu e V(ïï) fl U, 
x € E 

et (\) a la propriété , finfn en (x,ïï). 

LA CONDITION EST SUFFISANTE 

- D'après le théorème 11 

3(x,u) e E x (V(û) fl U) : 

V(x,u) € E x (V(u) H U), (Kx,u) >, cKx,u) > cKx.fi) (3) 

et tKx,u) = Min Max c|;(x,u) (4) 
u € v(ïï>nu x e E 

(4) ) _ 0 O \ 

Propriété inf en (x,û) \ I 

(3) ) / 

û e V(Û ) n u ; | 

S e x ) / 

http://cKx.fi
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(5)1 
( = * • Vx € X, (Mx.ïï) ^ cKx.û) 

(B)) 

(3 ) ) 
= > V u e v(û) n u, <Mx,û) - <Kx.ïi) < 4,(5. u) (6) 

(5) ) 

- Vu € U, u j: V(iï), 3|J. 6]0,1[ : ù = [|iu + (l-p.) 0] e V(û). 

u € V(5) \ ( ^ ^ ( x . ï ï ) ^ ( x , u ) 

<\; convexe en u = * c K x , u ) <iu|;(x,u) + (l-u.) 4» (x,û)j 

- (6) ) 
\ = * V ( x , u ) e x x U : (Mx,ïï)<cKx,ïï) = 4<(x,û) = cMx.û") < 4-(x,u) 

(7) ) 

A. La démonstration est analogue. 

Théorème 13 : Théorème général de dualité 

Soient $ et (3D les programmes primai et dual définis au 
début de ce chapitre, (<$.) et (CD) l'ensemble de leurs solu
tions réalisables. On suppose que X et U sont deux con
vexes fermés de R N et R" respectivement. 

A. T Si c|; est continue et concave en x 
et s. c i et quasi-convexe en u 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que (x,û) soit 
solution de £ est que 

3u € U tel que (x,u) soit solution de 32 et de CD , 
si et seulement si c|> a la propriété sup en (x,u). 

B. Si <\> est s.c.s et quasi-concave en x, 
et continue et convexe en u, 

alors une condition nécessaire et suffisante pour que (x,û) soit 
solution de CD est que 

3x G X tel que (x,ïï) soit solution de $ et de CD , si et 
seulement si cp a la propriété inf en (x,û). 

Réf : [48] et [32]. 
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A. (x,u) est solution de £ => <\>(x,u) = Inf {4>(x,u) : u G U} 

( * ( x . f i ) = <\>(x,û) (1) 
Théorème l 2 - A = * 3 u G U : l 

I (x,u) est un col pour c[> sur XxU (2) 

si et seulement si <\> a la propriété sup en (x,û). 

( 2 ) ) 
l (x,u) est solution de £ et de CD. 

Lemme l\ 

B. La démonstration, analogue à celle de A, utilise la partie B 
du théorème 12. 

Théorème H : Théorème strict de dualité 

Il est des cas particuliers où on peut montrer que <\> vérifie 
soit la propriété sup, soit la propriété inf. 

On suppose (\> convexe en u , concave en x , et continue. 

A, Tf Si . (5c,ïï) est solution de 

. (Kx,u) est strictement convexe dans un voisinage de û" 

alors (x,ïï) est solution de (D. 

B, Si . (x,û) est solution de CD, 

. c|>(x,û) est strictement concave dans un voisinage de x 

alors (x,û) est solution de 

Réf : [32] 

B. La fonction c|;(x, u) a la propriété inf en (x,û). 

Soit e > 0, et soit A = {x € X : (Mx,u") > (Mx,û") - eh 

x G A 

. A est convexe et fermé. 

. Supposons que A ne soit pas borné. 

Vw t > 0, 3 x t : H x J I = 1 et x + o)t xi G A. 

A convexe * Vp G ]0, w j , x* + px t G A. 
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Si o)â tend vers l'infini, Q = {xA : \\xt\\ = 1, x + x t E A} 
est un ensemble infini contenu dans le compact S = {x : ||x || = 1}, 
il contient donc un point d'accumulation, soit x* . 

Alors Vp ̂  0, x + px* E A, x* étant un point d'accumulation 
de Q et c); étant continue. 

(Mx,û) étant strictement concave au voisinage de x : 

Vp > 0, (\)\x + px*, u] < cKx,û). 

Appelons 6 la différence (|>(x, u) - cp(x .+ px*,u), alors 

6 > 0. 

Soit p > p", alors x + px* = 2- (x + px*) + (l - — ) x. Alors 
P P 

c|>(x + px*,~û) > jjj. (\>(x + px*, u) + (l - cKx, û"), puisque 4; 

est concave en x. On en déduit que 

cMx + px*,û) * - (Kx + px*,û) + P P (Mx,ù") 

p" p 

, , x pô 
« c|;(x,u) - . 

p 

p pouvant être choisi arbitrairement grand. 

Si p > e r , <Mx + px*,u) < (Kx,û) - e 
ô 

et x + px* ^ A , contrairement à l'hypothèse faite. 

Par conséquent, A est borné . 

. Soit V(û) un voisinage de û tel que 

V(u~) fl U = |u € U : | +(x,u) - (Mx,ïï) | « Vx E A . 

Un tel voisinage existe, car c|> est continue, et donc unifor
mément continue sur A x (B fl U) , où B est un compact 
quelconque contenant û. 

(|;(x,u) étant continue 

( \ x + (1 - M x* 6 A. 
Vx* e x , x* e A , 3 \ e ]o , i [ : l 

)(\>\Kx + (l-\)x*, u] = cp(x,u) - e. 

4 
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Soit u € V(u) H U : 

cMx,u) £ cKx,u) - I (x G A) 

> <l>[\x + (1 - X) x*, û] + -

^ (K\x + (1 - X) x \ u] (Xx + ( l - \ ) x* G A) 

>X(\J(X,U) + (l-\)(|;(x*,u) (cp concave en x) 

donc 

(Kx,u) > cKx*,u), Vx*GX, x* ^ A. 

A compact j 
( = ^ M a x c|;(x,u) = Sup (Kx,u), V u G V(u) fi U. 

4; continue en x \ x e A X € X 

(x,ïï) étant solution de C/D : 

c(;(x,û~) < Sup c|;(x,u) = Max C | J ( X , U ) , Vu G V(ïï) fi U, 

et (\> a la propriété inf en (x,û). 

Î (x,û) est solution de S et de CD. 

cMx,ïï) = cKx,û) . 

c|;(x,û) étant strictement concave au voisinage de x, 

o — 
X = X. 

Q. E. D. 

A. La démonstration est analogue. 

III §2 - DUALITE EN PROGRAMMATION MATHEMATIQUE 

Soient cp : R N

 > R , 

a : R N > R" , 

X = C C R N . 
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Posons 4;(x,u) = cp(x) + ua(x) et U = {u E ( R B ) * : u ^ 0}. 

Soit i(x) = Inf (c|;(x,u) : u G U} 

( 9(x) si a(x) > 0 
= Inf (9(x) + ua(x) : u > 0} = } 

/ - oo sinon 

SB s'écrit alors 

P : Sup <9(x) : a(x) > 0} ou Sup (9(x) : x G C, a(x) > 0}. 
xec 

Remarques : . Si {x G C : a(x) > 0} = p, 
d'après les conventions antérieures, le 
sup vaudra - oo. 

. Nous retrouvons pour P le programme 
étudié au chapitre II. 

Le dual (0 de £ s'écrit 

D : Inf Sup (9(x) + ua(x)}. 
u >o x e c 

Remarque : En programmation mathématique, les so
lutions acceptables correspondent à des 
inf ou sup finis, atteints à distance finie. 
On remplacera par la suite inf par min 
et sup par max. 

. Cas particulier : 

Si (1) a et 9 sont différentiables sur C 

(2) C est pseudo-convexe 

(3) 9(x) + ua(x) est pseudo-concave sur C, Vu > 0 

alors, d'après le théorème 4 : 

s(u) = Sup {(Mx,u) : x G C} 

d9 da 

= 9(x) + ua(x) si et seulement si "[^(x) + u ^ M £ T[Pc(x)] 

Pc(x) désignant le pseudo-cône tangent à C en x. 

D s'écrit alors : 

D' : Inf |q>(x) + ua(x) : -g (x) + u ^ | (x) G r LPc(x)]j 
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ou encore, en supposant l f inf fini et atteint à distance finie : 

"Min cp(x) + ua(x) 

D' : g (x) + u jjj(x) G r[Pc(x)] 

u > 0. 

Remarque : Si C = R N ou R° , 

on retrouve le problème dual défini anté
rieurement dans [24] ou [54] par exemple. 

Nous ferons par la suite l'hypothèse que C est convexe et 
fermé. 

Nous pouvons appliquer aux problèmes P et D les théorèmes 
13 et 14, 

Théorème 15 : Théorème de dualité en programmation mathématique. 

A. T Si 9 et a sont continues et concaves, 
une condition nécessaire et suffisante pour que x soit solu
tion de P est que 

Î
(l) (x,u) est solution de D 

(2) ûa(x) = 0 

si et seulement si 9(x) + ua(x) a la propriété sup en (x,u*), 
où u* est non négatif et vérifie 

u*a(x) = 0. 

B. Si 9 et a sont semi-continues inférieurement et quasi-
concaves, une condition nécessaire et suffisante pour que 
(x,û) soit solution de D est que 

Ml) x est solution de P 

3 x G C : 1(2) (x,ïï) est solution de D 

((3) ua(x) = ùa(x) = 0. 

X si et seulement si 9(x) + ua(x) a la propriété inf en (x,ïï)t 

Il suffit d'appliquer le théorème 13. 
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Exemple î. 

Soit P : Max {cp(x) : a(x) > 0> 

o ù - - [ ! ] * • • 
9(x) = - x 2 

a t ( x ) = - ( X l ) 2 

a2(x) = x 2 , 

x 

soit encore 

Max - x 2 

P : -vX) 2 > 0 

x 2 ^ 0 

A = {x : a(x) ^ 0} = 0x2, C = R 2 

x = est solution de P. 

LoJ 

Ecrivons le dual D de P : 

Min (9(x) + ua(x) : u £ 0, 9(x) + ua(x) = Max 9(£) + ua(£)} 
£ € R 2 
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"Min - x 2 - uÂ(x ) 2 + u 2 x 2 

u 1 ^ 0 

D : 
u 2 ^ 0 

- x - u»(x ) a + u2x = Max { - l2 - u ^ ' + u'Ç,} 
£ € R 2 

Si x fait partie dfune solution (x,u) de D, 

avec u = [u1 u2] ^ 0, 

0 = Max {£ 2(u 2 - 1) - u 1 ^ ) 2 } 
m2 

= Max fé2(u
2 - 1)} car u1 ^ 0. 

£ 2 €R 

£ 2 étant de signe quelconque, il faut que u2 - 1 = 0. 

Si (x, u) est solution de D , on a donc u2 = 1. 

Prenons pour voisinage V(x) la boule B(0,e), avec e > 0 , 
et pour compact F l'ensemble {u* : u 1 = 0, u 2 = 1). Alors 
c|;(x,u) = cp(x) + ua(x) a la propriété sup en (x,u*) : 

Vx e V(x) fl X : cKx,u*) > Min (Mx,u). 
u € P 

En effet 

Max Min (9(x) + ua(x)} = Max [- x 2 + 0x(-x 1 )
2 + 1 x x2J 

X £ B ( 0 . 6 ) u - u * x € B ( 0 . E ) 

= 0. 

Exemple 2. 

Soit P : Max {cp(x) : a(x) ^ 0} 

" X i l 
où x = e R 2 , 

cp(x)= x J - x 2, 

a i (x)= - (x^2, 

a2(x)= x 2, 

soit encore 
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"Max X J - x a 

P : - ( x / >0 

x = I | est solution de P . 
L o J 

Ecrivons le dual D de P : 

Min (9(x) + ua(x) : u ^ 0, cp(x) + ua(x) = Max cp(0 + ua(£)} 

ou 
"Min x t - x 2 - U ^ X J ) 2 + u 2 x 2 

D : u l > 0 

u 2 > 0 

x, - x 2 - uHxj)' + u 2x 2 = Max { Ç t - S , - u 1 ^ ) 2 + u 2 y 

Pour que x fasse partie d'une solution (x, u) de D , il 
faudrait que 

0 = Max - Ç - uMC,) 1 + u 2 Ç 3 } 
£€k2 

= Max {l. + £,(u2 - 1)} car u 1 » 0. 
feu2 

Ce max est non nul, puisque, £ pouvant tendre vers + <x>, 
le max vaut + oo . 

Vérifions alors qu'il n'existe ni voisinage fermé de x ni 
compact convexe F tels que 

9(x) = 0 ^ Max Min { X j - ul(xx)
2 + x2(u2 - 1)}. 

x6V(x)nx u € B 

En effet, X J et x 2 pouvant varier indépendamment l'un de 
l'autre dans V(x) avec des signes quelconques, il faudrait 
avoir simultanément 

Max Min [xx - u 1 ^ ) 2 ] 4 0 \ 
x € V f ï ) u € P / 

et \ car V(x) est un voisinage de x=0. 

Max Min [x2(u
2 - 1)] ^ 0 j 

x e V ( ï ) u € P / 
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La seconde relation nfest vérifiée que si u 2 = 1. 

Dans la première : 

Min [ X j - u M x j ) 2 ] = x 1 - afxj)2 , où 
u € F 

a = Max {u1 : u G F} 

1 
et Max [x, - a(x,) 2] = - — > 0. 

x € V ( x ) 1 1 4a 

Le théorème strict de dualité ne peut s'appliquer que dans sa 
partie B , mais nous pouvons utiliser les résultats du cha
pitre II et obtenir une forme particulière du théorème 15-A : 

Théorème 16 

A. ]T Si . 9 et a sont concaves et différentiables en x, 

. x est solution de P, 

. C est pseudo-convexe en x, 

. x vérifie l'hypothèse H sur C fl {x : a(x) > 0}, 

alors 

S (x, u) est solution de D 

ua(x) = 0. 

B. Si . 9 et a sont concaves, 
. (x,T[) est solution de D , 
. cp(x) + ûa(x) est strictement concave dans un voisinage 

de x 

alors 

( x est solution de P 

) ûa(x) = 0 

A. Plutôt que de montrer que 9(x) + ua(x) vérifie alors la propriété 
sup en un certain point (x,u ) , il est plus rapide d'utiliser 
les résultats du théorème 8 : 

3u > 0 : l 

\ ùa(x) = 0. 
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(x, u) est solution réalisable de D , d'après le théorème 
4-B , et V(x,u) G (CD) : <p(x) + ua(x) £ 9(x) + ua(x) 

> 9(x) 

puisque u ^ 0 et a(x) ^ 0, 

et 9(x) + ua(x) > 9(x) + û~a(x) 

puisque ûa(x) = 0. 

Donc (x.û) est solution de D. 

B. C fest une application directe du théorème 14-B. 
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