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UNE VARIANTE DE LA MÉTHODE PRIMALE-DUALE 

par 

A. M. DECA1LLOT 

Les algorithmes ci-dessous ont été suggérés par les travaux de L.V. 
Kantorovitch, dont l'ouvrage principal, Calcul économique et utilisation 
des ressources, est paru il y a quelques années déjà dans sa traduction fran
çaise. Si les méthodes proposées ne diffèrent pas essentiellement de celles 
de la programmation linéaire convexe, bien connue dans la littérature 
anglo-saxonne, elles ont le mérite d'avoir compté parmi les toutes premières 
recherches en ce domaine (certains travaux de L.V. Kantorovitch remontent 
à 1939). 

On notera toutefois que, dans la méthode ci-dessous, la fonction ob
jectif à maximiser demeure au cours de tous les programmes réduits la 
même que dans le programme initial, ce qui la distingue de la méthode 
primale-duale classique. 

1. INTRODUCTION 

Dans l'annexe mathématique de son ouvrage(*), L.V. Kantorovitch 
considère le problème qui peut se formuler de la façon suivante***) : 

Soient les ensembles finis d'indices 

/ = {1, 2 , . . . , p } , / = {p+ 1 ,p + 2,..., p + q},K = {1, 2,.. . , r} 

et les tableaux de nombres réels 

{aï ; Ï G / U / ;kEK} et ib, , / G /} . 

(*) L.V. Kantorovitch : Calcul économique et utilisation des ressources (Dunod 1963). 
(**) op. cit., p. 247, problème D. 
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Pour tout vecteur x G R r + A de coordonnées x = {xlf x2,..x.f , z } 

dans la base canonique de R r + 1, et pour tout indice / G/£//, on pose 

z, = 2 {a*xk , k E K}. 

Il s'agit de déterminer le vecteur xERr+1, solution du programme 
U n é a i r e : / Mak z 

\ x > 0 

J V / G / z, > ô, 

\ Vf G/ zy > z . 
Par un changement de notations, ce programme apparaît comme un 

cas particulier du programme classique que nous désignerons dans la suite 
par "programme V : , Max ex 

p) x>0 O) 

( A x > b (2) 
où x est un vecteur à déterminer de Rw, c un vecteur donné de Rn (dual 
de Rn), b un vecteur donné de Rm et A une matrice donnée représentant 
une application linéaire de Rn dans R m . 

Les conditions d'existence d'une solution optimale formulées par L.V. 
Kantorovitch**) sont équivalentes aux conditions classiques suivantes : 

— L'ensemble des vecteurs admissibles est non vide (< > Px est 
compatible) 

— Il existe un nombre M tel que, pour tout vecteur x admissible, ex < M 
(< > Px est borné). 

Ces deux conditions sont supposées remplies par la suite. 
Des résultats bien connus(**) de la programmation linéaire nous in

diquent que, pour que le programme Px admette une solution optimale, il 
faut et il suffit que son dual admette une solution optimale. Dans le cas 
présent ce dual, noté P2, s'écrit : 

!

Max ub 

u>0 (3) 

uA + c < 0 (4) 

où u est un vecteur à déterminer de Rm (dual de Rm). 
(*) Op. cit., p. 251 
(**) On pourra consulter à ce sujet les ouvrages [2] et [3] de la bibliographie ci-jointe. 
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Enfin, si x° est une solution optimale de P1, il existe une solution opti
male u0 de P2, telle que l'on ait les relations de "complémentarité" sui
vantes : 

(u0A + c) x° = 0 (5) 

w0 WJC° - b) = 0 . (6) 

De plus pour tous les vecteurs JC et w admissibles, on a : 

C J C < - « Ô . (7) 

Cette inégalité se transforme en égalité lorsque x et u sont des solutions 
optimales de P1 et P2. 

Ces résultats permettent à L.V. Kantorovitch d'énoncer un théorème 
classique*** qui peut se formuler ainsi : 

Théorème : Pour qu'un vecteur x, vérifiant les conditions (1) et (2), soit 
une solution optimale de Px, il faut et il suffit qu'il existe un vecteur u G Rm 

tel que les conditions (3), (4), (5) et (6) soient satisfaites par ces deux vecteurs. 

2. EXPOSE DE L'ALGORITHME 

L.V. Kantorovitch propose l'algorithme suivant de construction d'une 
solution optimale de P1 : 

a) Supposons que l'on connaisse un vecteur v0 G Rm solution admis
sible de P2 : 

v0>0 

v0 A + c < 0. 

A étant une matrice à m lignes et n colonnes, nous désignerons par 
5 = {1, 2, . . . ,«} l'ensemble des indices repérant les colonnes de A et les 
coordonnées de c. 

Posons 

V s e S VS

Q = v0 A* + c5 . 

(*) L.V. Kantorovitch Calcul économique. . . . , p. 247, Théorème 3. 
(**) op. cit., p. 288 et suivantes. 
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D'après les hypothèses faites V s E S < 0. 
Désignons par : 

S 0={s ;sES ; V0 = 0}. 

b) La méthode consiste à résoudre les programmes réduits ci-dessous 
(le programme primai réduit est noté R0, son dual R*0) : 

Programme réduit R0 Programme R*0 

Déterminer x = (x x, x2 ,..., xn) E R" Déterminer u E ROT 

tel que : / tel que : 

IMax ex l Max ub 

x>0 ) u>0 

\/s$SQ,xs = 0 \ 
Px étant supposé borné, le programme R0 l'est a fortiori. /?Q est compa
tible puisque P2 l'est par hypothèse. Reste à savoir si R0 est compatible, ou, 
ce qui revient au même, si R^ est borné. 

L.V. Kantorovitch n'aborde pas cette question, mais utilise*** dans ses 
exemples numériques un vecteur b < 0. On peut remarquer qu'alors la so
lution x = 0 est toujours admissible aussi bien pour Px que pour R0. 

c) S'il n'en est pas ainsi, c'est-à-dire si R0 n'est pas compatible ou 
bien si R*Q n'est pas borné, on peut chercher comment modifier S0 de 
façon que le programme associé R0 devienne compatible. On est alors 
amené **** à résoudre le programme préliminaire H0, dans lequel s'introduit 
une variable "artificielle" y E R : 
H0 H*0 (dual de H0) 
Déterminer x G Rn et y E R Déterminer w = (w1, w 2 w m ) E Rm 

tels que tel que : 
/ Max y l Max wb 
\ x > 0 ) w>0 

\ Ax>b+y J ; / = 1, 2, . . . m} = 1 
l\/s<£S0 xs = 0 \VseS0 wA*<0 
(*) L.V. Kantorovitch Calcul économique. . . , p. 284 et suivantes 
(**) On trouvera un exposé de cette méthode dans l'ouvrage [3] de la bibliographie ci-jointe, 

notamment dans l'article de J. ABADIE, p. 25 de cet ouvrage. 
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Il est clair que H0 est toujours compatible : il suffit de prendre x = 0 
et y inférieur à toutes les coordonnées de - b. Lors de la résolution de H0 

deux cas se présentent : 

1er cas : 

0 < Max y < + 0 0 ; il est évident que le programme réduit R0 est compa
tible ; la résolution de HQ fournit d'ailleurs une solution admissible de R0. 

2ème cas : 

Max y < 0 : H0 étant compatible et borné, son dual H*0 admet une 
solution optimale que nous désignerons par w0. Il résulte des hypothèses 
que : 

w0 b > 0 . 

Considérons alors le vecteur vx = vQ 4- Xw0, X étant un nombre stric
tement positif précisé par la suite. 

On peut écrire : 

vxA+c = vQA+c + \w0A 

vxb = v0b + Xw0b 

Vj >0 . 

Supposons tout d'abord que w0 A < 0, ce qui signifie : 

V5G5 , w0A
S<0. 

X étant un nombre positif, et v0 un vecteur admissible de P2, ceci implique : 
Vj A + c < 0. Donc, quelque soit X > 0, vx est un vecteur admissible de 
P2, dans ces hypothèses. 

L'égalité Vj b = v0 b + Xw06, et l'hypothèse w0£ > 0, permettent alors 
de conclure que la fonction objectif de P2 n'est pas bornée, ce qui contre
dit notre hypothèse de départ. 

Nous sommes donc dans le cas suivant : 

3s ES tel que w0A
s > 0. 

On peut préciser que cet indice (ou ces indices) s n'appartiennent 
pas à S0, car sinon w0 ne serait pas un vecteur admissible de HQ, et donc 
que les valeurs correspondantes des nombres VS

0 sont strictement négatives . 
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On peut alors déterminer X tel que : 

VsGS V\ = vx A
s + c5 = V*0 + Xw0i4' < 0. 

Il suffit de choisir : 

X = inf ( - ; s G S ; w 0i4'> 0 . 
( woA ) 

Ce qui précède entraîne que X > 0. 
vx est donc une solution admissible de P2 telle que Sx — {s ; s G S ; V5

X = 0} 
contient au moins un indice s n'appartenant pas à S0. Donc S0^ Sx. 

Il suffit de reprendre le raisonnement ci-dessus [§ a, b et c],le vecteur 
vx et l'ensemble S1 remplaçant respectivement v0 et S0, aussi longtemps 
que le maximum du problème H* associé demeure strictement positif. 

Le processus indiqué converge nécessairement en un nombre fini d'étapes 
puisque : 

US0*SX 

2/ vxb = v0b + \w0b > v0b 
3/ le nombre de sous-ensembles de S est fini ; si l'on parvient à S0 = S 

le programme R 0 se confond avec PL9 qui est compatible par hypothèse. 
Par ce procédé, nous arrivons donc toujours à déterminer un vecteur, 

que nous continuerons à appeler v0, admissible pour P2 et tel que le pro
gramme R 0 associé soit compatible. Nous poursuivrons les calculs avec ce 
vecteur v0 dans la phase suivante. 

d) D'après le choix fait au paragraphe précédent de v0 et S0, le pro
gramme R Q admet une solution optimale x0. Le théorème rappelé dans le 
premier paragraphe, nous permet de lui associer un vecteur uQ, solution opti
male de R*Q. tel que les conditions (1), (2), (3), (5) et (6) soient satisfaites. 

En ce qui concerne (4), nous pouvons seulement affirmer que : 

V s G Us

0 = u0 A5 + c5 < 0 . 

Deux cas se présentent : 

1er cas : 

V s£S0 lf0 = u0A
s + c5 < 0 . 

La condition (4) est alors remplie et, d'après le théorème précité, les 
vecteurs x° et u0 sont des solutions optimales de PX et P2. 
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Remarque. — En particulier si v0b = u0b, le vecteur v0 est un vecteur 
optimal de R*Q. Il est alors également un vecteur optimal de P2. En effet, 
xQ et v0 vérifient toutes les conditions (1), (2), (3), (4), (5) et (6) puisque : 

cx° = — u0b = — v0b par hypothèse 

(vQA+c)x° = 0 car x°5 = 0 si s £ S0 et ^ = 0 si s G S0 (5) 

v0(Ax° - b) = — cx° — vQb = 0 d'après ce qui précède. (6) 

Dans ce cas x° est une solution optimale de Px. 
Nous supposons donc par la suite que v0b < u0b. 

2ème cas : 

3s£S0 tel que U% = u^As + c* > 0 

On construit alors un vecteur v[ tel que le nouvel ensemble S[ corres
pondant contienne l'un au moins des indices s ̂  S0. Il suffit de poser : 

v;=£w 0 + (l - £ ) v 0 

avec 

e = i n f [vf^ûi ' s e S ' U S ° > 0 \ 

Il est clair que 0 < e < 1 et donc que : 

v\ A + c < 0. 

La première de ces inégalités est évidente. Pour établir la seconde, on 
doit vérifier que : 

VsGS V[5 = v[A5 +cs =e t^ + (1 - e) ^ < 0 . 

Deux cas se présentent : 

- ou bien s E S0 ===> = 0 et l'inégalité se réduit 
kUs

0 < 0, ce qui est vrai. 

- ou bien s S0 : • si U
s

0 < 0 elle est évidente puisque V% < 0. 
• si Uç > 0, elle résulte du choix de s. 
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A partir du vecteur v\ admissible pour P2 on peut donc répéter les cal
culs décrits ci-dessus : 

a) Déterminer S[ = {s ; s G S ; V[s = 0}. Remarquons que S\ contient 
au moins un s $ SQ. Donc S[ S0. 

b) A v\ on associe le programme réduit R x. 
^ t est évidemment borné et compatible. Il suffit pour cela de prouver 

que x° solution optimale de R0 est admissible pour jRl5 ou encore : 

s £ S, => x°s = 0 . 

Soit s £ 5 t 

Deux cas se présentent : 
• ou bien s S0 > = 0 car x° est solution de R0. 
• ou bien ^ G 5 0 . Supposons > 0 ; ceci implique U*0 = 0 et donc 

F? = 0 ; par conséquent 5 G 5'1 ce qui contredit l'hypothèse. Donc xj = 0. 
Par conséquent, le programme Rt est compatible : il est donc inutile 

d'appliquer la phase préliminaire correspondant au § c. 
d) Soit x 1 une solution optimale de Rx. On peut affirmer que : 

ex1 > cx°. 
En effet x° est une solution optimale de R0 et une solution admis

sible de /î j , donc cxl>cx°. 

De plus : 

cxl > cx° < > v[b > v0b . 

Or : v\b = v0b + £ (uQb - vQb). 

D'après la remarque du § d, 1er cas, nous pouvons toujours supposer 
que u0b > v0b et donc v[b > v0b. 

La fonction objectif ex croît donc strictement à chaque étape. 
En conclusion, à chaque étape : 

1/ S[ # S0 

21 cx°< ex1. 

Comme le nombre de parties de S est fini, le processus décrit converge 
au bout d'un nombre fini d'étapes. Remarquons que les seuls cas de dégé
nérescence qui peuvent intervenir sont ceux qui ont trait à la résolution des 
programmes réduits. 
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3. CONCLUSION 

L'organigramme de la méthode suggérée par L.V. Kantorovitch peut se 
résumer ainsi (les notations utilisées sont celles qui ont été définies au cours 
des paragraphes précédents) : 

Algorithme 1 

Soit v0 une solution admissible de P2, telle que le programme réduit 
associé R0 soit incompatible, ou, ce qui revient au même, telle que son 
dual R*Q ne soit pas borné. 

Q) Résoudre le programme HQ associé à v0. Deux cas : 

@ 0 < Max y < + o° : R0 est compatible et R*0 borné 
Fin de l'algorithme 

(S) Max y < 0 : Passer à © 

Q) Résoudre le programme H*0, dual de H0 : soit w0 une solution optimale 
de/T0. 
Prendre 

= v0 + Xw0 

avec . 

* = taf j ; ses ; uv4*>0 J 

Reprendre ® en remplaçant v0 par v,. 

Algorithme 2 

Soit v0 une solution admissible de P2. 

(D Résoudre le programme réduit R*0 associé à v0 . Deux cas : 

(a) Max ub = + <» : R*0 n'est pas borné et R0 est incompatible. 
Appliquer l'algorithme 1 et passer à Q) avec le 
nouveau vecteur v0 obtenu. 

(B) Max ub <+ °o : Passer à © 
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(2) Soit u0 une solution optimale de R*Q9 et x° la solution optimale de RQ 

qui lui est associée par le théorème rappelé au paragraphe 1. Deux cas : 
V (D vob = u0b : v0 est solution optimale P2 et x° de Px. 

Fin de l'algorithme. 
(b) v0b < u0b : passer à Q) 

@ Calculer Vs£S0 US

Q = u0A
s + cs. Deux cas : 

(D V s £ S 0 £yg<Û:w 0etx 0 sont solutions optimales de P 2 et . 
Fin de l'algorithme. 

(b) 3 s £ S0 tel que > 0 : reprendre © en remplaçant v0 par 
v i = £ w o + (1 - £ ) 

avec 
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