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1 - INTRODUCTION 

Notre propos est ici d'étudier l'influence des transformations d'un 
tableau de données brut en un tableau sur lequel on effectuera l'analyse 
des correspondances : dédoublement d'un tableau et application à l'analyse 
des préférences, transformation d'un tableau laissant invariants les facteurs 
de l'un des deux ensembles. Nous étudierons également l'influence du codage 
et des non réponses dans l'analyse d'un questionnaire. On verra en particulier 
qu'une question subdivisée en trop de modalités peut donner lieu à un 
facteur trivial opposant deux des modalités de cette question, et que les 
non réponses diminuent l'information (l'inertie) du tableau analysé. On 
verra également que si l'on ajoute une modalité "non réponse" pour chaque 
question et si les non réponses sont distribuées uniformément sur l'ensemble 
des individus et sur l'ensemble des questions, on obtient d'une part les 
facteurs que l'on aurait obtenus sans les non réponses, et d'autre part des 
facteurs de structure dûs à l 'introduction des modalités de non réponse. 

2 - ETUDE DU DEDOUBLEMENT EN ANALYSE DES 
CORRESPONDANCES. 

2.1 Introduction. Notations. 

Soit (&o)// = {^o 0' » / ) I * ^ / < H , 1 < / < / ? } un tableau de nombres 
positifs sur le produit de deux ensembles / et / de cardinaux respectivement 
égaux à n et p ; I correspond en général à un ensemble d'individus, et / à un 
ensemble de variables. Dans le cas où le tableau k0 est un tableau de notes, 
pour analyser k0, on effectue en général l'analyse factorielle des corres
pondances (AFC) de ce tableau. Dans ce cas, les éléments / de / n 'ont pas 
en général le même poids. Pour donner même importance à chaque individu /, 
on dédouble l'ensemble TX1). On pose / + = / , / ' = / + U / ~ , avec 

/ - = {/- I / G 7 } , 

/ " étant la colonne du tableau dédoublé où l'on inscrit le complément à 
dj de la note dans la matière / , et l'on désigne par ku> le tableau dédoublé : 

(1) L'analyse des correspondances d'un tableau de notes ( o u de rangs) dédoublé 
semble d'un point de vue pratique donner des résultats plus clairs et plus facilement 
interprétables que l'analyse des correspondances du tableau initial. 
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* 0 \ / + ) = k0(i,f) ) 
(2.1.1) 

*(/,/' ) = <*,- - k ( î , / + ) = ay - fc0 (î , / ) ) 

où a;- peut être considéré comme la note maximale éventuellement affectée 
d'un coefficient de pondération, que l'on peut obtenir dans la matière /. 

L'on posera également : 

A = ï a ;bf = a,/A ; k =1 *(/,/+) = 2 k0(i, /) = k0Q) 
)<EJ i i 

k(j-)=lLk(i,r)=naf-k0(j) ;k(i) = £ k (i , j) = A ;k k (i) = n A. 

Du fait de la relation introduite par le dédoublement, il y a au plus p 
facteurs non triviaux dans l'AFC de ku>. 

2.2 Etude du nuage N (/') des profils des colonnes du tableau ku>. 

Soit Y = ( v j + , . . . , *i_p + , v . . . , j> p _) le tableau associé au 
(n,2p) 

nuage N (f) dans R" : 

/ k(\ , / + ) \ / * ( 1 , D \ 

1 _ [ • \ 1 / • \ 

ku+) ; k(j-)\ ; 

\ k(n,/+)J \k(n,nj 
le point / + (resp. /~) étant affecté de la masse = k (j+)/k (resp. 

= * (T)lk). 

Le centre de gravité de TV (/ ') n'est autre que le vecteur / de compo
santes f. = k(i)/k = \/n. 

De la seconde relation (2.1.1) qui peut encore s'écrire 

//+ VJ+ + fh yf_ = (fi+ + / • _ ) / (2.2.1) 

l'on déduit que les trois points y_J+ , y ;._ et / sont alignés, et si d" désigne la 
otème composante principale (d'a = (d"+i . . . , d*+ , d*_,. . . , d£_)), on a les 
p relations : 

V / = 1, • • • , P : /,+ <ft + df_ = 0. (2.2.2) 

4 * 
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Toutes ces relations traduisent que le support du nuage TV (/ ') est au 
plus de dimension p. 

2.3 Etude du nuage N (I) des profils des lignes du tableau ku>. 

Soit X - , x 2 , . . . , xn) le tableau (2 p , n) associé au nuage TV (I) : 

/ * ( M + ) \ /k(i,\+)\ 

: -- • W-
\ k(i,p-)/ \ ktt.p-)/ 

Le tableau n'est donc rien d'autre au facteur l/A près que le tableau 
k' transposé de k. 

Le point xt est affecté de la masse ft- k (i)\k - \/n, et l'espace 
R 2 p muni de la métrique du x 2-

M = diag . . . , , VA-, • • • , l//p_). 

Le carré de la distance du x 2 entre xt et xf» peut s'écrire, en tenant 
compte de (2.1.1), sous la forme : 

p 

d2(i,i') = I mf(k0(i,j)-k0(i'j))
2 

1= i 
avec rrij = n2 bf/ (k k (/")). 

Si l'on désigne par M0 = diag (mv . . . , la métrique de R p diagonale, 
de ; e m e terme diagonal m;-, et si l'on pose : 

kx UJ)=yfm;k0UJ) (2.3.1) 

les trois triplets (X, M, Dp), (k'0, Dp)
(l\ (k'v Mv D p ) ( 1 ) (où est la 

métrique usuelle de R p , et Dp la métrique diagonale des poids égale au 
1 

facteur — près à la métrique usuelle de R") sont équivalents, en ce sens 
n 

qu'ils ont mêmes composantes principales. 

(1) k'Q et k\ désignent respectivement les tableaux transposés de kQ et k v 
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2.4 Aplications. 

Des résultats précédents, il découle que l'on peut trouver toutes les 
caractéristiques associées à l'AFC de kîf à partir de l 'ACPi 1 ) du tableau kl, 
Rp étant muni de la métrique usuelle, ce qui revient à diagonaliser une 
matrice symétrique d'ordre p, au lieu d'une matrice d'ordre 2 p, ceci ne 
présentant bien sûr un intérêt que si n > p. 

De façon précise, si ua désigne le o ^ m e vecteur propre de la matrice 
variance Vx associée au tableau kx et correspondant à la valeur propre 
X t t, et si ca désigne la composante principale associée, qui est aussi compo
sante principale associée au nuage N (/), on a : 

p 

cf = S sj~m¡ (k0 (i, /) - k0 (j)/n) uf 

cf (resp. uf) étant la i é m e ( K / < / i ) (resp. / è m e ( K / < p ) ) composante de 
cf (resp. ua), et l'on peut montrer (cf. [2]) que : 

avec df_ = — k df/k (/"). 

Dans le cas particulier d'un tableau de 0 — 1 dédoublé 

= 1 \A = 2a, = p , bf = af/A = l/p ; m, = n2Kp k (/+) k (T))) 

la variance 5? de la variable / (i.e. de kQ(J)) étant égale à k(j~)/n2, 
on a : kl(i, j) = k0(i, j)/y/fíSj, ce qui revient au facteur ( l />/7?)près à 
réduire les variables initiales. Dans ce cas, l'AFC dédoublée (i.e. l'AFC de 
kjj>) se ramène à l'ACP sur matrice de corrélation de k0. De façon précise, 
si ef désigne la ocème composante principale de l'ACP sur matrice de corrélation 
de k0, et si rj0l désigne la corrélation entre ea et k0 (.,/), on a (cf. [2]) : 

di = -s/k{j-)lk(i-)rta 

ef désignant la i é m e (1 < i < n ) composante de e". 

(1 ) Analyse en composantes principales. 
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3 - ANALYSE DES CORRESPONDANCES ET ANALYSE 
DES PREFERENCES. 

Soit k0 (i, / ) un tableau de rangs : k0 (i, j) est le rang (ou le classement) 
donné par l'individu i à l'objet / (1 < i < n ; 1 <j <p). Pour i fixé, l'ensemble 
des {k0 (i, j) | 1 < / < p} constitue donc une permutation de {1 , 2,. . . , p}. 

Pour analyser le tableau précédent, on peut soit : 

a) faire l'ACP de k0 sur matrice variance (analyse des préférences 
usuelles), 

b) faire l'ACP de k0 sur matrice de corrélation, 

c) faire l'AFC de k0, 

d) faire l'AFC du tableau dédoublé kn>, où 

/ = / + u j - k (/, /+) = k0 (i j),k (i , / 1 = p + l - t 0 (/, / ) 

{dj = p + 1 avec les notations du paragraphe 2). 

Du point de vue de la représentation des individus, les quatre analyses 
précédentes sont respectivement équivalentes dans Rp muni de la métrique 
usuelle, chaque point / ayant masse \/n, à l'ACP des tableaux X, Y, Z, T de 
terme général respectivement donné par : 

a) x{ = (k0 (i, /) - gj) 

b)y[ = (k0(i,j)-gf)/sf, 

c) z{ = (k0 (/, /) - gf)/y/p{p+ Dgg/2 

d) i = (k0 (i, j) - g/)/y/p(p+\ -gj)gi 

où g- = (\/n) 2 {k0(i,j) | / = 1 , n} désigne le rang moyen de l 'objet/.et s-
l'écart-type associé. 

Les formules a) et b) sont évidentes : la formule c) résulte de la trans
formation usuelle en analyse des correspondances 

" - ( ^ f - ^ r ) ' ^ 
où k0(i), k0(j) et k0 désignent dans le tableau (k0)u respectivement la somme 
de la ligne /, de la colonne /, et de tous les éléments du tableau : 

k0 (0 = P (p + 0/2 , k0 (j) = ngj , k0 = np{p + l ) /2 . 

De plus k0(i) étant indépendant de /, chaque point / a même masse \/n. 
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Enfin la formule d) résulte après centrage (i.e. choix de l'origine au 
centre de gravité) de la formule (2.3.1) donnée dans l'étude du dédou
blement en 2.3. 

Interprétation des formules précédentes. 

On voit que si tous les objets ont même rang moyen g (gy = g,y j E J), 
auquel cas £ = ( p + l ) / 2 , les analyses a) c) d) sont équivalentes. Si ce 
n'est pas le cas, l'analyse des préférences usuelles donne même pondération 
à chaque objet, tandis que l'AFC non dédoublée (analyse c)) fait jouer un 
rôle plus important aux objets bien classés (g¡ faible) qu'aux objets mal 
classés (gj élevé) ; l'AFC dédoublée (analyse d)) donnant un poids plus 
faible aux objets moyennement classés qu'aux objets bien ou mal classés 
((p + 1 - gj) gf est maximum pour gf = p + 1 - g¡ = (p + l ) /2) . Enfin l'ACP 
sur matrice de corrélation (analyse b)) donne d'autant plus d'importance à 
un objet que les rangs qui lui sont attribués sont moins dispersés (s}. petit) 
et ceci indépendamment du classement moyen (i.e. de g.) de cet objet. 

4 - TRANSFORMATION D'UN TABLEAU LAISSANT INVARIANTS 
LES FACTEURS D'UN DES DEUX ENSEMBLES. 

Soit P - Pu un tableau de correspondances sur I x / (card I - n ; 
(n , P) 

card / = p, S Pfj ~ Pi* PJ ^ e s ^01S marginales associées, Dpf et Dpj les 

métriques diagonales des poids respectivement associées dans (R M )* et 
(R")* (où l'on a noté (R")* (resp. (R*)*) le dual de R" (resp. R*)). Nous 
désignerons par X = P' Dy et Y = PDl¿pj les tableaux respectivement 
associés aux lois conditionneiies des lignes et des colonnes de P, Z) 1 / p / ( resp . 
Dl/pj) étant l'inverse de Dpj (resp. Dpj). 

Rappelons que les facteurs sur / (resp. / ) sont vecteurs propres dtX'oY' 
(resp. Y'oX'). 

Soient K un ensemble de cardinal q, PK une mesure sur K de masse 

totale 1, DpK la métrique diagonale associée dans (R<0* dual de R^, et T' 

une application de (R p )* dans (R^)* telle que la norme induite par T' et 

DpK sur (RIO* soit Dpj : 

Dpj=TDpKT
f (4.1) 
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et telle que le vecteur constant j ^ x ) de (Rp)* se transforme en le vecteur 

constant jW de (R«)* : 

Z' 
Posons : ^ 

^ Y' T' ^ 
(R")* 5- (RP)* ^ (RQ)* 

Z = Y T 
in.q) (n,p)(pfq) DPl DPJ DPK 

h y t T V 
Rn < ^ ^ ^ RP < ^ ^ ^ R* 

Z 
Alors on a : 

Z peut donc être considéré comme un tableau de lois conditionnelles sur K, 
associé au tableau 

Q = ZDPk= Y T DPK 

(n , p) (p, q) (q , q) 

Par ailleurs, on a : 

Qlj = Y TDPKjq =YTDPK T'I, =YDPjjj, = Pjj 

ce qui prouve que la somme des éléments de Q est égale à la somme des 
éléments de P, et que Q et P ont même loi marginale associée Pl sur /. 

Si on fait l'AFC de Q, et si l'on pose U = Q' D1/pj9 les facteurs associés 
sur / sont vecteurs propres de : 

VoZ'=DltFÏ Y TDpK T' Y1 =Dl/Pf YDPj Y1 = X' o Y\ 

Q et P ont donc mêmes facteurs sur /. Il est immédiat de vérifier que les 
facteurs sur K de Q se déduisent des facteurs sur J de P par la transfor
mation T'. 

La transformation d'un tableau a été en particulier appliquée par 
F. Nakhlé dans sa thèse de 3 e cycle pour l'étude d'un tableau de notes 
dédoublées kIJt où / ' = / + U / ~ (cf. 2 e dont on conserve les notations), 

(1) vecteur dont toutes les composantes valent 1. 
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On transforme tout couple associé à une note en un nouveau 
couple noté (/+ > /„ ) tel que si et / ~ désignent respectivement l'ensemble 
des /+ et des j ~ et si J'n = J+ U le tableau transformé k¡f soit tel que 

+ ^ ( * / / Ü . / + ) + *//0'.r)) / 
7 \ (4.3) 

^ ( i . /„") = *, - ku,n (/ J^)=(fl-ÍL- c,) ku,. (/, /+) + ( 

+ ( i - % / ( ¡ , D / 

où Cj, dj, ej sont des constantes ne dépendant que de la matière /', et où 
l'on a tenu compte de la relation krf (/, ;+) + kjj> (/, /~) = af. 

Si P (resp. Q) désigne le tableau (n , 2 p) proportionnel à kn> (resp. ku^ 
et dont la somme des éléments vaut 1, les relations précédentes peuvent se 
mettre avec les mêmes notations que plus haut où / est remplacé par / ' , K 
par Jjj, et p par 2 p, sous la forme : 

avec T = Dpj,RDl/p^ 

L'ensemble / des individus aura la même représentation dans l'AFC de 
kjf et kjj> si T' est une isométrie de (R 2 p )* muni de la métrique DpJ> dans 
(R 2 p )* muni de la métrique isométrie laissant invariant le vecteur 
constant j 2 p . L'intérêt d'une transformation comme (4.3) est par exemple 
de ramener l'intervalle théorique 0 — a de variation d'une note à l'intervalle 
réellement observé ; ainsi, si dans une matière les notes vont de 5 à 15, avec 
un coefficient égal à 4 (intervalle théorique 0 — 80 ; intervalle réel 20 — 60), 
il sera équivalent de ramener les notes à l'intervalle 0 — 20 avec un coefficient 
égal à 2. 
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5 - INFLUENCE DU CODAGE ET DES NON REPONSES DANS 
L'ANALYSE D'UN QUESTIONNAIRE. 

5.1 Rappel — Equation des facteurs. 

Soient x1 , x2, • . • , xr, r variables qualitatives à respectivement 
ml , ra2,. . . , mr modalités mesurées sur n individus et X'q (1 <q <r) le 
tableau (n, mq) des indicatrices des modalités de xq. Nous désignerons par 
Jq l'ensemble des modalités de xq, et par / l'union disjointe des Jq(Kq< r) 
et nous noterons : 

X = (Xl , X2<> • • • > Xr) 

{n, 2 m,- = m) 
le tableau disjonctif complet associé aux r variables précédentes ; nous 
poserons également : 

/Pn P»\ 

B = XX' = . 

\ P r l P n / 

B, = diag (XX') = 

\ 0 

où = Xt Xj est le tableau de contingence mt x mf, croisant les variables 
Xj et Xp le tableau Pu n'étant autre que le tableau diagonal des effectifs 
des modalités de xt. B n'est autre que le tableau de Burt associé aux variables 
xi9 i.e. le tableau croisant l'ensemble / des modalités de toutes les variables 
avec elles-mêmes. 

Si a = . e s t un facteur, sur l'ensemble / des modalités 

<m:,> [J 
des xq, de l'analyse des correspondances de X, associé à la valeur propre 
X, aq étant la restriction de a aux modalités de xqi on a : 

Ba = \rBxa (5.1.1) 
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soit encore 

ou 2 {Pqq'aq.\q' = \ ,r ; q' ± q) = (r\-\)Pqq_aq. (5.1.2) 

Rappelons que a est également un facteur de l'analyse des corres
pondances du tableau 2?, relatif à la valeur propre \x = X2. 

n 

Si b est un facteur non trivial (i.e. de moyenne nulle Zz>;=Q)(1) 

/= î 
de X' sur l'ensemble / des n individus, et si Aq désigne dans Rn muni de la 

métrique —Un(Un étant la métrique unité de R") l'opérateur de projection 
n 

sur le sous-espace vectoriel engendré par les indicatrices de xq (i.e. les colonnes 
de Xq), on a : 

2 {Aq b\q=\,r} = Xrb 

et l'on a, si aet & ont même variance : 

Xfa_=ry/Tb 

X b = y/TBxa9 

cette dernière relation pouvant encore s'écrire : 

V ? € ( l , . . . , r ) : Xqb=^\Pqqaq. 

Le nombre des facteurs non triviaux (i.e. centrés et relatifs à une 
valeur propre non nulle) de l'AFC de X' est au plus égal à m - r, chaque 
facteur non trivial a_ sur / étant centré sur chaque / i.e. étant tel que : 

Lu, P„ ^=9, (5-1.3) 

j m q désignant le vecteur (mq, 1 ) de composantes toutes égales à 1. 

Les r facteurs triviaux restant sont des facteurs constants sur chaque 
= aqlmq e t s o n t donc caractérisés par le vecteur a de R r de compo

santes aq (1 <q<r). Munissant R ' de la métrique (1/r) Ur où Ur est la 
métrique usuelle de R r , on obtient ces r facteurs à partir d'un système 
orthonormé de vecteurs {o^ | / = 1 , . . . , r) de R r , dont le premier ax = j r 

est le vecteur constant dont toutes les composantes valent 1, et qui corres
pond au facteur trivial a = j _ m associé à la valeur propre 1. 

(1) bt désignant la i e m e composante de b 
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5.2 Influence de la subdivision d'une modalité dans un tableau disjonctif 
complet. 

Supposons qu'une modalité z E / soit divisée en deux sous-modalités 
z et z " de telle sorte que si Jd = ( / - {z}) U {z , z"}, on ait, si Bd désigne 
le nouveau tableau de Burt associé à Jd : 

V / , / ' G / - {z} : Bd(j,f) =B(j,f) 

Bd(j,z') =CLB(J,Z) 

Bd(j,z") =(\-a)B(j,z) 

Bd (z' , z') = a B (z , z) 

Bd(z".z") = (1 -a)B(z,zl 

avec bien sûr : Bd (z' , z") = 0, 

B désignant toujours le tableau de Burt associé à / , et a un nombre compris 
entre 0 et 1. 

Si l'on pose J0 = J - {z}, on a les partitions suivantes de B et Bx 

JQ z JQ z 

Jo {Boo B02 \ J0 HB^oo 0 \ 

z \ B^ B(z,z) j z \ 0 B(z,z)l 

Soit X'd le tableau disjonctif complet associé à Bd, et désignons par 

/ S o \ 
^ = \ a z \ u n facteur de (qui est aussi facteur de Bd) relatif à la valeur 

Wl 
propre Xd ; on a d'après (5.1.1 ) où B et 5 1 sont remplacés par i ? d et diag (Bd) : 

^oo tfo + (<* <V + (1 - a ) <V') #oz = r x<* (^i)oo^o 

^zo + B & > z > <V =r\dB(z,z) az, 

Bzà^o + z) az" = r\DB(z,z) az» 

d'où l'on déduit que : 

1) Si a = = ( - ° ) est facteur de X' (ou de B) associé à la valeur propre 
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/£o\ 
X , ad = [ az lest facteur de X'd (ou de Bd) associé à la même valeur propre. 

W 
2) ad = 1 — a\ est facteur de X'd relatif à la valeur propre \ d = \/r. 

Ainsi la subdivision de la modalité z en deux sous-modalités z et z " 
entraine la création d'un facteur que l'on peut qualifier de trivial puisqu'il 
oppose ces deux sous-modalités, et qu'il est nul pour toutes les autres 
modalités. 

5.3 Influence des non réponses sur les facteurs quand on rajoute pour 
chaque question une modalité associée à la non réponse. 

V q G ( 1 , . • • , r), on posera Mq = JqU q0 où q0 est la modalité "non 
réponse" à la question q, i.e. à xq, et l'on désignera par M la réunion des 
Mq, par Y' le tableau disjonctif complet construit sur I x M, et par C = YY' 
le tableau de Burt associé. 

Pour pouvoir étudier l'influence des non réponses, nous allons former 
un modèle permettant de déduire C du tableau de Burt B = XX* que l'on 
aurait obtenu dans le cas où il n'y a pas de données manquantes : 

V q G ( l , . . . , r), v / , / ^Jq ' \ 

C(j,j') = (\-y)BV,j') \ 

V q , q' E ( 1, . . . , r), V / e Jq , V / ' G Jq. : / 

q' îq=*C(j,f) = (\-ï)B(j,f) [ 

\/J£Jq: > (5.3.1) 

q' ïq^C(j,q'0) = f3B(j,j) l 

V q e ( 1, . . . , r ) , V / G Jq : C (/•, q 0 ) = 0 V 
C(qQ,q0) = en J 

V q , q' G ( l , . . . , r) : q ± q' =• C (q0 , q'0) = a n, / 

Ci1) peut encore s'écrire si Pq désigne le vecteur (mq , 1) de compo
santes Pqq (j, j) (si / G Jq), P le vecteur (m , 1) tel que P' = (P\ , Z^, . . . , £ ) , 

(1) Nous adopterons Tordre ^ , / 2 , . . . , Jr, 1 Q , . . . , q Q i . . . , rQ (=J, l ô , . . . , 
pour partitionner ^ , C et C r 
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j r le vecteur (r, 1) dont toutes les composantes valent 1 , et Ur la matrice 
"unité d'ordre r. 

J 

Jx . . . Jr 1 0 . . . r0 

j /(l-ï)B + (S-y)B1 &(Pfr-R) \ 

C = j (5-3.2) 

r:° y P(JrP- R'î n («/r/r + (e - «) tfr)/ 

/ ! 0

 2 o ••• r o \ 

avec R ~ . N^N 

• A ° 
Pour que C puisse être considéré comme un tableau de Burt les para

mètres a , j3 , 7 , e , f doivent être liés par les relations : 

/̂  + 7 = ? \ 

a + p = e | (5.3.3) 

7 = e / 

que nous supposerons vérifiées. 

Si l'on suppose de plus que les non réponses sont distribuées unifor
mément sur l'ensemble des sujets et des questions du questionnaire, les 
paramètres précédents sont liés par la relation supplémentaire a = e 2 ; dans 
ce cas e désigne la proportion des non réponses, et l'on a : 

/3 = e (1 - e) ; 7 = e ; f = p + 7 = e (2 - e). 

Si c (l) est un facteur du tableau de Burt Ci1) relatif à la valeur propre 
M2, il vérifie l 'équation. 

Cc_ = rixCl c, (5.3.4) 

(1) cf. (1 ) en bas de la page précédente 
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équation analogue à (5.1.1) et où la matrice Ct ( ' ) est la matrice diagonale 
ayant mêmes éléments diagonaux que C : 

J •„ ••• «o • • ro 

J /(ï-y)Bl 0 \ 

C, = / \ (5.3.5) 

A • ••* / 
Ur désignant toujours la matrice unité d'ordre r. 

Explicitant (5.3.4) sous une forme analogue à (5 .1 .2) , on déduit 
que si a est un facteur non trivial de B (i.e. a vérifie (5 .1 .2) et (5 .1 .3)) , 

relatif à la valeur propre X 2 , c = ( " ^ ) e s * facteur de C, i.e. vérifie (5.3.4), 

avec (cf. [4]) et [5])) : 

1 - 7 

On obtient ainsi m — r facteurs pour C C étant d'ordre m + r, il 
reste donc 2 r facteurs à expliciter. 

A\ b 
Si c = • = (— ) est l'un de ces facteurs, il doit être orthogonal 

pour la métrique Cx aux m — r facteurs (ç-^j précédemment trouvés : 

<(!)' f)> e 1 = 0 - 7 ) < £ . 6 > B 1 = 0 , 

b devant être orthogonal (pour Bx) aux m - r facteurs non triviaux de B est 
donc combinaison linéaire des r facteurs triviaux de B (y compris le facteur 

(1 ) cf. ( 1 ) en bas de la page 6 1 . 
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trivial constant) qui sont constants sur chaque Jq ; on a donc : 

£ = ; £ = _ (5.3.6) 

et l'on peut montrer que le rapport vq/uq est indépendant de q. Si \jj désigne 
un vecteur de R r, de composantes . . . \l/r, on posera donc : 

W</ = U *q ; ^ = V 

Pour \p = jj, on obtient d'une part le facteur trivial constant (u = v) 
associé à la valeur propre 1, et d'autre part un facteur, associé à un couple 
(u , v) (u i= v) que l'on peut déterminer directement en écrivant qu'il est 
de moyenne nulle (i.e. orthogonal pour la métrique Cl au facteur trivial), 
et dont on désignera par la valeur propre correspondante. 

Les autres facteurs de la forme (5.3.6), étant orthogonaux aux deux 
facteurs que l'on vient d'obtenir, sont tels que 2 \jjq = 0, i.e. = 0. 

Si donc \p est tel que S = 0, on obtient à nouveau deux facteurs, 
l'un trivial (car centré et constant sur chaque Mq) tel que u = v et associé à 
la valeur propre nulle, l'autre associé à un couple (u , v) {u^ v) que l'on 
peut déterminer directement en écrivant qu'il est de moyenne nulle, et 
correspondant à une valeur propre ju2. 

Faisant choix dans Rr d'un système de r — 1 vecteurs \p orthogonaux 
2 à 2 et orthogonaux à_/ r (pour la métrique usuelle Ur de R r) on obtient 
ainsi les {r — 1) facteurs triviaux de C, et {r — 1) facteurs relatifs à la valeur 
propre n2 qui est de multiplicité r — 1. 

Ainsi avec le modèle adopté, on obtient comme facteurs non triviaux 
les facteurs non triviaux que l'on aurait obtenus dans le cas où il n'y a 
pas de non réponses, et des facteurs de structure, en nombre égal à r, constants 
sur chaque Jq, et dûs à l 'introduction des modalités de "non réponse". 

Si a = e2 (cas de non réponses distribuées uniformément), alors 
Hl - n2 = 1/r ce qui signifie que les r facteurs de structure précédents corres
pondent à une valeur propre multiple d'ordre r. 
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5.4 Influence sur l'inertie des non réponses dans un questionnaire binaire 
quand on code les non réponses par (1 /2 , 1/2). 

Rappelons que dans un questionnaire quelconque, la contribution 
CR (j) d'une modalité / (/ G Jq) à la trace CR (/) dans l'AFC du tableau 
disjonctif complet X ' des réponses est : 

CR (/) = (1 -Pf)/r 

où Pj = Pj j (j, j)/n désigne la fréquence des individus ayant fourni la 
réponse / à la^question q ; la contribution CR (q) de la question q vaut : 

CR (q) = (mq - l)/r 

tandis que la trace vaut : 

CR (/) = (m - r)/r, 

désignant toujours le nombre des modalités de q, m la somme des m (i.e. 
le nombre total de modalités) et r le nombre de questions. 

Dans le cas d'un questionnaire ne comportant que des questions binaires 
(mq = 2 ,Jq= {q+ ,q~}), V<? G { l , . . . , r } , on a : 

CR (q+) = (1 - pq+)lr = pqJr 

CR (q~) = pjr 

CR (q) = 1/r 

CR (J) = 1 . 

Supposons maintenant, le questionnaire restant toujours binaire, qu'il y 
ait des non réponses. On codera xf+ = x?" = 1 /2 si l'individu / n'a pas 
répondu à la question q, et l'on désignera par p la proportion des individus 
n'ayant pas répondu à la question q. Si l'on pose : pq = pq + PqJ2, les 
contributions précédemment calculées valent maintenant : 

CR («• ) - ( l - (., - £ » - ) f r 
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Pour pqo fixé, yq = l, . . . ,r, CR(J) sera maximum si pq = 1 - pq = 1/2, 
ce maximum valant 1 - pqb si pqQ désigne la moyenne des pq^ 

Cette inertie maximale est donc plus faible que l'inertie CR (/) = 1 que 
l'on aurait obtenue s'il n'y avait pas eu de non réponses. 
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