CAHIERS DU BURO

N.MAZARS

Descriptions des systemes et dépendances
stochastiques en théorie de la « fiabilité »

Cahiers du Bureau universitaire de recherche opérationnelle.

Série Recherche, tome 39-40 (1982), p. 3-99
<http://www.numdam.org/item?id=BURO_1982__39-40__3 0>

© Institut Henri Poincaré — Institut de statistique de 1’université de Paris, 1982,
tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers du Bureau universitaire de re-
cherche opérationnelle. Série Recherche » implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BURO_1982__39-40__3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DESCRIPTIONS DES SYSTEMES
ET
DEPENDANCES STOCHASTIQUES
EN THEORIE DE LA "FIABILITE"

N. MAZARS
Université Paul Sabatier - Toulouse



TABLE DES MATIERES

Pages
INTRODUCTION 7
CHAPITRE A : DESCRIPTIONS DES SYSTEMES DE 21
"FIABILITE"

I. INTRODUCTION 21
II. POINTS DE VUE DETERMINISTES 23
IT.1 Fonction de structure et foncticn 23

de vie
I1.2 Les systémes cohérents 26
II1.2.1 DéEfinitions 27
[1.2.2 Décompositions modulaires 31
I1.2.2.1 Définitions 31
11.2,2.2 Caractérisations des 32

modules
IIT. DESCRIPTION STOCHASTIGUE DES SYSTEMES 34
IITI.1 Des lois de protabtilité de survie 24
IIT.1.1 La fonction de fiatilité 34
ITI.1.2 Quelques propriétés stochasti- 36
ques des systémes cohérents
IIl1.2 Diverses mesures d'un systéme de 37
streté

ITI.2.1 La fonction de disponibiliteé 38

I[11.2.2 Compléments descriptifs 38



Pages
II1.3 Guelques types de dépendarces positi- 40
ves entre variatles aléatoires
IT1.2.1 Définitions 40
I[I1.2.2 Critéres et propriétés de 42
1'association
I11.2.3 Comparaisons 44
IV. REPRESENTATIONS LOGIGUES DES SYSTEMES 45
IV.1 Le diagramme de fiabiliteé 45
IV.2 L'arbre d'événements 45
IV.3 Le graphe des états 46
CHAPITRE B : QUELQUES DEPENDANCES ENTRE 47
PROCESSUS STOCHASTIGUES
I. INTRODUCTION 47
II. QUELQUES OPERATIONS MATRICIELLES 49
IT.1 Produit et somme de Kronecker 49
I1.1.1 Notations et définitions 49
I1.1.2 Propriétés du produit de 51
Kronecker
I1.1.3 Fropriétés de la somme de 53
Kronecker
I1.2 Généralisations du produit et de la 54
somme de Kronecker
I1.2.1 Préliminaires 54
11.2.2 Définitions 56
I1.2.2 Quelques propriétés des produits 57
de Kronecker généralisés
I1.2.4 GQuelques propriétés des sommes 59
de Kronecker généraliseées
III. DEPENDANCES D'CRDRE (h,k) ENTRE CHAINES €0

CE MARKOV



Pages
IIT.1 Chaines de Markov d'ordre k 60
II1.2 Dépendances d'ordre (h,k) entre chaines 65
de Markov
II1.2.1 Définitions 65
I11.2.2 Une chaine de Markov 68
vectorielle
II1.2.2 Un choix ce 1'Espace des 69
€tats EZ
IV. DEPENDANCES D'ORDRE (h,k) ENTRE PROCESSUS 73
DE MARKOV
IV.1 Préliminaires 73
IV.2 Dépendances d'ordre (h,k) entre 77
processus de Markov
IV.2.1 Définitions 77
IV.2.2 Etude du frocessus stochas- 79
tique
V. PROCESSUS STOCKASTIQUES ASSOCIES a3
V.1 Définitions g4
V.2 Processus de Markov associés 85
ANNEXE XA 87
ANNEXE XB 91
BIBLIOGCRAPKIE 96

Convention de notation :

A titre d'exemple, nous désignerons par "Théoréme A-II-2-1" le Thé-
oréme 1 qui figure au paragraphe II-2 du chapitre A. Toute référen-
ce q une définition, une relation, une proposition,... s'effectuera
de maniére analogue. ST une référence et son objet figurent dans un
méme chapitre, l'identificateur de celui-ci ne sera pas indiqué.



INTRODUCTION

Ces différentes mises au point étant effectuées, de
maniére détaillée, en introduction de maints traités de
fiabilite,

- nous ne commenterons pas la définition officielle
du terme "fiabiiité" énoncée dans le rapport de la Com-
rission Electrotechnique Internationale [1€] [32] ; em-
ployé entre guillemets, ce terme doit étre désormais in-

terprété selon son sens généricue ;

- nous ne mettrons pas en évidence la nécessité des
€tudes de "fiabkilité" par des motivations techniques,
€économiques... [1€)1 [31] [32]

- nous ne justifierons pas la légitimité de 1'em-
ploi des méthodes mathématiques pour résoudre certains
problémes [311 ;

mais, nous tenterons de décrire les grandes lignes direc-
trices de 1'évolution actuelle de la théorie de la "fia-
Eilité" telles que nous les avons percues au fil de nos
lectures : quelqgues articles parmi ceux de plus en plus
nomtreux éparpillés dans les diverses revues de statis-
tique, de probatbtilités et de recherche opérationnelle...

€i Ta diversité des systémes ast réelle, il convient



de démasquer la part illusoire de celle-ci puisque due &
des distinctions injustifiées ; c'est afin d'éviter de
telles duplications irréalistes qu'une classification
des systémes de "fiabi]ité“(a) a été ébauchée & partir
des processus physiques auxquels sont soumis leurs di-
vers é&léments : environnements, défaillances, remplace-
ments, détections, maintenances, commutations,.... Inspi-
ré de celui, "classique"”, des files d'attente le plus
souvent étudiées, un tel systéﬁg\de classification exige,
pour étre suffisamment représentatif de la diversité des
systémes, un formalisme trés lourd. Le panorama proposé
dans cette étude respecte un point de vue probabiliste
qui permet de mettre en relief 1'une des motivations es-
sentielles de 1'évolution actuelle de la théorie de 1la
"fiabilité" : 1'élaboration de méthodes dites "analyti-
ques" (souvent opposées, pour leur “plus grande préci-
sion", aux méthodes de simulation [32]) de détermination
des caractéristiques de "“fiabilité"” de systémes de plus
en plus divers et "complexes”. Un systéme formé selon

une configuration non "classique”, d'un "grand" wnombre

d'élements stochastiquement dépendants et dont 1'étude

rigoureuse exige non seulement Ta distinction de plus de

deux niveaux de performance mais encore la prise en comp-

te de lois de protabilité caractérisées par un taux de

hasard non constant peut étre qualifié d'"inextricable !

car il répond alors aux cing critéres de complexité aé-
néralement répertoriés. Conformément au point de vue
choisi, c'est & travers la notion de dépendance stochas-
tique que nous nuancerons les diverses publications trai-

tant de fiabilité selon deux courants d'intensités car
de difficultés inégales.

(a) BEMDELL T. "The Classification of Reliability Models"
(June 18€2). Fifth European Conference onElectronics.
Copenhague. North Holland Publishing Company,p.89-95.
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MOORE E.F. et SHANNCN C.E. ayant mis en évidence la
courbe en forme de S(a) représentative de la fiabilité
d'un réseau de relais identiques exprimée en fonction de
celle de ses éléments, c'est pour généraliser un tel ré-
sultat que ESARY J.L. et Al. introduisent la notion de
systéme tinaire cohérent formé d'éléments identiques [8]
puis différents [25]. Les propriétés largement réalistes
caractérisant de tels systémes, les méthodes des coupes
et des chemins minimaux théoriquement dépourvues de dif-
ficulté, jointes au développement paralléle de 1'analyse
automatique, & 71'aide d'un calculateur, des arbres de
fautes [15) [2%], peuvent raisonnablement expliquer 1'en-
gouement suscité par la notion de cohérence. Ainsi que
nous tenterons de le refléter dans la suite de notre ex-
posé, sans perdre de vue les quatre facteurs de comple-
xité encore éventuels sous 1'hypothése de 1'indépendance,
une telle notion est & 1'origine de résultats trés divers.
Les modéles communément utilisés consistent alors a dé-
crire les caractéristiques d'un systéme & partir de cel-
les de ses él1éments, d'un point de vue déterministe
par la fonction de structure(b) ou la fonction de v1e<ch
d'un point de vue stochastique : par la fonction des per

(a) "S Shapedness" (cf. [2] pour une analyse rétrospec-
tive) ; c'est-d-dire : courbe représentative d'une
fonction f non décroissante sur 1'intervalle [0,1]
et telle que

(i) f(0) =0
(ii) f(1) = 1 .
(iii) [dp € 10,11 : f(p) = p
(t) permet d'exprimer la variable d'état d'un systéme en
fonction de celles de ses divers éléments [2] [25].

PN

(c) permet d'exprimer la durée de vie d'un systéme en
fonction de celles de ses divers éléments [22].
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(b)

formances(a) ou la transformation du hasard .

Inspirées de la théorie de la commutation ("swit-
ching theory"), les caractérisations des modules [6] met
tent en évidence une certaine statilité de la propriété
de cohérence ; en effet, toute décomposition modulaire
permet de restreindre 1'@tude des "grands" systémes bi-
naires cohérents & des systémes de tailles moindres sans
briser 1'hypothése de cohérence et donc, sans accroitre,
par ailleurs, la complexité des méthodes & utiliser.
C'est encore par souci de simplification, que certains
auteurs proposent divers facteurs dits "d'importance” [5]
[151 [32] permettant de mesurer, selon différents crité-

res, celles des éléments des systémes binaires cohérents.

Afin de décrire stochastiquement des "vieillisse-
ments" aléatoires nuls, positifs ou négatifs, on distin-
gue tout d'abord respectivement trois classes de lois de
probabiliteé de survie(c) : celle des lois exponentielles
bien connues caractérisées par un taux de hasard constant,

(a) permet d'exprimer la fiabilité ou la disponibilité
d'un systéme en fonction de celles de ses divers élé-
ments [2] [251.

(b) permet d'exprimer la fonction du hasard de la loi de
probabilité de survie d'un systéme en fonction de
celles de ses divers é&léments [24].

(c) Par définition, lois de probabilite des variables
aléatoires & valeurs réelles presque-sirement posi-
tives.
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classe-frontiére entre celles des lois de type THR(3) et
de type DHR(b). Cependant, alors que selon la non-
décroissance de ses fonctions de vie et de performances,
il semble intuitivement raisonnable de prévoir, comme
conséquence de 1'usure d'un é&lément quelconque, un rac-
courcissement de la durée de bon fonctionnement d'un sys-
téme tinaire cohérent, celui formé de deux éléments en
paralléle et de type IKR n'a pas une Toi de probabiliteé
de survie dans cette méme classe. Les deux classes de
lois de types IHR et DHR définies en fonction des varia-
tions du taux de hasard se révélant ainsi trop restrein-
tes, c'est & partir de deux notions simples, 1'une déter
ministe : la propriété de cohérence, 1'autre stochasti-
que : Tes Tlois exponentielles, que BIRNBAUM Z.W., ESARY
J.D. et MARSHALL A.W. définissent les deux classes plus
larges des Tlois de probabilité de type IHRA et de type
DHRA [7] caractérisées par un taux de hasard moyen crois-
sant et décroissant<c) respectivement et admettant tou-
jours comme classe-frontiére : celle des lois exponen-
tielles. Relativement aux diverses classes de lois de
probabilité introduites ultérieurement, toujours dans le
but de distinauer divers types de variations aléatoires

(a) "Increasing Hazard Rate” [1}. Lois de protabilité
dont la fonction de survie F est telle que : la pro-

babilité de vie résiduelle [Eéﬁiil] soit une fonction
+ F(t) +

non croissante de t € R, pour tout s€R ,s fixé ;

et donc, en cas d'absolue continuité par rapport a la

=+ s s
mesure de Letesgue sur (R ,fEiL caractérisées par un
R

taux de hasard non décroissant.

(t) "Decreasing Hazard Rate" [1]. Intervertir les pro-
priétés de non-croissance et de non-décroissance
dans la définition ci-dessus.

(c) ou, plus généralement, par une fonction du hasard H
telle que le rapport [% H(t)] soit une fonction non-

P . . e .
décroissante et non-croissante de t€R , respecti-
vement.
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d 1'aide de considérations intuitives simp]es(a), la
classe des lois de type IKRA joue un réle primordial.
Au-dela du cadre de cette étude, un tel effort de clas-
sification se prolonge selon les trois axes principaux
suivants : statistique inférentielle, modéles de chocs
et comparaisons de diverses politiques de maintenance.

Tout systéme binaire cohérent est logiquement équi-
valent d une structure série-paralléle (ou inversement,
par dualiteé). Afin d'étudier, de maniére simple, des sys-
témes (binaires) plus généraux, quelques études récentes
proposent d'étendre la notion de cohérence & des systé-
mes multiperformants ("multistate systems" [20]). Un mo-
déle logique, inspiré de celui proposé pour décrire les
systémes binaires cohérents soumis 3 une "cannibalisa-
tion" [35], généralise le modéle dichotomique ; Tes ré-
gles opératoires de 1'"algébre de Post" [18] se substi-
tuent a celles de 1'algébre de Boole ; et la logique de
tout systéme multiperformant alors considéré peut étre
caractérisée par des ensembles de "vecteurs de connec-
tion"” {201, notion admettant, de maniére évidente, celle
de vecteur-coupe ou de vecteur-chemin comme cas parti-
culiers. Si la fermeture des classes de lois de probati-
Tité de type IKRA ou de type NBU est alors “élargie & la
formation des systémes multiperformants cohérents" [20],

(a) telles qu'-une probabilité de vie résiduelle infé-
rieure (ou : supérieure) & celle absolue

¥(s,t)eRT2, P[T>tes/T>t] < (ou : 3) P T>s] ;
-une espérance de vie résiduelle

E[T-t/T > t] décroissante ou croissante en fonc-

tion de 1'"age" du systéme, te€ RY

T désigne une variable aléatoire réelle positive.

Ces relations définissent les classes de lois de pro-
babilité de type NBU, NWU, DMRL et IMRL [12] [25] ,
respectivement.
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<

il convient de noter que ce résultat correspond toujours
d la propriété stochastique de ces classes de lois mise
en évidence au cours de 1'étude des systémes binaires

cohérents.

Sous T'hypothése de 1'indépendance, les limitations
des méthodes de détermination de Ta "fiabilité" des sys-
témes cohérents sont de nature essentiellement détermi-
niste : un “grand" nombre d'@léments Tiés par des rela-
tions fonctionnelles “"apparemment non-classiques* demeu-
re un facteur de complexité. Tandis que le probléme res-
te largement ouvert pour les systémes multiperformants
cohérents, c'est vers l'analyse des arbres de fautes que
semblent s'orienter les méthodes actuelles pour détermi-
ner la structure série-paralléle logiquement équivalente
d un systéme binaire cohérent. Comme pour de nombreux
problémes classés "NP-difficiles" en “"théorie de la com-
plexité" [48], des algorithmes de tri [42] efficaces
peuvent améliorer les performances de tel ou tel algo-
rithme ; celles-ci restent, cependant, grandement soumi-

ses & la configuration de 1'arbre considéré [40].

L'extension des résultats obtenus sous 1'hypothése
de la cohérence & des systémes plus généraux (semi-cohé-
rents (en moyenne) [25], par exemple,...) demeure un pro-
bléme largement ouvert.

L'étude de nombreux systémes exige la prise en
compte de dépendances. A titre d'exemple, le terme phy-
sique "mode commun de défai]]ances“(a) qui peut désigner

(a) Le chapitre & de 1'étude [32] propose une classifi-
cation de ceux-ci.
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un ¥environnement", un sous-systéme..., correspond 3 la
présence de dépendances entre certaines variables aléa-
toires du modéle descriptif d'un systéme. En négligeant
les difficultés structurales ou statistiques éventuelles,
on peut prendre en compte les dépendances entre les éle-
ments d'un systéme par des modélisations stochastiques
qui peuvent avoir recours & trois grandes méthodologies
présentées selon Teur ordre rétrospectif de parution.

Ne plus considérer séparément mais conjointement
les lois de probabilité de survie des divers éléments,
ainsi pourrions-nous résumer physiquement 1'une des de-
marches. Bien que 1'effort de généralisation au cas mul-
tidimensionnel des lois de probabilités c1assiques(a)
comme celles exponentié]]es, Gamma, de Weibull, ... soit
également présent dans des domaines probabilistes étran-
gers & la théorie de la fiabilité, celle-ci marque son
empreinte, avec forces modéles de choc & 1'appui,
sur de nombreuses propositions de lois parmi lesquelles
nous retiendrons la loi exponentielle multidimensionnel-
le, notée MVE en abrégé, et imaginée par MARSHALL A.W.
et OLKIN I. [39]. Le passage au multidimensionnel des no-
tions classiques conduit actuellement & diverses généra-
lisations des classes de lois évoquées précédemment. Ces
extensions [11] [13] tendent & satisfaire les trois cri-
téres l1égitimes suivants

(a) Lois de probatilités multidimensionnelles rassemblées
avec forces références, dans 1'ouvrage suivant :
JOHNSON N.L., and KOTZ S. "Distributions in Statis-
tics", Volume 4 : "Continuous Multivariate Distribu-
tions", (1972). John WILEY. New-York.
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- caractérisations des nouvelles classes & partir
d'expressions utilisant la fonction de survie
conjointe et analogues a celles qui définissent
les classes de lois unidimensionnelles correspon=

dantes ;
- préservation des inclusions entre classes ;

- admission des lois de probabilité MVE comme clas-

se-frontiere.

S$'i1 est agrossiérement illusoire de vouloir dresser
une liste de dépendances stochastiques exhaustive rela-
tivement aux systémes réels, il semble par contre raison-
nable de graduer celle-ci ; LEHMANN E.L. [38] propose
dans une optique statistique, trois types de dépendances
bivariées qui sont, selon 1'ordre croissant de leur puis-
sance : les dépendances "de quadrant", "de régression”
et "du rapport de vraisemblance". Ce dernier type de dé-
pendance a été généralisé depuis en termes de variables
aléatoires dont la densité de probabilité conjointe est
caractérisée par des applications partielles d'ordre 2
“totalement positives"(a) [2]. La création des classes
de lois de protatbilité multidimensionnelles évoquées ci-
dessus a suscité les définitions de divers autres types
de dépendances telles que celles dites "d'extrémité"(b)

(a) Conformément & la notion de "positivité totale" pro-
posée et étudiée, de maniére intensive, par KARLINS.
-Cf. "Total Positivity", (196&) STANFORD University
Press.

(£) "Right or left tail dependences” [11] [27]. A titre
d'exemple, le vecteur aléatoire réel §=(X1,X2,u.,xm)

est d'extrémité gauche décroissante par rapport au
vecteur aléatoire réel l=(Y1,Y2,“.,Yn)si et seulement

si : pour tout vecteur (xl,.",xm)fixé dans R™ |
m n

PIN [ X. <xiV n [Yi <yi]] est une fonction.non crois-
i=1 i=1

sante de (Y,,¥0,-nY,) € R"
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2) droits ou gauches, croissants ou décrois-

ou "de coin"(
sants. La notion de cohérence n'étant guére étrangére a
1'introduction de la relation d'"association" [28] entre
variables aléatoires rée]]es(b), les diverses propriétés
de celle-ci en font un type de dépendance positive pri-

mordial parmi ceux évoqués ci-dessus.

La détermination d'une torne inférieure qui tient
compte des dépendances entre les éléments d'un systéme
s'avére souvent moins érronée qu'un '"calcul exact" ef-
fectué atusivemwent, par souci de faisabilité, sous 1'hy-
pothése de 1'indépendance(c). La prise en compte de dé-
pendances telles que 1'association, a permis de détermi-
ner, de maniére simple, divers "encadrements" de la fonc-
tion des performances d'un systéme binaire cohérent [2].
Ces approximations ont été affinées par la mise en jeu
de décompositions modulaires [S] [41] puis, généralisées
d Ta disponitilité d'intervalle d'un systéme Ltinaire co-
hérent [41].

(a) "Right or Teft corner dependences” [11] [33]. A ti-
tre d'exemple, le vecteur aléatoire réel §=(X1,".,Xa

est de coin droit croissant si et seulement si
m

m T
P[ﬂ [Xii>xi]/‘ﬁ [Xi >x{n est une fonction nondécrois-

i=1 i=1
sante de (xi,xé,...,x&Q €R™, pour tout vecteur
.z m
(Xl’XZ""’Xm) fixé dans R

(B) L'inégalité qui définit cette relation de dépendan-
ce, a étée préalatlement obtenue pour des variables
aleatoires binaires mutuellement indépendantes au

.cours de 1'étude [25] (cf. théoréme 3.1) des syste-
mes binaires cohérents et a permis, en particulier
d'obtenir un "encadrement" de la fonction des perfor-
mances d'un tel systéme.

(c) Le chapitre 1 de 1'étude [18] évoque quelques modeé-

les qui ont abouti & de telles constatations.
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Cerner des types de dépendance qui permettent, a
1'aide de transformations simples, de substituer au mo-
déle stochastique initial un modéle exclusivement défini
par des variables aléatoires mutuellement indépendantes
constitue une des techniques d'extension des nombreux
résultats connus qui exigent 1'hypothése d'indé&pendance.
C'est dans cette optique qu'a été discernée, entre les
relations d'indépendance mutuelle et d'association, une
relation de dépendance positive vérifiée, en particulien
par des variables aléatoires & valeurs réelles positives
et dont la loi de probabilité conjointe présente des
"minimums exponentiels" [23] ou, plus généralement, "des
minimums de hasard proportionnels" & une fonction du ha-
sard donné [27] ; en effet, la fonction de fiabilite
d'un systéme cohérent dont les durées de vie é€lémentai-
res admettent une telle 1oi de probabilité conjointe est
celle d'un systéme d'ordre plus élevé mais également co-
hérent et dont les éléments peuvent étre caractérisés
par des durées de vie aléatoires mutuellement indépendan-
tes. Les lois de probabilité multidimensionnellesqui pré
sentent des minimums de hasard proportionnels & la fonc-
tion du hasard d'une 1oi de protaktilité de survie de ty-
pe IHRA ou de type NBU, permettent de faire apparaftre
une plus grande stabilité des deux classes de lois uni-
dimensionnelles correspondantes et d'illustrer, a T'aide
d'exemples, diverses classes qui généralisent ces dernié&
res au cas multidimensionnel, parmi celles é&voquées pré-

cédemment.

Aprés celles des phénoménes biologiques, des "files
d'attente” [17] [19],..., la modélisation des systémes a
1'aide des chaines et des processus de Markov ou des pro-
cessus semi-markoviens constitue une méthode de "fiabi-
lité", désormais classique, qui permet une grande fidéli-
té de description. Cependant, le nomtre des é&tats dupro-
cessus croissant exponentiellement avec celui-ci, un
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“grand" nomtre d'él1éments 1iés par des relations fonc-
tionnelles trés diverses et non "classiques"” constitue
un lourd facteur de complexité de Ta méthode générale
{1471 [18].

Afin de tenter d'enrayer cette croissance exponen-
tielle une premiére possibilité consiste & contracter
1'espace des états selon certaines partitions qui conser-
vent la propriété de Markov du processus puisqu'elles
vérifient la condition suffisante bien connue [36]. L'al-
gorithme proposé dans 1'é@tude [44] permet une détermina-
tion plus efficace de telles partitions en détectant
celles-ci directement & partir de la logique du systéme
et des caractéristiques de fiabilité, taux de défaillan-
ces et taux de réparations, de ses éléments.

Parmi diverses méthodes d'"approximation" aux do-
maines d'applications plus ou moins généraux, la "métho-
de des états de marche critique" [32] propose une expres-
sion "approchée" du taux de défaillances du systéme en
évitant le traitement complet du processus de Markov des-
criptif d'un systéme cohérent.

Qutre celles dites "d'approximation", une technique
d'extension bien connue du domaine d'application d'une
méthode Timitée par des difficultés croissantes de manie-

re non-poliynomiale par rapport & la taille des problémes
envisagés consiste & décomposer ceux-ci en divers proble-
mes (mathématiquement indépendants) de taille moindre et
relevant du domaine d'application de la méthode initiale-
ment envisagée (ou de "méthodes équivalentes"). La re-
cherche [15] d'une décomposition modulaire d'un systéme
cohérent, évoquée précédemment, constitue une telle tech-
nique d'extension du domaine d'application de la "métho-
de des coupes ou des chemins minimaux". A partir des ma-

trices de taux de transition trés structurées présentées
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dans deux études pratiques(a), cette troisiéme démarche
est envisageable pour Etudier 1'@volution stochastique
de certains systémes de “"fiabilité" : celle-ci est fon-
dée sur 1'introduction de quelques relations de dépen-
dance stochastique entre chaines puis processus de Mar-
kov qui conduisent & un processus stochastique (vecto-
riel) également de Markov. A titre d'exemple, la prise
en compte de telles relations de dépendance peut rendre
plus aisée 1'étude d'un systéme de fiabilité ou de slre-
té dont 1'évolution stochastique est soumise d& un pro-
cessus de Markov dépendant de "1'état présent" d'un en-
vironnement, lui-méme aléatoirement changeant selon un
processus de Markov. De plus, ces relations de dépendan-
ce DP(h,k), (h,k) € {0,1}2 , admettent comme cas-limite
la notion d'indépendance.

L'étude de ces relations de dépendance DP(h,k),
(h,k) € {O,l}2 , est cependant loin de prétendre & 1'ex-
haustivité. Aussi, si une connaissance approfondie de
ces dépendances est irréalisée dans le futur, il pour-
rait s'avérer profitatle de ne pas omettre 1'idée initia-
le de cette démarche : définir des dépendances stochasti-
ques entre deux processus de Markov qui assurent un pro-
cessus stochastique vectoriel vérifiant également la
propriété de Markov et qui permettent d'obtenir, de ma-
niére exacte ou "approchée", des résultats descriptifs

de ce processus -résultant, sinon a partir des deux pro-

cessus composants, du moins a 1'aide de certains proces-

sus qui le composent. Il est tien connu que 1'étude

(a) - BAZOVSKY I. -"Optimizations of Communications Sa-
tellite Reliability Systems" Intermediate Report
prepared for C.N.E.S." (1977). Contract C76.
C.N.E.S. 067.

- CLAROTTI €., CONTINI S. et SOMMA R. “Phased Mis-
sion Systems with Reparable Components.: Compari-
son between analytical Markov Solutions and Fault
Tree Technique Evaluation". (1977).
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des processus (de Markov) fait appel & des argumenta-
tions tant analytiques qu'algébriques ; et la démarche
proposée recouvre le souci de formuler de maniére "exac-
te" -a 1'aide du produit de Kronecker (simple), par
exemple- ou "approché&" -en prenant en compte des matri-
ces tien structurées te11e§ que celles dites "presque
complétement décomposables", par exemple- les solutions
de systémes d'équations algébriques ou différentielles
en fonction des solutions de systémes de méme nature de
taille moindre

La classification des systémes évoquée au début de
cette introduction s'appuie sur les caractéristiques phy-
siques des systémes. C'est une classification orientée
vers les méthodes analytiques de détermination de la
"fiabilité" que 1'on pourra retenir de cette &tude : i1
convient alors de distinguer les systémes cohérents de
ceux non-cohérents ; puis de moduler ces deux classes
selon diverses noticons de dépendance stochastique (par-
mi celles évoquées précédemment) sans omettre le cas-
limite de 1'indépendance mutuelle.

L'exposé des méthodes analytiques de détermination
de la "fiabilité" au fur et & mesure des types de systé-
mes envisagés fera l'objet d'un texte ultérieur. Cette
é?ude correspond d la premiére partie d'une thése de
31éme cycle présentée & 1'Université Paul Sabatier de

Toulouse.
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CHAPITRE A

DESCRIPTIONS DES SYSTEMES DE "FIABILITE"

I. INTRODUCTION

La description de tout systéme de "fiabilite" faisant
appel & deux points de vue

- 1'un déterministe : la logique du systéme, seule,
est alors considérée,

- T'autre stochastique : le systéme est alors considéré
comme une entité dynamique,

i1 nous a paru fondamental d'aborder les trois points suivants

(1) Définition de deux modéles de "fiabilité" trés généraux
et présentation unifiée d'une propriété déterministe : la cohéren-
ce. A cet effet, nous introduisons les notions de fonction de
structure ("structure function" [25]) et de fonction de vie ("Tife
function"” [22]) étendues & 1'ensemble des systémes multiperformants
("multistate systems" [206]1) qui englobe le cas particulier des
systémes binaires bien connus. Bien que Tes deux formulations des
systémes de fiabilité considérées alors soient équivalentes, il
convient de noter que selon les cas, 1'une peut s'avérer d'utili-
sation plus aisée que T'autre. Conformément & 1'é@tude [2C], nous
généralisons Ta notion d'"essentialité" au cas des systémes multi-
performants. On notera qu'une telle terminologie se justifie alors
par les conséquences de la propriété qu'elle désigne et non plus
par le sens intuitif de celle-ci appliquée aux systémes binaires,
a savoir : tout élément inessentiel n'a aucune influence sur le
comportement du systéme complet.
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(2) Exposé des diverses caractéristiques stochastiques
des systémes de "fiabilité"”, Face & 1'inflation des défini-
tions proposées dans les nombreuses études de fiabiliteé
(cf, [141, [31]1, [32], par exemple), nous présentons en
particulier Tes diverses mesures stationnaires des systémes
de slreté ("safety systems” [43]). Nous compléterons au
chapitre B les diverses notjons de dépendances présentées
au paragraphe (III-=3),

(3) Enumération des diverses représentations lcgiques les
plus utilisées. Si elles permettent de mettre en évidence de
nombreux résultats théoriques, la fonction de structure et Ta
fonction de vie interviennent souvent de maniére implicite dans
la pratique. En effet, la représentation logique d'un systéme
est alors traduite directement en les caractéristiques nécessai-
res & la méthode choisie. Ainsi, 1a détermination du modéle daes-
criptif le mieux adapté constitue le point de départ de toute
étude analytique de la fiabilite.

Les systémes considérés dans cette étude sont supposés
exempts de toute "cannibalisation" [35].
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IT. POINTS DE VUE DETERMINISTES

IT.1 Fonction de Structure et Fonction de Vie

Tout systéme é€tart tout d'abord défiri comme un ensemble
d'éléments (ou composants, unités élémentaires du systéme par
définition) soumis & des processus physiques, on caractérise
tout état de 1'ensemble completd 1'aide des états respectifs de
ses divers &léments ou de ses divers mocdules, Jusqu'a de
plus amples précisions (cf, § I1.2.1), nous noteraons
C = {i €N|]i=1,2,...,n} tout systéme formé de n &léments
distincts, donc dit d'ordre n. Tout état d'un composant i
correspond alors & 1'un de ses divers niveaux de performan-
ces possibles ("performance level") supposés en nombre fini,
et éléments de 1'ensemble Si = {0,1,2,...,N1} notés suivant
leur ordre croissant depuis le niveau de panne compléte
(niveau 0) jusqu'au niveau de fonctionnement parfait (niveau
Ni) ; On posera : S: = Si-{O}. Parmi ces systémes dits a
plusieurs états ou multiperformants nous n'cmettrons pas le
cas particulier des systémes dits binaires [2 ], [25] dont
1'étude n'exice cue la distinction de deux niveaux de per-
formance (niveau 0 ou 1) pour tout élément de C et C lui-méme.

Etant donné 1'espace de probabilité (q,a,P), supposé
complété, des observatiors (dont nous préciserons la défini-
tion au chapitre B suivant), on décrit tout élément i du
systéme C a 1'aide de : ¥ t € RY

(i) la variable aléatoire Xi(t) de (Q2,4,P) dans
(S5 8)(Si)) rendant compte de 1'état du composant i
a 1'instant t

On notera alors xi(t) toute valeur observée de Xi(t).
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(ii) la variable aleatoire Ii = (Tg)jES? de (Q,a,P)

N
dans (R , §%+Ni) définie par

v jest, 19 P2 supteR*/vuer o, bl x(u)>i-13. (1)

Si 1'élément i est soumis & des réparations,

alors Tg déesigne la date aléatoire de la premiére
dégradation de niveau j ; sinon, on appelle T%
“durée de vie aléatoire de niveau j¥ (cf.§ III-1-1)
et on peut encore définir celle-ci par 1a relation

T‘g "= Sup (ueR™ /X, (u) > §-1). (T2)

J

On notera alors, t. = (ti

*
5 )J.esi , toute valeur

observée de T,

Dans le cas des systémes binaires, il suffit évidemment
de considérer la variable aléatoire réelle Ti correspondant
a J = 1. Sans restreindre le domaine de notre étude, nous
supposerons que tout composant i € C présente un méme niveau
<2 performance maximal N = Sup{Ni/iGC} ; 11 suffit alors de
definir correctement la fiabilité ou la disponibilité de
niveau j € S: , 1 €C

Dorénavant, ¥ i € C, Si =S5 = {0,1,2,...,N}.

A partir de celles caractérisant chacun de ses é&léments,
on définit les varjables aléatoires correspondantes décrivant
le systéme complet a 1'aide de

(i) sa fonction de structure o de S" dans S telle que
¥ t € R" , 1a variable aleatoire
X(t) = 0.X(t) = <1>0(x1.(t))iec de (9,a,P) dans

(S, ﬁ%S)) rende compte du niveau de performance du
systéme en fonction des performances conjointes de
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ses n élements, On notera alors x(t) et x{t), les
valeurs observées des yariables aléatoires X(t)
et X(t) respectivement,

(ii) Sa fonction de vie 17 de niveau i €8”, dans le
cas d'un systéme de fiabilitée ; (cf.§(III-1-1)) ;

cette fonction de R*N™

dans K" est telle que
la variable aléatoire TJ=TJOI = TJO(II,IZ,...,In)

de (2,@.P) dans (RV , ﬂ3+) rende compte de la durée
R

de vie de niveau j du systéme en fonction des durées
. - - . *
de vie de ses n éléments ; ¥ j € S

: .S, -
i Sup{u € R*/Xx(u) > j-1}

La date aleatoire TY de 1a premiére dégradation de
niveau j d'un systéme de s{ireté est définie comme Tg
par Ta relation (T2) précédente.

Lorsque nous négligerons 1'aspect dynamique du systéme,
nous utiliserons seulement les symboles Xi,xi,l,é,x et x sans
P = I =t
aucune référence 38 la date t fixée dans R

Conventions
Nous respecterons désormais les notations vectorielles
suivantes: tout vecteur X € s" etant repéré par ses coordonnées

en base canonique,

- pour toute partie M non vide de C et tout j € S,
Jsi:ieM
= ] =) .=
X = (Gyadm! = % i
% sitieM

o0 : y désigne un vecteur de S" et W le complé-
mentaire de M dans C ; dans le cas particulier o

- M= {i}, on écrira = (ji’l)
=]

- M= €, on écrira
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- Etant donné une partition c*(= {M2/2=1,2,...,m},
m <n, de 1'ensemble C, nous désignerons par
Xn € SM , le vecteur des performancés des divers
o .
éléments de MK

On peut alors noter tout vecteur x € s" sous 1a

forme : x = (x4 » Xy

Xps
BN,

1 2

Tout & fait analogues seront les notations relatives au
vecteur t € R™™ , et aux vecteurs aléatoires XetT

Afin de caractériser quelques types de systémes, nous

introduisons
- une relation d'ordre partiel sur s" 1461 = pour

tout x € s et tout x' € sh ,
x < x' e ¥ i€ c , X; < x%

- Une relation de préordre sur SM [61 , M désignant
une partie propre non vide de C : pour tout

3V € SM et tout 5M € SM .

© Vg € Sg s (X xg)< e (X xg)

X BT

< 1
ZM 8 }M

Ainsi que les deux relations d'équivalence correspondantes

sur S" et SM respectivement

IT.2 Les Systémes Cohérents

Dorénavant, nous désignerons tout systéme 3 1'aide du
couple (C,d) tel que

- C désigne un ensemble arbitraire de n &éléments de N’

- la fonction de structure ¢ décrive la logique du
systéme définie Tors de Ta conception de celui-ci.
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IT.2,1 Définitions
Definition 1 :
On appelle systéme dual du systéme (C,¢) d'ordre n, le
systéme d'ordre n, noté (C,¢D) dont Ta fonction de structure
¢D est définie par la relation

D

¥ xes" e (x) = N - o(N - x)

Nous noterons TJD la fonction de vie de niveau j du systéme

(¢,

Remarque 1

Dans le cas des systémes binaires : ¥ X € s”, ¢D(5) = ETETZT
conformément aux notations de 1'algébre de BOOLE, En 1'absence
de toute précision, ¢ désigne la fonction de structure d'un
systéme dont on doit distinguer plus de deux niveaux de perfor-
mance [20] ; la détermination d'une telle fonction fait alors
appel aux régles opératoires de 1'algébre de POST [18] dé&finje
sur S 3 la variable aléatoire X s'écrit, pour tout i € C, sous
la forme suijvante
o 5 (ji,l) . l{j}oxi

>
i}
™M=

3=0

(6 = symbole de Kronecker).

Définition 2
On dit qu'un systéme (C,®) d'ordre n est un systéme semi-
cohérent si et seulement si

(Cl) sa fonction de structure ¢ est une fonction non
décroissante (au sens de la relation d'ordre
partiel définie précédemment) sur sh

Remarqyg_g :
L'interprétation physique de 1'axiome (Cl) constitue

1'hypothése raisonnable suivante : si le systéme (C,d) est a
un niveau de performance j , alors, aucune baisse de perfor-
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mance d'un élément n'induit une augmentation de la performance
du systéme complet ; et inversement, relativement & toute
augmentation des niveaux de performance des éléments du systéme.

Définition 3 :
On appelle systéme cohérent au sens large, tout systéme
(C,2) semi-cohérent dont la fonction de structure @ vérifie

de plus T'axiome suivant

(C2) ¥ €5, o(§) = ]

Remarque 3

Les seuls systémes binaires strictement semi-cohérents
(i.e. : semi et non cohérents) sont ceux caractérisés par
la fonction de structure ¢ =0 ou ¢ =1

Definition 4 :
On dira qu'une partie M propre non vide de C est essen-
tielle au niveau de performance j € S d'un systéme (C,®) si et

seulement si
d xy € sp/ (oldysxy) =

vV L €S, L] = 6(&M’5ﬁ) £ 3.
Si M= {i}, 1'élément i est essentiel au niveau de performance j.

Exemple 1 :

Si (C,%) désigne un systéme de redondance majoritaire k/n
k<k out of n system >>;k € C;cf.exemple 2), alors, toute partie
M de C telle que : |M|=k est une partie essentielle au systéme
(C,®) pour tout niveau j € S

Remarque 4 :
Cette derniére définition comprend évidemment comme cas
particulier 1a notion d'élément essentiel 1 (<<relevant>> [221])

& un systéme binaire (C,0) : 11 #® Oi
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Définition 5
On appelle systéme cohérent au sens strict relativement

au niveau de performance j € S, tout systéme (C,®) cohérent

au sens large vérifiant 1'axiome suivant

(C3) Tout élément i € C est essentiel au niveau de per-
formance j .

Remarque 5

Notons que selon la remarque 3 précédente, les axiomes
(C1) et (C3) seuls, sont nécessaires et suffisants pour assurer
la cohérence stricte d'un systéme binaire (<<fully coherent
system>> [22]).

Dorénavant, toutes les fois que nous ferons appel a la

notion de cohérence, nous évoquerons celle au sens large, sauf

indication contraire.

Proposition : [26] [25]
Le systéme dual (C,@D) de tout systéme (C,%¢) cohérent
(au sens strict) est lui-méme un systéme cohérent (au sens

strict).

Exemple :
On vérifie aisément que le systéme dual (C,@D) du systéme
(C,®) strictement cohérent formé de n éléments

- en fiabilité-série (d.X = Xi) est un systéme de n

I =>

i=1

i

n n
éléments en fiabilité-paralléle (d.X = Xizl—n(l-Xi))
=1 i=1

et inversement.

- en configuration de <<redondance majoritaire k/n>>

(0X = 4L 1 % on : & = (¢, € O/[C, |k} 5 kEN", k <n)
T et deg
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est un systéme de n éléments en configuration de
<<redondance majoritaire (n-k+1)/n>>

(0.X = 1L i X.).
s . 1
Chok+l € ke1 § € Cpipug

Remarque 6 :

Lorsqu'elle est définie (cf, § III-1-1), la fonction
de vie d'un systéme cohérent est une fonction non décroissante
en chacun de ses arguments et a valeurs dans RT. Elle permet
aussi de caractériser les systémes binaires selon le théoréme
suivant [22 ]

Théoreéme 1 :
Un systéme binaire (C,®) d'ordre n admettant une fonction
de vie T est cohérent si et seulement si : celle-ci vérifie

1'une des deux conditions suivantes

(Ci) Pour tout simplexe de R'" de la forme

—+n S .
= S . S t. < <
I=1{teRr /t11 t12 < ... tin} ou (1 1,1,,...,1,)
uesigne une permutation de (1,2,...,n),
5 e & S/¥ Lt € T, T(E) = t.

L iy
(Z..) "our toute fonction f non décroissante de rR* dans
lui-méme, ¥ t € R*" | FLT(E)T=T(FthF(ty)s . nf(E,)).

Nous ne tiendrons pleinement compte du caractére aléatoire
des variables descriptives des systémes qu'a partir du paragra-
phe TIT ; afin de compléter le point de vue déterministe de
celui-ci, nous présentons une notion fondamentale souvent utile
puisque source de simplifications des systémes : celle de modu-

Te ou sous-systéme cohérent.
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Définition 6 :
Une partie M propre non vide de C et essentielle au systéme
(C,®) forme un sous-ensemble modulaire (<<modular subset>> [61])

de (C,d) si et seulement si : il existe deux fonctions de struc-
ture u et y définies sur SM et SxSM respectivement et telles
que

n

(Ml) 4 _)i €S H Q(_)S) =9 (5M’—)Sﬁ) = w(u(lM)aéﬁ)

(M2).1e couple (M,u) définit un systéme cohérent d'espace
des états Syet appelé module de (C,9)

(M3) 1e couple (C' = {CM} v M, ) définit un systeme
cohérent, CM désignant 1'élément de (C',y) obtenu
par contraction de M en un seul élément dont les
performances sont décrites & 1'aide de la variable

aleéatoire X, =uo Xy
Remarque 7:

On vérifie aisément que
(a) la relation <<é&tre module de>> est transitive.

(b) Le couple (M,uD) définit un module du systéme
(C,@D) vérifiant la relation : ¥ x € ",

q’D(l() = q’D(_{M,Z(_M) = LPD(UD(Z(_IV)’_)EM)

(c) Selon la relation (M1), on peut considérer tout
sous-ensemble modulaire M d'un systéme cohérent
comme un macro-élément (<<super-component>>) de C ;
la fonction de vie Tj , J € s% verifie donc la
relation tout a fait analogue suivante
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J N 2
TVl = T “of{TpoTy ) s T3)
- M"—M ges -M
ol : -Tﬁ , L € g , désigne la fonction de vie

de niveau £ du systéme cchérent (M,n)

2 S 5t -
TMOIM = TM = Sup{u € R /UOXM(U) > 9-11}
-’ désigne la fonction de vie de niveau j
du systéme cohérent (C',y)
23, 1L R, .
VD) TSR o (sey(u) () > -1

Définition 7
On dit que 1'ensemble des modules (Ml,ul),(MZ,uz),...
(Mm,um) forme une décomposition modulaire du systéme cohérent

(C,0) d'ordre n (m < n) [6] si et seulement si : 1'ensemble
M - {M{/2=1,2,...,m} C 50(C) constitue une partition de
1'ensemble C en sous-ensembles modulaires de (C,9).

Le systéme cohérent (C',y) correspondant formé de m élé-
ments essentiels est alors décrit par 1a variable aléatoire

(M8)  0X = 0o (Xyy sXpy s--

, Xy ) -
L

s Xy )=‘P0(U oXy sH oX.-‘ se--sl o
—%m 1 —Nl 2 —NZ m —Mm

11.2.2.2 Caractérisation des Modules des

Avec une démonstration analogue & celle effectuée dans
le cas des systémes binaires cohérents [ g1, on vérifie aisément
le théoréme suivant : (cf. annexe XA).

Théoréme 2 :

Etant donné un systéme cohérent (C,®), une partie M propre

non vide de C et essentielle & (C,®¢) forme un sous-ensemble

modutaire de (C,¢) si et seulement si
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e i = 1
Pxy €Sy FIEs/xy e gy
De plus, si : (M,u) désigne le module correspondant de
(C,0), alors, la relation (M1) et la relation suivante
|14 Xy € SM . u(lM) = j e XM T e iM définissent les fonctions
¥ et u respectivement de maniére unique.

Toute décomposition modulaire d'un systéme (C,d) ayant
pour but de restreindre 1'analyse de celui-ci 3 des systémes
d'ordre moindre, le <<théoréme des trois moduyles>> [ 6]
énoncé ci-aprés aide considérablement 3 effectuer de telles
décompositions,

Théoréme 3

Etant donné un systéme binaire strictement cohérent (C,o),
si trois parties Ml’ M2 et M3 propres non vides et deux & deux
2) et (M2 U M3) forment
deux sous-ensembles modulaires de (C,¢), alors, Ml’ M2 et M

disjointes de C sont telles que : (M1 U N

3 sont

eux-mémes trois sous-ensembles modulaires de (C,s) tels que
- soit : M1 v M2 v M3 =C,

- soit : M1 U M2 V) M3 forme un sous-ensemble modulaire
de (C,9).

De plus, les modules (Ml,ul), (Mz,uz), (M3,u3) correspon-
dants sont

- soit : en fiabilité-sérije

- soit : en fiabjlité-paralléle,



-34-

ITI. DESCRIPTION STOCHASTIQUE DES SYSTEMES

Toute étude analytique de la fiabilité faisant appel
sous des formes diverses & la notion de processus stochasti-
que, précisons dés a présent, afin de nous rassurer pleine-
ment sur le bienfondé des définitions et des calculs ulté-
rieurement envisaceables, que nous utiliserons ce terme au sens
d'une fonction aléatoire sur (8 x'ﬁ+, Q@‘ﬁ-+ ,P®u) -0l »
désigne la mesure de Lebesgue- et dont nous considérerons une
version standard séparable sur 1'espace {£2,Q,P) supposé complé-
té (versions qui existent toujours selon le théoréme de DOOB

évoqué dans [16], p. 144).

IIT1.1 Des Lois de Probabilité de Survie

ITT.1.1 La _Fonction de Fiabilite
Définition 1 :
Etant donné un systéme (C,9) d‘ordre n, on notera RY
sa fonction de fiabilité de niveau j € S*, fonction positive

. RPN + .
non croissante définie sur R par 1'une des deux relations
suivantes

- a8 partir du processus {X(t)/t € RY) des performances

aléatoires du systéme
v t € RY, RI(t)=P[X(u)>j-1 ; ¥ u € [0,t]]. (RO1)

- & partir de la variable aléatoire 79 appelée durée de
vie de niveau j ou date de la premiére occurence du
niveau {(j-1) selon que 1'on traite d'un systéme de fia-

bilité ou de sireté
v terR, RI(t)=PITI > t]. (RO2)

Dans le cas des systémes binaires, on notera celle-ci R cor-

respondant a j=1 ,



-35-

Remarque 1 :

Si le systéeme considéré <<a une vie>> [21] de niveau j,
j € s* , c'est-d-dire ; si le processus stochastique
{X(t)/t € R} verifie 1a relation

v teRY/PIX(t)>5-11>0 , P[X(8)>j-1;3¥ S€[0,t[ /X(t)>j-11=1  (V0)

42
e ¥(s,t)eRTT,s<t/PIX(t)>3-11 >0, PLIX(s)<j-11/[X(t)>j-111=0
) (V1)

alors, 1a fonction RY peut s'écrire sous la forme

vteRr , RI(t) = POX(t) > -1 (RO3)

Remarque 2 :

Si, de plus, tous les éléments d'un systéme (C,®) supposé
cohérent d'ordre n ont une vie c'est-a-dire : si le processus
de leurs performances conjointes vérifie la relation

—42
2Ny (s,t)eRT, x<y, s<t, PLIX(S)=x]N[X(t)=yl1=0 (V3)

V(x,y) €S
alors, le systéme a une vie (la réciproque est fausse -cf. exem-
ple A-[21], étude consacrée aux relations liant la notion de
cohérence et 1'existence de la vie des systémes binaires et de

Teurs éléments) ; on peut montrer alors que la fonction de fia-
bilite de piveau j € s d'un tel systéme s'exprime comme une
fonction h% de ce]]es de ses divers éléments caractérisés par

le vecteur r = (rg)(i j)ec x s* de leurs fiabilités respectives :

vre R, RI(t) = PiTI>t = nd(r(t)) (RO4)

Remarque 3 :
Si (Ml,ul),(Mz,pz),...,(Mm,um) fornie une décomposition
modulaire d'un tel systéme, alors : (cf. relation (M4)-§I1-2-2-1)

v e R, nd(r(e))=hy b (r(t))1 (ROS)

0u : h (r(t)) = (ht (ry (t)))

M =g (e,k)es" x(1,2 . ... ,m)
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Remarque préliminaire

Les notions de

- fonction du hasard(<<hazard function>> [24]1) A
¥ t € RY a(t)=-Log F(t)

- fonction-taux de hasard(<<hazard rate-function>>

[1])>\:Vteﬁ+,>\(t)=ﬂ\a£tt_)

(Si celle-ci est bien définie ; le rapport

F(t+s)

- , sinon)
F(t)

permettent de caractériser de larges classes de lois de proba-
bilité parmi celles, notées 2 (T) en abrégé, des variables
aléatoires T réelles, non négatives définies par leur fonction
de répartition Fouleur fonction de survie F=1-F. Des diverses
notions de <<vieillissement aléatoire positif>> [12], nous
retiendrons les deux classes de lois de probabilité suivantes
incluant celle, bien connue, des lois de probabilité de taux
de hasard croissant (<<increasing hazard rate distributions>>
[ 1] ; en abrégé : de type IHR)

Définition 1 :
On dit que la loi de probabilité d'une variable aléatoire
positive T est

(i) de type IHRA (<<increasing hazard rate average>> [ 7}
si et seulement si : 1'application : t € RY — [F(t)]

. . =+
est une fonction non croissante sur R

(ii) de type NBU (<<New Better than Used>> [ 2]) si et

seulement si : ¥(s,t) € RTZ | F(s+t) < F(s).F(t)

Ces deux classes de 1ois sont bien distinctes [12] ; cependant

)
1/t

s
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Proposition :

Toute loi de probabilité de type IHRA est une loi de
probabilité de type NBU.

Définition 2 :

On dit qu' <<une classe ﬂ) de Tois de prcbabilités de survie est
fermée pour la formation des systémes cohérents>> [7 ] si et
seulement si : pour tout systéeme cohérent (C,¢) de fonctions de
vie 19 de niveau j. JE S*, et pour tout vecteur aléatcire T formé
de variables aléatoires réelles TJ L(1,J)€ CxS™, mutuellement indé
pendantes et telles que ¥( TJ eﬂ) la loi de probatilité de cha-
cune des variables a1eato1res TJ T, J€ S*, est un élément de P

Théoréme 1 : [ 71

La Toi de probabilité <& (T) est de type IHRA si et seule-

ment si : i1 existe une suite aléatoire {Un} convergente en
nEeN

loi vers la variable aléatoire T et telle que : ¥ n € N,

Un = TnoI ol : Ty désigne la fonction de vie d'un systéme

binaire cohérent et T un vecteur de variatles aléatoires réelles positi-

ves, mutuellement indépendantes et de lois exponentielles.
Théoréne 2 : [2 1, [7 1, [20]

La classe des lois de prctatilité de type IHRA et celle des
Tois de probabilité de type NBU sont fermées toutes deux pour la

formation des systémes cohérents.

IIT.2 Diverses "Mesures" d'un systéme de slreté

Périodes de bon fonctionnement, instants de panne, périodes
de réparations et instants de remise en service se succédent
tout au long de 1'évolution dynamique d'un systéme de sireté.
Ainsi les fonctions d'échantillonnage du processus stochastique

X = {X(t)/t € Ry descriptif de 1'é&tat d'un te] systéme ne
sont plus presque-sirement non crojssantes sur RY et une meil-
leure connaissance de celles-ci exige la détermination de diver-
ses caractéristiques stochastiques autres que la fonction de
fiabilité,



Définition
Etant donné un systeme (C,2), on notera :

- Ad : sa fonction de disponibilite de niveau jes*
définie par

vterY L AI(t) = PEX(t) > §-1]

- Ag = Tim Aj(t) + la disponibilité asymptotique
t » 4o

(si elle existe).

Remarques
- D'aprés 1a relation (R03) du paragraphe (III.1) précé-
dent, les deux fonctions Rj et Aj coincident si et seule-~
ment si : le systéme a une vie.

- Selon les relations (RO4) et (RO5), les disponibilités
instantanée AJ( t) et asymptotique AJ s'écrivent comme
des fonctions hJ des vecteurs des d1spon1b111tes élémen-

taires a = (aQ),, et a_ = (aJ.) respectivement.
- 1795 =s sty

2,

On précise,le plus souvent, la description stochastique d'un

systéme de slreté & 1'aide des caractéristiques suivantes, si elles
existent

Cas_1 : Si les durées des pannes globales sont trés rénalisantes
- 'a fonction de maintenabilite M) de niveau j, jeS¥ définie par:
vt eRY ,M(t) = 1 - PIX(u)Sil: voue [0,t]]

0G la date du début de la réparation fixe 1'instant

initial.
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- La durée moyenne de bon fonctionnement de niveau j € S*
aprés réparation (<<mean up time>>) notée en abrégé
MyTY

- La durée moyenne des pannes (<<mean down time>>)deniveauj
j €s*, en abrége KDTY et définie par
MDT = Q;w(l-M%u))du (si une telle intégrale est bien
définie).

- La durée moyenne d'un cycle noté en abrégé McTI (<<mean
cycle time>>) : MCTI = mutd + mp1d.

myTd

“Alors, AY = DUIT
S merd

- d'ol, le terme de <<coefficient
d'aptitude>> [31] parfois utilisé pour désigner Ag

- La durée moyenne de bon fonctionnement de niveau J
considéréed partir d'une date aléatoirement choisie
notée en abreégé MTTFj . (<<mean time to failure>>) qui
est surtout utile pour des systémes fonctionnant par
intermittences aléatoires.

Cas_2 : Si le nombre des pannes est trés pénalisant

- La durée moyenne d'un cycie MCTY

- La durée moyenne de bon fonctionnement du systéme
jusqu'a la premiére panne (<<mean time to first
failure>>) notée MTFFY et que 1'on peut écrire, sous
certaines hypothéses, sous la forme

MIFED = g R ()at
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IIT.3 Quelques types de Dépendances Positives

En comparaison des études de fiabilité effectuées, souvent
par souci de faisabilité, sous 1'hypothése de 1'indépendance
stochastique entre les variahles aléatoires descriptives du
modéle considéré, plus rares sont celles tenant compte de la
dépendance positive créée par un <<environnement>> commun,
par exemple (cf. [18], p.12 ). Au cours de ce paragraphe, nous
présenterons trois types de telles dépendances parmi lesquelles
la notion d'association joue un réle primordial, Nous néglige-
rons les diverses notions de dépendances positives définies dans
le but de généraliser 1a notion de loi de probabilité de type
IHR {111, (33] au cas multidimensionnel car elles n'interviennent
jusqu'a présent, que dans des conditions suffisantes de 1'asso-
ciation pour des yecteurs aléatoires bidimensionnels [27], [33].

IIT.3.1 Définitions

Terminologies

Nous désignerons par 1'expression

- <<fonction-test>> [38] : toute fonction f telle que
toute intégrale définie par le contexte et faisant inter-
venir f, existe,

- <<fonction croissante sur R™s> : toute fonction réelle

croissante par rapport d& chacun de ses m arguments réels.

Définition 1

On dira. que la variable aléatoire vectorielle
X = (Xl’XZ""’Xm) 3 valeurs dans (R™, ﬁ3m) est dépendante de
la variable aléatoire vectorielle Y = (Yl’YZ"“’Yn) d valeurs

dans (Rn, P selon la relation de dépendance de régression
RN

positive a gauche (respectivement : & droite -"positive regres-

sion dependence” [38] sim =n = 1) si et seulement si
m n
¥x € R™M , P n [ X, & x.1/ [Y1=yi]] est une fonction non

y L LR S |
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m n
croissante de y € RD (respectivement : P[N [Xi > Xi]/ n [Yi=yi]]
i=1 i=1

est une fonction non décroissante de y € R"),

On notera ceci en abrégé : PLRD(X/Y) (respectivement ; PRRD(X/Y).
Posons : PRD(X/Y) <« {PRRD(X/Y) et PLRD(X/Y)}

Définition 2 :

On dit que m variables aléatoires réelles : Xl’XZ""’Xm

sont mutuellement dépendantes selon une relation de dépendance

de quadrant gauche (respectivement : de quadrant droit -"positive
left (right) quadrant dependence"” {23])positive si et seulement si :
leurs fonctions de répartition marginales : Fi , i=1,2,.,.,m
et conjointe F (respectivement : leurs fonctions de survie

Fi , 1=1,2,..., met F (dans le cas multidimensionnel ;

> x:11) vérifient la relation suivante:
1

m m
¥x € RY, F(x) = P[ N X

F.)

1

=3

m
F=> n F, (respectivement : F >

1 i=1

On notera ceci en abrégé : PLQD(X) (respectivement : PRQD(X)).
Posons : PQD(X) <= {PRQD(X) et PLGD(X)}.

Remarques :

- Si lTes m durées de vie aléatoires Tl,Tz,...,Tm vérifient
la relation de dépendance PQD(T), alors, leur loi de proba-

Eilité conjointe L(T) est telle que
m m

j=1 | i=1
(relation dite "des bornes série-paralléles")
- Si X dééigne une variable aléatoire réelle,

PLRD(X/Y) © PRRD(X/Y) < PRD(X/Y)

- Si, de plus, Y désigne une variable aléatoire réelle,
PLQGD(X,Y) = PRQD(X,Y) = PQD(X,Y)} * pour tout couple (f,q)
de fonctions réelles "concordantes" [{38] sur R : [28]

Cov (f o X, g oY) =20
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- En remplagant toutes les inégalités larges et strictes
définissant les événements dans les définitions 1 et 2
ci-dessus par des inégalités strictes et larges respec-
tivement, on obtient des définitions équivalentes.

Définition 3

On dit que m variables aléatoires réelles XI’XZ”"’Xm
sont associées [28] si et seulement si : pour tout couple
(f,g) de fonctions-tests réelles non décroissantes sur R",
le vecteur aleéatoire X correspondant vérifie la relation

>

Cov(feX , goX ) =0 . (10)

On notera ceci en abrégé : A(X)

Théoréme

Les variables aléatoires réelles Xl’XZ""’Xm sont
associées si et seulement si : elles vérifient 1'un des trois
critéres suivants [28]

(AO1) L'axiome (AD) de la définition de T'association est
vérifie pour tout couple de fonctions réelles

P . . . m
bornées, continues et non décroissantes sur R

(A02) L'axiome (AO) de la définition de 1'association est
vérifiée pour tout couple de fonctions binaires non
décroissantes sur R™

(A03) Pour tout k € N*et tout vecteur (X;,x,....,x,) € RK
les variables aléatoires binaires

1 o X. , i=1,2 ...m j=1,72,.. k, sont asscociées

[]Xj=+m [] !
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(Al) Tout sous-ensemble d'un ensemble de variables aléatoires
associées forme un ensemble de variables aléatoires
associées,

(A2) Toute variable aléatoire réelle est associée 3 elle-méme,

(A3) Toute réunion de deux ensembles indépendants de variables
aléatoires associées forme encore un ensemble de variables
aléatoires associées.

(A4) Si le vecteur aléatoire réel X vérifie la relation A(X),
alors : quelles que soient Tes fonctions hl’hZ""’hm (meNﬁ
toutes non décroissantes ou toutes non croissantes, le
vecteur aléatoire hoX = (hio} )i vérifie la relation
A (hoX )

(A5) La convergence en loi est stable relativement & 1'associa-

tion. Ainsi, si : {X;}neN désignent m suites de variables

aléatoires réelles convergentes en loi vers les variables
aléatoires X' , i=1,2,...,m, respectivement et tellies que

¥neN, A(Xi,Xﬁ,...,XE), alors, les variables aléatoires-
limites vérifient la relation : A(Xl,XZ,...,Xm).

Tout vecteur aléatoire réel T = (TI’TZ""’Tn) ayant pour
loi de probabilité conjointe la loi exponentielle multidimen-
sionnelle [39] notée en abrége MVE (()j/J € } 1) ou
désigne un recouvrement de {1,2,.,.,n}, vérifie la relation A(T).
En effet le vecteur aleatcire T suit une telle loi si et seulement s1 il existe
des variables aléatoires réelles indépendantes S, J G;« , suivant
chacune une loi de probabilité exponentielle de paramétre i,

respectivement et telles que

vi- 1,2, TPEmingsysiedioef
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On vérifie, de maniére immédiate, que les diverses
relations de dépendance considérées vérifient une proprieté

analogue & celle notée (Al) de 1'association:

Proposition 1 :

Etant donné le vecteur aléatoire réel Y, si le vecteur
aléatoire réel X vérifie 1'une des quatre relations de dépen-
dance suivantes : PLRD(X/Y), PRRD(X/Y), PLQD(X), PRQD(X), alors,
toute variable aléatoire marginale X, d'ordre k, vérifie la
relation de dépendance correspondante

PLRD(X,/Y), PRRD(X,/Y), FLGD(X, ), PRQD(X,)

Proposition 2 : [2 ]

Etant donné une variable aléatoire réelle X, si le vecteur
aleatoire réel Y vérifie les deux relations de dépendance sui-
vantes : A(Y) et PRD(X/Y), alors, le vecteur aléatoire (X,Y)
vérifie la relation d'association : A(X,Y).

Proposition 3 : [28]
Si les m (m € N*, m > 1) variables aléatcires réelles
,..._Xm sont assccieces, alors, elles vérifient la relaticn

pendance de quadrant positive : PQD(XI’XZ"“’Xm)'

Remarque : Si ces trois relations de dépendance sont bien dis-

tinctes (cf. contre-exemples [27] [28] [38]1) il est & noter les
deux cas particuliers suivants ; dés qu'elles sont définies entre :

(i) deux variables aléatoires binaires X et Y [28],

(ii) ou deux variables aléatoires réelles X et Y admettant
une loi de LAPLACE-GAUSS bidimensionnelle comme loi de
probabilité conjointe (cf, paragraphe B-V-2) {2]

ces trois relations de dépendance sont équivalentes & la relation
de dépendance positive bien connue

PRD(X/Y) © PQD(X,Y) « A(X,Y) « Cov(X,Y) > 0

/
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IV. REPRESENTATION LOGIQUES DES SYSTEMES

En négligeant certains types de modéles logigues (tables de
vérité, par exemple) d'importance moindre car de lourdeur vite
excessive, il nous a paru fondamental, en conclusion de ce chapi-
tre, d'évoquer les trois représentations logiques Tes plus usitées
d'un systéme. Celles-ci jointes aux caractéristiques stochastiques
du systéme étudié constituent la base indispensable & tout modéle
mathématique d'étude de fiabilité ou de disponibilité. Afin de
préciser le réle de certains de ses éléments sur le comportement
d'un systéme, on pourra effectuer préalablement une analyse des

modes de défaillances et de leurs effets [32].

IV-1 Le Diagramme de Fiabilité

"Le diagramme de fiabilité ("Reliability block diagramm®)
est un graphe sans circuit admettant une entrée et une sortie dont
les sommets représentent les éléments du systéme et dont les arcs
traduisent les relations entre les différents éléments" [32].

Une telle représentation logique permet de tenir compte ae
certains types de dépendances entre les éléments d'un systéme par
le rajolt de blocs dits fictifs (Cf. [32] -exemples-type de repré-
sentations logiques de systémes a 1'aide du diagramme de fiabilité).

1V-2 Les Arbres d'Evénements

Aux états de panne d'un systéme binaire cohérent, de ses
sous-systémes et de ses éléments, on associe les notions d'événe-
ment-sommet, intermédiaires et fondamentaux, respectivement. L'ar-
bre des fautes est alors un graphe orienté sans circuit
qui décrit la répercussion sur le systéme des événements fondamen-
taux ("primary events") en définissant & 1'aide des portes logi-
ques ("logic gates") des événements intermédiaires {"resultant
events") au fur et & mesure des niveaux de T1'arbre jusqu'a la re-
constitution de 1'événement-sommet (“top event").
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OQutre Tes portes logiques simples "ET", "OU", “Combinaison
logique k/m", celles dites “complexes" permettent de décrire de
maniére fidéle la logique des systémes Linaires cohérents (Cf.
[32] exemples).

Les arbres logiques décrivant les systémes binaires non cohé-
rents utilisent les mémes symboles logiques mais comprennent des
événements fondamentaux et intermédiaires qui peuvent correspon-

dre aussi bien & des états de pannes qu'a des états de fonction-
nement.

Les méthodes actuelles [15] [29] tentent progressivement de
construire et d'analyser les arbres d'événements de maniére auto-

matique, & 1'aide d'un calculateur.

IV-3 Le Graphe des Etats

Modéle descriptif de la logique de certains systémes formés
d'éléments dépendants, le graphe des états noté G = (S,A) est
défini par la donnée

- des sommets i € S correspondant aux états du systéme.

- des arcs (i,j) € A valués & 1'aide de taux (ou de probabi-
1ités) de transition non nuls entre les divers états i et
Jj du systéme.

L'étude de la "fiabilité” d'un systéme peut &tre grandement
facilitée par la détermination d'une décomposition judicieuse de
celui-ci en sous-systémes puis par le choix de la représentation
logique 1a plus appropriée pour chacun d'eux et pour le systéme
complet.
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CHAPITRE B

QUELQUES DEPENDANCES

ENTRE PROCESSUS STOCHASTIQUES

I. INTRODUCTION

Ainsi gqu'en témoigne tout traite général de fiabilite [ 1]
[32], la modélisation des systémes de sdreté constitue une
application, désormais classique, de Ta théorie des processus
de Markov. De tels processus stochasticues permettent d'éviter,
sous certaines hypothéses, les calculs longs et les résultats
souvent peu précis des méthodes dites de simulation [321].
Cependant, la complexité des modéles augmente trés rapidement
avec le nombre des éléments des systémes et des interactions
entre les divers phénoménes auxauels ils sont soumis ; a titre
d'exemple, un systéme formé de 12 éléments binaires présente
4096 états distincts ! Dans de tels cas, i1 est trés pénible et
méme souvent humainement irréalisabie de construire le graphe
des états et surtout la "matrice de transition" associée sans
une systématisation préalable de la méthode. I1 semble donc
raisonnable pour surmonter de telles difficultés de choisir
une partition du systéme étudié en divers sous-systémes conve-
nablement choisis selon la logique de 1'ensemble. Il suffit
alors de ne considérer que des graphes d'états de tailles moin-
dres puis de déterminer la matrice de transition associée au
systeéme complet bloc par bloc et non plus terme a terme.



-48-

Ainsi, bien gque nous ne traitions pas de fiabilité tout
au long de ce chapitre B, celle-ci n'est nullement absente de
nos motivations dans 1'élaboration des modéles stochastiques
proposés. La construction de ces derniers débute par la défini-
tion de quelques dépendances stochastiques simples entre chaines

puis processus de Markov. Ces définitions tiennent compte des
cas ol les "propriétés de Markov généralisées" célent des dépen-
dances fictives ou "irréalistes" [34]. La caractéristique es-

sentielle de tout processus aléatoire, & savoir : les lois de
probabilité conjointes d'ordre n, n € N (cf. "grand théoréme

de Kolmogorov" [47]) étant souvent de détermination difficile,
on a coutume de caractériser de larges classes de processus

par les propriétés de leurs probabilités de transition. C'est
donc & 1'aide de cette notion d'utilisation plus aisée, que
nous introduirons des dépendances stochastiques aux paragraphes
IIT et IV. Nous étudierons alors quelques propriétés de la suite
ou du processus résultant respectivement de deux chaines ou de
deux processus de Markov qui vérifient une de ces relations de
dépendances. C'est dans ce but, que nous proposons préalable-
ment au paragraphe II, quelques opérations matricielles inspi-
rées du produit de Kronecker. Leurs définitions seront diment
complétées par une liste de propriétés qui ne prétendent nulle-
ment & 1'exhaustivité relativement aux applications ultérieure-

ment envisageables.

D'un point de vue essentiellement probabiliste, on pourrait
présenter les modéles proposés par le biais d'une généralisation
de Ta stabilité, pour la propriété de Markov, de tout ensemble
de chaines ou de processus de Markov mutuellement indépendants.
Tout & fait indifférente & de telles préoccupations est la
notion de processus stochastiques associés présentée au para-
graphe V, Nous complétons ainsi 1'exposé des dépendances entre
variables aléatoires que nous avons commencé au chapitre A
précédent,
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IT. QUELQUES OPERATIONS MATRICIELLES

Les études concernant les systémes d'équations linéaires
tant algébriques [ 4 ] que différentielles [3 ] [10], la formu-
lation des dérivées partielles de fonctions de matrices a
valeurs matricielles [10] constituent les deux motivations
principales de 1'intérét suscité par le produit et la somme
de Kronecker, Aprés avoir rappelé les propriétés algébriques
classiques de ces deux opérations, nous proposons et &tudions
quelques formes généralisées de celles-ci,

I1.1 Produit et Somme de Kronecker

IT.1.1 Notations et Définitions
Notations 1 :
J«(m x n) désigne 1'ensemble des matrices d& m lignes

*) et n colonnes {(n € N*), En particulier,

EN)
)% (m) = d&(m x m) et R™ = JK (m x 1)

Définition 1 :

(m

On appelle matrice é&lémentaire ("elementary matrix" [10])

toute matrice notée Ei§mxn) € cN((an) et définie par

(i’j)e{1’23~-')m}x {192’er'9n} ]

(mxn) _ _{(m) (n),.
Eij =e; .(e3)
ou : ggm) et Sgn) désignent respectivement deux vecteurs des
bases canoniques respectives de R™ et de R"

Notations 2 :
Etant donné une matrice A € J«(mp x ng), on distinguera
les deux expressions suivantes

A = ((aij))-- définissant A @ 1'aide de ses mnpgqg termes.
iJ

™
1

[[Aij]] ~ définissant A @ 1'aide de ses mn blocs,

I éléments de J« (pxq).
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- Etant donné une matrice A EU%((mxn), on notera

n
» pour tout i = 1,2,,..,m, A, = I a,. E(WX")
j. . iJ 1J
i=1
pour tout j = 1,2 n A, = ? {mxn)
' 3Ly <5 lly L3 - 1J 'IJ

-
—

Définition 2 :
On appelle produit de Kronecker de deux matrices
A e LN((mxn) et B € J«(pxq), la matrice notée
A®BE€ )«(mp X ng), partitionnée en (m.n) blocs, éléments

de {(pxq) et définie par

A®B =1[la., Bl . (K0)
.IJ 1J -

Pour tout k € N*, on notera : A®K ; 1a puissance k'®"® de A

au sens du produit de Kronecker.

Définition 3 :
On désigne par Umxn la matrice de permutation [ 10],
élément de J( (m.n), définie & 1'aide des matrices é&lémentaires

de J«(mxn) et de Jﬁ(nxm) comme suit

m n
U - 3 5 E_(_mxn) ® E‘(_nxm)
mxn i=1 j=1 1 ji
Notons que : prl = lep = Ip

Définition 4

On appelle somme de Kronecker de deux matrices A € J((m)
et B € JW(p), la matrice notée ; A @ B € J‘ (mp), partitionnée
en m” blocs, &léments de J4 (p) et définie par

AeB =[[a.. ] B
e [Lajy Tp+ 845 Bl

On vérifie aisément que : A@B = A ® Ip + In ® B
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Associativite : ¥ A € «M (mxn), ¥ B € ‘M(pxq),
¥ Ce M (rxs),

(A®B)e®C=A®(Be®C)

Le produit de Kronecker n'est pas commutatif mais
vérifie la relation suivante : ¥ A € (M(mxn),

v B € M tpxa),

B®A =U__ (A@®B)U

pxm nxq

Distributivité & droite et & gauche
¥ A€ Ji( (mxn), ¥ B € Jf( (mxn), ¥ C € ,M(pxq),
¥ D e M (pxq),

(AM+B) ® (C+D) = A ®C +B®C+A®D+ B®D,

Régle du produit mixte (Stephanos 1900)
¥ A e J(( {(mxn), ¥ B € M (pxq), ¥ C € M (nxr),
voe M (axs),

(A@B)(C®D) = (A.C) ® (B.D).
On en déduit aisément les quatre relations suivantes

Quelles que soient les matrices : A € J/( (m) et
B e M(p) regutieres,

-1 -1

(A@B) L=-al

®8B

yae Mm, vBe M(p), v ke N,

(A o)X -k @B



(K7)

(k8)

(k9)

(K10)

(K11)

(K19

(K13)

(K14)

(K15)
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yae M (mxn), ¥8e M(nxp), ¥ k e N,

(A.B)8K - a8k ok

Si les deux matrices A€ M (m) et ¢ € M (m) et Tes

deux matrices B € M (p) et D € M (p) commutent au

sens des produits matriciels usuels définis sur JA (m)

et JA (p) respectivement, alors, les matrices (A ® B)

et (C @ D) commutent au sens du produit usuel sur JK (mp) .

vae Mm,vse M), (n@8) -1 @8

yaeM(m, veed (p), tr(r @B)= tr(A).tr(B).

Le produit de Kronecker de deux matrices stochastiques
[30] est une matrice stochastique.

Si A et u désignent deux valeurs propres quelconques des
matrices A € Jﬂ(m) et B € JA (p) associées aux vecteurs
propres o € R™ et 8 € rRP respectivement, alors, (iu)
est valeur propre de la matrice (A ® B) € OK,(mp) asso-
ciée au vecteur propre (o ® B) € RMP

vae Mm, vee Mp),
det(A @ B) = [det(A))Prdet(B)"

Si f désigne une fonction matricielle analytique a valeurs
matricielles, alors

yae M (m), fA ® I

It

) f(A) @ 1

P P

1. @ I ® f(A).
f(p A) b (A)
Quelles que soient les fonctions définies sur R : A &
valeurs dans JA (mxn) et B & valeurs dans )A (pxq),
supposées dérivables,
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(KS3)

(KS4)
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(A(t) @ B(t)) _ dA(t) o g(t) + A(t) @ 9BLE)

dt dt dt

(Ah©@B)®C=A® (BoC)

La somme de Kronecker n'est pas commutative mais vérifie
la relation suivante : ¥ A€ JM(m), v 8 e M(p),

Beo A =U (A®B) U

.

m X p

-
=
p-]
(]
=]

-

i

p.tr(A) + m tr(B)

Si A et p désignent deux valeurs propres guelconques

des matrices A € oK (m) et B € J((p) associées aux
vecteurs propres o € R™ et B € RP respectivement, alors,
(x+u) est valeur propre de la matrice (A ® B) associée
au vecteur propre o ® B € RMP

Enfin, & partir des propriétés (K8) et (K14), on obtient
le résultat suivant

yae Mm,vse M),

exp(A ® B) = exp(A) ® exp(B)
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I11.2 Généralisations du Produit et de la Somme de

Kronecker

IT.2.1 Preliminaires

Etant donné 1'espace vectoriel réel aM (mxn), nous
définissons implicitement, par la suite, les opérations
usuelles telles que 1'addition, la multiplication, la déri-
vation par rapport & un scalaire..,., sur 1'ensemble
[ JA (mxn)]p des vecteurs de matrices de J"(mxn) par analo-
gie avec les opérations correspondantes sur les espaces vec-
toriels usuels isomorphes a RP . Etant donné un vecteur de

1 .
matrices A = A2 € [ JA (mxn)]p , noté en abrégé

p

A = (Ai) , on décrira terme a terme toute matrice-

i=1,2,...,p

- i . e s
coordonnée Ai , sous la forme : Ai = ((ahk))hk afin d'éviter

toute confusion entre les différents indices.

D'une part, nous utiliserons les propriétés de [:A« (mxn)] P,
espace vectoriel réel en tant cue produit d'espaces vectoriels
réels.

D'autre part, nous considérerons la multiplication externe
définie par : ¥ A € Jﬂ (m), ¥ B = <Bi)i € | J« (mxn)]p,

A.B = (nBy) el M (mxny?

Nous utiliserons, implicitement par la suite, les proprié-
tes de [ Jﬂ (mxn)1P muni de 1’'addition matricielle usuelle et
de la multiplication externe définie précédemment, A - module
bilatéral sur Jﬂ(m) d gauche et sur J« (n) & droite- Préci-
sons, dés a présent, que 1'introduction de 1'ensemble [ J(( mxn)]p
et non de Jﬂ {mpxn) ne constitue nullement un exercice de style
mais permet d'éviter toute ambiguité dans les formulations consi-
dérées ultérieurement,
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En outre, nous serons amenés & considérer Ta généralisa-
tion du produit (de Shur ou) d'Hadamard [49] défini non plus

terme & terme mais bloc par bloc comme suit : pour toute
matrice A = [[Aij]]" € J& (mpxnq) partitionnée en (m,n)
i

blocs, él1éments de (pxq), et toute matrice
B = [[Bij]]ij € )A\(qunr) partitionnée en (mn) blocs, élé-
ments de (qxr),

Ao B = lAyBi50, € M (mpxnr),

matrice partitionnée en mn blocs, éléments de JA (pxr),
obtenus en utilisant le produit matriciel usuel entre deux ma-
trices deJ« (pxq)etdeJA (gxr) respectivement, Nous applique-
rons cette opération sur 1'ensemble [ J& (mxn)] P
- p - p
v A= (A et Mman)P L v = 8, e tM (xan®

i

AoB = (A-i'Bj)i € [M (mxq)]P

et nous utiliserons Tes notions suivantes au sens du produit » :

- la puissance k€M (kK € N*) d'un vecteur A= (R, € (M (m)P.
ok _ k
Aok = (Ad),
- la régularité d'un vecteur de matrices A = (Ai)1 € hﬁl(m)]p
vérifiée si : chague matrice A., i=1,2,...,p, est réquliére;
! 0-1 -1 p
sous ces hypothéses, nous écrirons : A = (A )1 e M (m)

La transpcsition d'un vecteur de matrices A = (Ai)i € [J«(mxn)]p
est définie par

A= () e tM (nxny?
Nous utiliserons enfin la convention d'écriture suivante : pour
tout vecteur A = (Ai)' € [M(mxn)]p et toute fonction matriciel-
- i

Te £: f(A) = (F(A))),
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I1.2.2 Définitions
Définition 1 :
(i) Etant donné deux vecteurs de matrices
A = (Ai)i € [‘M(mxn)]p et B = (B, ) € [(M (pxq) , hous

appellerons produit de Kronecker‘ L generahse : la matrice

notée (A ® B) eM(mpan) partitionnée en (m.n) blocs, élé-
ments de ){\(pxq) et définie par

1
L Pl L B D
A, B

(1'1') Etant donné deux vecteurs de matrices
; € [M mxn) ]q et B = Bi . € [()(\(pxq)]n , nous appel-

3/-\

er 8 s produ1t de Kronecker C-généralisé : la matrice notée
A®B) € JI\(mpan) partitionnée en mn blocs-éléments de
‘M (pxq) et définie par
A By
c Pl ¢ B2 C
A =1 : = N
A®B=|:]| @ [Huubmnmnu
A B
p m

Définition 2 :
Etant donné deux vecteurs de matrices A = (Ai)i € [«}(\(m)]p
et B = (B,) € [J«\(p)]m , nous appellerons somme de Kronecker
i

: L
(i) L-généralisée: la matrice notée (A @ B GM (mp)

partitionnée en m~ blocs, éléments de M(p) et def1n1e par

iJ
C

(i1) C-généralisée: la matrice notée A @ B € M(mp) parti-
tionnée en m~ blocs, éléments de M(p) et définie par :

c .
A®B = [1((6,, ak; + 655 b)) 11, .



-57-

Remarque :
Nous utiliserons le plus souvent 1'une des deux "versions
intermédiaires"” suivantes du produit de Kronecker L-généralisé

L AL B 1.
A@B = A 1o By = 1((a5; by 11 e M (mpxna)
A B, |
L {Blj L ] :
BoA-=-|B2|e f\ = [[((b:-‘j ahk)>hk111.j eM(mpan)
B A
L mJ \ J

ol : A E AA(mxn) et B = (Bi)i € [J« (pxq)]m

Selon la relation (K'2) du paragraphe (II1.2.3) suivant, ces
deux versions intermédiaires ont des termes identiques & une
méme permutation prés sur les lignes et sur %es colonnes de
la matrice-produit ; on définit de méme : A® B, A® B et

A ®B . Notons que si, de plus, ¥ i=1,2,...,m, Bi =B , alors

L C
A®B-A®B=-A®E ,

produit de Kronecker simple des matrices A et B

Les propriétés des deux produits de Kronecker généraliseés
étant analogues, nous énongons celles relatives au produit de
Kronecker L-généralisé, L'annexe XB est consacrée
d la verification des relations et propriétés suivantes



(1) v A= (. e Mmm® L v - e, Mpran™,

(K'2) Le produit de Kronecker L-généralisé n'est évidemment
pas commutatif mais vérifie la relation suivante

vaetMmnn®, v e Mpran™,

L L
= \
@A = U (Ao Bl

| o

nxq

(K'3) Distributivité a droite et a gauche

€ [J“(mxn)]p, VB E [J«Unxn)]p, vCe [JA (pxa)1 ",
e M

<«
[E=

L L L L L
(A+B)®(C+D)=A®C+A®D+B®@C+B®D .
(K'4) La régle du produit mixte n'est vérifiée que partielle-

ment par les versions intermédiaires du produit de
Kronecker L-généralise,

vaedMmy, ¥8eMpxan™, vcerMxrn™,

,\
—
~
—
—

3

® —
oo
~
—_
I

[ M
I=)
~

"

A@ (B oC)
L L

(ii) (B @ Im)(E ®A) = (B.C)®A

On en déduit aisément les deux relations suivantes

(k'sy v Ae Mm, veetdopn™,

L L
dét(A ® B) = dét(B ® A) = [det(A)1P |
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(K'6) Pour toute matrice réguliére A € JA(m) et tout vecteur
de matrices réquliéres B = (Bi)i e (M (pn™

C o
(heB)l-=nr'as

(K'7) Le produit de Kronecker L-généralisé de deux vecteurs
de matrices stochastiques est une matrice stochastique.

(K'8) Si f désigne une fonction analytique matricielle, alors :

v A e tMmnP,

. L L

(1) flA® 1) = fF(A) ® 1
B L L
(1) F(L®A) =1, @Ff(A)

(K'9) Pour tout couple (A, B) de fonctions définies sur R et
& valeurs dans [(M(mxn)]p et [J&(pxq)]m respectivement
et telles que les dérivées ci-dessous existent : ¥ t € Rt s

L
d{A(t) ® B(t)] dA(t) L L
- ® B(t) + A(t) @

dt dt dt

d B(t)

Des propriétés énoncées précédemment, on déduit immédia-
tement quelques propriétés de la somme de Kronecker L-généralisée
a 1'aide de la relation suivante : ¥ A € [M(m)1P, ¥ B € (M p)1™,

L L L
Ae§=(ﬁ®1)+(1m®§)

P
(KS'1) La somme de Kronecker L-généralisée n'est éyidemment pas
commutative majs vérifie la relation suijvante :

L L
BoA=-=U . (AeB)

pxm Umxp
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L L
KS'2) (A®B)' =A' ®B'

m
tr(A;) *+ I tr(B;)
1 i=1

o
|oa
—
1
™Mo

KS*3) tr(A

II1. DEPENDANCES D’ORDRE (h , k) ENTRE CHAINES DE MARKOV

II1.1 Chaines de Markov d'ordre k

Données : Soit une suite OC = {Xn/n € N} de variables aléa-
toires définies sur un espace de probabilité (e,q,P) et a
valeurs dans un ensemble E

peut alors considérer :

X supposé au plus dénombrable. On

- 1'ensemble q = EN comme 1'ensemble de toutes les suites

possiblesd'éléments de EX

- la tribu Q comme la tribu complétée de celle engendrée
par 1' anneau ¥ des ensembles-cylindres de base de
dimension finie

*
7? = {Y={{Yv/v€N}/YV=1V H v=1,2,...,m}/ivEE ;m e N 3

X
- la loi de probabilité P comme celle obtenue par prolonge-
ment (en vertu du théoréme de Kolmogorov [16]) de la loi

de probabilité additive P définie par : v y € & ,

P(v) = P[X, = 1] PLIX, = i1/ 0 (X = i 1]

1 2=0 ' L

n =3

v

Définition 1 :
On dit qu'une suite de varjables aléatoires & = {Xn/n € N}
est une chaine de Markoy d'ordre k [34] (k € N*) et d'espace des

états E, si et seulement si : ¥ n € N, ¥ j € E, ,
X n+1 X

¥V (igsiqse. i 53) € By 7,
) n-1 ) n-1 ]
PLX, =3/ vzolx" = i 11=PLX =3/ N [X = 1i]] (MK1)

v=nk

(toutes les fois que les probabilités conditionnelies ci-dessus
sont bien défines) avec n, = Sup{n-k,0}, )
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Notations :

Selon le théoréme d'existence [34] relatif aux chaines de
Markov muitiples, on pourra caractériser chacune de celles-ci
a 1'aide d(e)

- un vecteur dit des probabilités d'états initiales

p(0) = (p;(0))
1€EX

- ses diverses probabilités de transition initiales d'ordre
h, h € {1,2,...,k-1},

- et ses diverses probabilités de transition d'ordre k,

probabilités de transition : -que nous écrirons sous la forme
L . h+1
¥ohe(1,2,...,k}, ¥(ig.dqs...50p) € Ey' 7,
. h-l -
pi Do (m,m+1,...,m+h—1,m+h)=P[Xm+h=1h/ T [Xm+v=1v]]
0'1 h v=0

avec : m=0 si : h <k etm€ N , si h =k
-et qui vérifient la relation suivante

z Pi 4. (m,m+1,...,m+h) = 1
1h€a 61 h

(toutes les fois qu'elles sont bien définies).

Exemple

Dans le cas d'une chaine de Markov d'ordre 2 [34], on
pourra déterminer Tles probabi]ité; pi(£)=P[X1=i], pij(z,m),
pijk(z,m,n) pour tout (i,i,k) € EX et tout (&,m,n) € N3 tel
que : ¢ <m <n , & partir des caractéristiques définies pré-
cédemment, en utilisant les relations suivantes aisément mises
en éyidence a 1'aide du théoréme relatif aux systémes complets

d'événements
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pijk(l’m’n) = (R’m’m+1)pjhk(m’m+lan)

T p..
ijh

heEX
pij(l,m+l)pijk(1,m+lan) = héE pih(lam)p
X

Pi(m) pij(m’n) = héEX Ph(l)Phi(Q,m)Phij(l,m,n)

1.hJ.(sa,m,m+1)phjk(m,m+1,n)

Définition 2 :
On dit qu'une suite aléatoire 00 = {Xn/nEN} a valeurs dans
un ensemble Ey vérifie Ta propriété de Markov généralisée d'ordre k

(k € N*) si et seulement si

. . . n+1 n+1 .
V(10,11,...,1n)€EX , V(mo,ml,,..,mn)eN /m0< m1<...< m, {(n=k)

n-1 n-1
PEX =/ NnI[X =14 311=P[X - =i/ 0 [X_ =i]] (MK2)
n v=0 M, v ™ " ov=n v

Remarque :

Toute suite aléatoire OC qui vérifie 1la propriété de Markov
généralisée d'ordre k est une chaine de Markov d'ordre au plus
€gal a& k ; cependant, au contraire des chaines de Markov simples,
aucune chaine de Markov réellement d'ordre k,k > 1, ne vérifie
cette propriété ainsi que 1'indique le théoréme 1 [34] suivant

Théoréme 1 :
Une suite aléatoire 9 vérifie la propriété de Markoy

généralisée d'ordre k, k € N* , si et seulement si : X est une
chaine de Markov simple.

Le théoréme 2 suivant permet de compléter notre exposé des
relations entre les chaines de Markov simples et celles d'ordre
supérieur a 1

Théoréme 2 :

Etant donné une chaine de Markov X' = {Xn/n € N} d'ordre k,
k € N*, et d'espace des états EX’ la suite aléatoire
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gé =Yy = (Xn’xn+‘1""’Xn+k—1)/n € N}

2

a valeurs dans E, = Ei vérifie la relation suivante : ¥(m,n)EN

Y

, ps
E[f"’(-Y—n+m’1n+m-1""’Xn)/ln’in—l""’10]=E[f"(1n+m""’—Y—n)/ln]

pour toute fonction f mesurable bornée de (E$+1,90(E¢+1)) dans

(R, Pp)

Démonstration :
I1 suffit d'effectuer un raisonnement par récurrence

-m=20 3 soit f une fonction mesurable bornée de (EY,iP(EY))

dans (R,35R) :

ps ps

Elfo ¥ /Y oY s---s¥gl = Elfo Y /Y1 = fo¥

- Supposons que le résultat soit vrai pour m € N , m arbitraire.
Alors, remarquons qu'a toute variable aléatoire de la forme

e :
folY inYoem-1°--->Y,) avec n € N, on peut assecier une

fonction g mesurable bornée de (E$+k,ﬁ°(EQ+k)) dans (R,ﬂBR)
et vérifiant la relation

ps
fo (Yoim Ynem-127Ype1o¥n) =

X X X )

X ntk-1°"""’"n

Qo (X

= n+m+k-1*"n+m+k-2* " ntm’: " °?

On peut alors, exprimer 1'hypothése de récurrence comme suit

ps

E[ o ( Y Y )Y .Y

LT SO ETRTA R VAL PO FEERPLA

El9, (Xn+m+k-1’Xn+m+k-2"'"Xn+m""’Xn+k—1’Xn+k—2"“’Xn)/Xn+k-1"'"XO]

9o (Xn+m+k-1’xn+m+k-2""’Xn+m”"’Xn+k—1’xn+k-2"“’Xn)/xn+k—l”'"Xn] -

Lo (YamoYnamet oo o Xn) /Y]
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- Montrons qu'alors, le résultat est vrai & 1'ordre suivant (m+l) :
Soit (n,m) € N2 ; soit f une fonction mesurable bornée de
m+1 fp m+1 dans (R, ﬂg . Alors, g désigne la fonction

mesurab]e bornee de (Em+k 1 7'>(Em+k'1 dans (R,jg ) associée
X R

a f comme exposée precedemment

ps
Hfo Yomer Yname - X0 Yo Ypopo- - oYl =
ps
Elg °(Xn+m+k’xn+m+k-1"'"Xn+m+1""’Xn+k-1""’Xn+1’xn)/xn+k—1""’XO] =
ps
E[Elge (Xn+m+k""’Xn)/Xn+m+k-1""’XOI/Xn+k—1""’XO] =
E[J é £ 950 Kpamek-17 - X*ne 1% P ek = 3 X nemak-10 7+ -2 X0l/ Xpyapor oo ¥pg Xyl
X
ou : gj désigne la fonction définie par :
vxe e v e gy, 9500 = 9(i)x).

On peut ainsi appliquer 1'hypothése de récurrence ci-dessus, a
la fonction h mesurable bornée de (E?+k,3’(E$+k)) dans (R,ﬂqR)
définie par

ps
ho (Xn+m+k—1’xn+m+k—2""’Xn+k—1’xn+k—2""’Xn+1’xn) B
2 gj° (Xn+m+k—1’xn+m+k-2""’Xn+k-1"" Xpe1oX )P[Xn+m+k=j/xn+m+k-1""’Xn+1’Xn]
X
ps
Efo (Y meroYneme oY) Yo Yygoee oYl =
, ps
Elhe (Xn+m+k—1’Xn+m+k-2"" n+1>%n) X X0 1""’Xn-k+1] :
B o (Ypime 12 Youme - Yp) /Xy

D'ol, le résultat en complétant de maniére usuelle le raisonne-
ment par récurrence.
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Corollaire
Si + X = {Xn/n € N} désigne une chaine de Markov d'ordre k
(k € N*) d'espace des états EX, alors, la suite aléatoire

3{ = 1Y, = (XysXpqse-->Xp4p.1)/n € N} est une chaine de

n
m

Markov simple d'espace des &tats EY

Démonstration :
Ceci constitue une conséquence immédiate du théoréme 2

précédent ; en effet, pour tout n € N* , et tout j € E

Y ’

ps
PLYp=d/Y X gogs oo Yol = Eld{j}oln/ln-l’ln-z""’101

ps y ps .
= BT oY /Y )= PLY =3/, ]

Remarque :

Les propriétés de Markov simple et généralisée d'ordre 1
étant équivalentes, la chaine de Markov X d'ordre k, k € N*,
vérifie la relation (MK2) dans le cas particulier ol Tes k
derniéres dates connues sont consécutives : pour tout vecteur
(ml,mz,...,mn) e N" tel que

my < m, < ... < mn_1+1 < ... < mn_1+k-1 < L
L . . . . : n+k-1
et tout vecteur (11’12""’1n—2’10n—1’11n-1"“’Ik-l,n-1’1n)eEX
k-1 n-2 k-1
PUX =1 / n[X =i 00X =1 111=P(X =i / 0[X =i . 411
My Moo M-ty Vol ey My Wy=o Mp-gty vn-l

IT1.2 Dépendances d'ordre (h , k) entre chaines de Markov

II1.2.1 Définitions

Données : Soit L = {Xn/n € N} et y = {Yn/n € N} deux chafines
de Markov homogénes
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. . *C
- d'ordres respectifs kX et kY , (kX,kY) € N,

-~ définies sur 1'espace de probabilité (@,Q,P),
- et d'espaces des états respectifs : EX C N et EY C N.

On considére alors la suite aléatoire £2-= {Zn= (Xn,Yn)/n € N}
définie sur (2,@,P) et & valeurs dans (E, = E, x Ey, jTNEZ)).
Soit (h,k) € N*2
Définition 1 :

Nous dirons que les deux chaines de Markov X et }L
sont dépendantes jusqu'a

(i) 1'ordre (0 , 0) si et seulement si

n-1
B (0C(C .+ 0))
.n-1 n-1
Py = 3yn/ 0 IX =i T PLY =3y /0 1Y =iy )
ky My

(ii) 1'ordre (h , 0) si et seulement si

n-1
PZ =3/ 0 12, =3]1 - (DC(h , 0))
v=0
] n-1 n-1 oon-1
Pl Xn - ‘an/( F_\ [ Xv=‘jX\)] )N( T [ Y\):‘jY\)] NPI Yn=JYn/r_‘ ( szij] J
v=Nn v=Nn v=n
kX h kY

(iii) 1'ordre (0 , k) si et seulement si

n-1
H5=yrwg=yl= (DC(0 , k))
'\):
n-1 ] n-1 ‘ n-1 .
PLX, = Iyn/t n [X =3y NPLY =dyp/ (0 EX,=dy 1N n [Y,=dy -
v—nk v—nk v—nk

X Y
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(iV) T'ordre (h , k) si et seulement si

n-1
Pz, = g“/v:o (Z,=31 = (DC(h , k))
] n-1 _ n-1 ] _ n-1 n-1
Pl anJXn/( r_’ [X\J:JX\)] ) f_) [ Y\)=‘]Yv] P Yn=‘]Yn/( Nt Xv=jX\)])n( n [Y\)=‘jY Nl
v-nkX v=n, van, v=nkY v

(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus
sont bien définies).

00 : ¥ n€E€N, ¥ veE(0,1,2,...,n}, i, =

¥ & € {kx,ky,h,k}, N, = Sup {n-2,0}

(xyadyy) € Bz

Définition 2 :

Nous dirons que deux chaines de Markov simples & et
vérifient 1a relation de dépendance DC'(h , k), (h,k) € N2 s
si et seulement si

X et }L vérifient la relation de dépendance DC(h , k) cor-
respondante avec des valeurs de paramétres arbitraires et non
forcément consécutives dans N.

Exemple

Les chaines de Markov simpies X et 29 vérifient la
relation de dépendance DC'(0 , k) si et seulement si : la suite
aléatoire # est telle que

¥ nenN, V(mo,ml,...,mn) € N*n+1/m0 < my < ,.. < m. s
voioo= (iy,,ly,) € & 5 v =0,1, SN,
n-1

Pl Z =i/ 0 [Z =1il] =

D LI B . N

n-1

PIX =iy /X =iy GJ.PIY =iy /LY =iy Ldn(n [X =iy 1)1,

m, Xn"Tm o, Xn-1 moYn"m ;o Yn-l ven, m,Xv

(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus
sont bien définies).

Notons que toute relation de dépendance DC(h,k) constitue un cas
particulier de la relation de dépendance DC'(h,k) correspondante,

(h,k) € N2



—6f-

Définition 3 :

Nous dirons que la relation de dépendance DC(h , k) entre

deux chaines de Markov simples O et est homogéne relative-
ment & y, (h € N*) si et seulement si

¥neN, ¥ve{0,1,2,...,n}, d, = Uy,sdy,) €E , ¥ meN,

Z
) n-1 ) n-1 ]

P[[Xm+n=*]X 174 ? [Xm+v=JXv])n( T [Vpey =3y 1)

n v=n, van,

X

n-1 n-1

Pl Xn=‘an/( T [X\)=‘jX\)] )~ ( ‘j [Yv:ij] -
K Ve
X

On définit, de maniére analogue, 1'homogénéité par rapport a IO
(avec k € N¥).

I11.2.2 Une Chaine_de Markov_Vectorielle
Proposition 1 :

Si les chaines de Markov X = (X /n € N} et y.= Y /n € N}
d'ordres respectifs ky et ky ((ky,ky) € N*z) vérifient une rela-
tion de dépendance DC(h , k), (h,k) € N2 , alors, la suite aléa-
toire : éf= {gn=(Xn,Yn)/n € N} est une chaine de Markov d'ordre
Sup {ky>ky,h,k}.

Démonstration :
Ceci constitue une conséquence immédiate de la définition
d'une relation de dépendance DC(h , k).

Remarque

La relation de dépendance DC(0 , 0) est équivalente & celle
notée DC'(0 , 0) entre deux chaines de Markov X0 et }P . Mais,
vérifier la relation DC(O , 0) n'implique pas forcément 1'jndé-
pendance des deux chaines de Markoy. En effet, une telle implica-
tion est vraje si et seulement si : les variables aléatoires X0
et Y0 rendant compte des &tats initiaux respectifs de I et de 2%
sont indépendantes.
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Proposition 2
Si deux chaines de Markov simples sont dépendantes selon une
relation DC'(h , k), (h,k) € Nz,alors, leur relation de dépendance

se réduit en fait a

- une relation DC' (0 , 1) si : (h,k) €{0}x N”
- une relation DC'(1 , 0) si : (h,k) € N*x{0}
- une relation DC'(1 , 1) si : (h,k) € N*2

Démonstration :

Soient deux chaines de Markov simples dépendantes selon une
relation DC'(h , k) : 26 = {X /n € N} et "o{ = {Y,/n € N} avec
h >0 ou k >0. Alors, la suite €£= {Zn=(Xn,Yn)/n € N} est une
c¢haine de Markov d'ordre K = Sup{l,h,k} et vérifie la propriété
de Markov généralisée d'ordre K. On obtient donc le résultat
annoncé comme une conséquence directe du théoréme (III.1.1),

_______________________________ z

Hypothéses :

Les chaines de Markov 2 = {X /n € N} et y-= (Y, /n € N}
sont supposées simples et homogénes et vérifient une relation de
dépendance DC(h , k), (h,k) € {0,1}2 , également supposée homogéne.
La suite aléatoire = {Z,=(X_»Y,)/n € N} est alors une chaine
de Markov simple et homogéne d'espace des états EZ = EX X EY

Notations 1
Pour toute valeur du paramétre n € N,

les vecteurs Ez(n), Ex(”) et Ey(n) désignent ceux des probabi-
lités d'états des chaines de Markov ﬁ% , X et %} respectivement

Plus généralement, pour tout i = (1X,1Y) € EZ s

1‘

Y ~ i .
pix(n) = P[Xn—1X/Yn—1Y]
1‘X . .
P; (n) = P[Yn=1Y/Xn=1ﬂ
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Toutes les probabilités conditionnelles ainsi mises en jeu sont
supposées bien définies.

Notations 2 : Soit n € N*

Tes matrices Py(n)=((py5(M))5 5 ep » Py(n=((Ry;5(n));

x>y T v>IySEy

FZUU=(pZU(n))Gi’iZ€ EZ désignent celles des probabilités de

transition en n &tapes des chaines de Markov X , y« et )27/
respectivement.

Plus généralement, pour tout j= (iX,iY) €E;, considérons les

et

Ty Ty Ty Ty
matrices P, (n)=((py..(n))). et P,%(n)=((py5.(n))). .
X XiJ 1X,JX€EX Y Yij IY’JYGEY
déTfinies respectivement par les relations suivantes
¥meN ,
Co 2 Ty . .
FOxdx)SEx o Pyig(n) = PlXgyq=dy/Zg=10
. 2 x
POy dy)€Ey 5 pysy(n) = POV =3y /2=
Les probabilités conditionnelles ci-dessus sont supposées bien
définies.
Ty Ty
Posons : Ex(n) = (PX (n))i €F et EY(n)=(PY (n))i cE
Y Oy X=X
1'Y iy
Dans le cas particulier ol : n=1, on notera P, Px’py’ PX et PY
respectivement les diverses matrices définies précédemment.
Nous dirons alors que JC et vérifient une relation de dépendance

DC(h + k) selon les vecteurs de matrices P, et P,
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Remarque 1 : Soit n € N* et i = (iy,iy) € E;
1'
et PYX
des matrices stochastiques. Ainsi, selon le théoréme d'existence

1‘
On vérifie aisément que les matrices PXY sont

relatif aux chaines de Markov simples, aux triplets

'IX 1

(0), P,') et (Ey.p, (0), PYX

), on peut associer les
. iy Ty iy Ty
chaines de Markov X = {Xn /n € N} et y. = {Yn /n € N}
respectivement
Ty Tx
- d'espace des états EX = EX et EY = EY
1Y i
- de vecteurs de probabilitée initiales : Py (0) et Py (0)

Y

- de matrices de probabilités de transition : PX

Remarque 2 : 3

Les chaines de Markov ¥ Y et y/ X définies précédemment
peuvent avoir des états éphéméres {19]. Par exemple, 1'état
iy € Ey peut étre tel que

i i
. Y . Yy _
3 Jy € Ex/py3(0) >0 et ¥ iy € By, pyjy =0
Si nous acceptions que certaines probabilités conditionnelles
considérées précédemment puissent étre indéfinies, ceci pourrait
se produire, par exemple, lorsqu'il existe au moins deux états
Ty
T'eétat i =

€ EX et iY € EY initialement incompatibles (c'est-a-dire

(ix,iY) € EZ est tel que : P[Z0 = il = 0). Il convien-
- s Tx

drait alors de choisir § E et E g EY

Notations 3 :

La définition de 1'espace des états au plus dénombrable d'une
chaine de Markov est tout & fait arbitraire et n'a aucune influ-
ence théorique. La définition de éE' en tant que chaine de Markov
vectorielle n'a pas d'autre utilité qu'une terminologie plus aisée.
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On peut donc poser, en désignant les éléments (iX,iY) € EX X EY
par leur rang i selon 1'ordre lexicographique [46] défini sur
EX X EY

EZ = {1,2,...,[EX|.|EY|}.
On notera : = {Zn = XYn/n € N} la chaine de Markov d'espace
des états EZ ainsi défini.

Proposition :

Si les chaines de Markov XX = {X /n € N} et %ﬁ = (Y,/n € N}
vérifient la relation de dépendance DC(h , k), (h,k) € {0,1}2,
selon les vecteurs de matrices F, et Ey, alors, la matrice FZ

X
des probabilités de transition de la chaine de Markov
L

i}’= {Zn = XY, /n € N} est définie par : PZ = EX e EY

-

Remarque 3 :

Lorsque X et yL vérifient une relation de dépendance
DC'(h k), fh,k) € {0,1}2, 1'égalité matricielle précédente
est vraie pour tout n € N

L
P,(n) = P,(n) ® P (n)

Les diverses matrices stochastiques définies précédemment véri-
fient alors Ta relation

¥(m,n)en*? vi=(iy,i)eEx Ey , ¥ ] = (Jy,Jy)eEyx By
i i h h i i
s - Y X Y X X Y
pij(mtn)= 1 P pXih(m) py1h<m) thj(n) thj(n) = pxjj(m+n) p\ﬁj("“'")
hyEEx hyEEy

Dans le cas particulier d'une dépendance DC(0 , 0}, BX = Py
et Py = Py . On retrouve ainsi 1'équivalence entre les relations
de dépendances DC(O , 0) et DC'(0 , 0) : pour tout n € N ,

P,(n) = Py(n) ®Py(n) = (P, ® pY)”

La classification des états de la chaine de Markov %% a
partir de celles des chaines de Markov P et ;L est alors
immédiate. I1 ne semble guére en étre de méme dans tous les
autres cas de dépendances présentés ci-dessus.



~73-

IV. DEPENDANCES D'ORDRE (h k) ENTRE PROCESSUS DE MARKOV

IV.1 Préliminaires

Tout en situant ceux-ci dans la théorie générale des
processus stochastiques, nous soulignons les propriétés des
processus de Markov [17] 1191 (ou : chaines de Markov a
paramétre continu [16]) directement descriptifs d'un systéme
de "fiabilité" et nous présentons les notations retenues
chaque fois que nous ferons appel a de tels processus.

Soit un processus de Markov homogeéne %} = {Y(t)/ t ert)
d'espace des états EY au plus dénombrable et défini sur
1'espace mesuré : (Q x R+, ap B b P® n) supposé complété ;

R

celui-ci peut eétre, en particulier, caractérisé par

+

- 1'ensemble o = E$ dont on notera les éiéments sous la

forme : (m(t))teR+

- la tritu & engendrée par 1'anneau ¥ des ensembles_cylind-e
de base de dimension finie de @

- la loi de probabilité P obtenue par extension a (¢,a) de la
loi de probabilité additive P définie nar

l.

m
Pl {w€ /u(t )= 3v=0,1,2,...,m1 =Pl Y(0)=igl I PLY(t =1 /¥(t ,)=i 4

v=1

Un processus de Markov peut présenter des trajectoires

trés "tourmentées”. Celles-ci s'avérent le plus réguliéres
lorsque le processus de Markov vérifie les trois proprieée-

tés fondamentales suivantes

(MP1) est caractérisé par une matrice de fonctions

de transition de Markov Py = ((PYij))iY,jYEEY

standard {16] : ceite premiére propriété est
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riche de conséquences puisqu'elle assure

- la continuité des fonctijons P sur RY

Yij

- 1'existence de la dérivée QYz((inj))iy,teE
au point 0 de la fonction PY‘ Notons que les

termes diagonaux, au contraire de ceux non-diagonaux,

Y

de la matrice QY peuvent é&tre infinis
- Ta continuité stochastique du processus yL sur RT.

(MP2) Pour tout état iy € By, dyi; est fini ; en vertu de
cette condition supplémentaire

- par définition, le processus }» ne présente pas
d'état instantané
. + + %
VIYEEY, ¥(s,t)eR" x R ,

P[Y(u)=1 VuG]s,s+t[/Y(s)=iY]=e >0

y 5
Cette propriété s'avére vérifiée dés que 1'espace
des états EY est fini.

- les fonctions d'échanti]]onage(t€R+—» Y{t,w)
o0 w € 9. [16]) sont presque - sirement continues
a droite sur R+.

- la matrice PY des fonctions de transition est
continfiment dérivable sur RT.

(MP3) Le processus }L est Qy-conservatif [19]

¥i, € E, , qy:: = - T Qy s
Y Y Yii jVEE Yij

Ces deux derniéres propriétés s'avérent vraies dans le
cas particulier ol le processus }; est QY-borné

JcerM/viy € Eyulayg) <C
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Le vecteur des probabilités initiales EY(O)=(piY(O))iY€EY
et la matrice QY caractérisent de maniére unique un processus
de Markov vérifiant les propriétés (MP1l), (MP2) et (MP3). La
matrice QY jouant un rble essentiel dans les applications,
nous présentons deux méthodes permettant de souligner théorique-

ment celui-ci.

La matrice des fonctions de transition vérifiant, par
définition, les équations de Chapman-Kolmogorov,

v(s,t) € R*S | Py(s¥t) = Py(s).Py(t) (CK)
on obtient respectivement, par différentiation de chacun
des membres de 1'équation (CK) par rapport & s puis & t
au point O,

- le systéme du passé.("backward system” [16])

. dPy(t)
vy tert, -~ =0q,.P,(t) (BS)
it VARA'

- le systéme du futur ("forward system" [16])

, 4Py (1)

Si la matrice QY est conservative, alors, ces deux systéemes
admettent une solution unique vérifiant les conditions initiales

Py(0) =1 . (s0)

(8) Une_méthode stochastique [16]  [17]
D'une part, a partir du processus de Markov , on
définit les suites aléatoires {Tn/nGN} et X = {X,/neN}

i 1'aide des relations respectives suivantes

TO = 0 et Tn’ nen” , designe la durée aléatoire du séjour
du processus 5# au (n-1)"¢M€ stat visite.
n+l n+l
Ps{Y( £ T.) si oz T, < 4w
Yne1 =) i=1 j=1
n+l
X si r T, = +e

n oL i
i=1 !
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T., nen » constituant un temps

Toute variable aléatoire i
1

W™~ s

i

d'arrét du processus de Markoy yL , 1a loi de prcbabiliteé

n
conjointe de tout couple (Xh’ b) Ti)’ neN*, est définie par
i=1
. +
Yjy€Ey , ¥teR™ ,
n+1 vy xt
A0y =3y )NCE Ty > 00K T X Ty g XgoTol = ryy @
ol la matrice RY=((r ’.» ) désigne la matrice stochastique
13 TysJdyShy
telle que
A 2 . - .
My dy)SEys iyriys oy =6y ry
ij i ij
Vi €E,, r 1 si 1Y est un état absorbant (qy_. = 0)
YUY Yii 17
0 si i, est un état stable (qY € ]1-=,01

Y i1
En posant t=0, dans la relation précédente, on découvre aisément
que Ja suite aléatoire X = {Xn/nEN} est une chaine de Markov
homogéne d'espace des états EY , de vecteur des probabilités
initiales Ey<0) et de matrice de probabilités de transition RY.

+ oo ps
D'autre part, si : = Tn = 4+, alors, la suite aléatoire

n=1
{Tn/nGN) et la chaine de Markov sous-jacente I* ("embedded
Markov Chain" [17]), et donc le vecteur des probabilités initiales
BY(O) et la matrice QY, définissent parfaitement le processus de
Markov - En décomposant 1'événement conditionné figurant dans
les probabilités de transition Py (t), t€R+, sous la forme
id

[Y(E)=3y =1 Y (t)=3, In({ T < LU T, > t])

on montre que les matrices PY et QY vérifient la relation

. . 2
¥iy,3y)€Ey

9y, . t 9y, .S
id ii
y i3 +A/ e b) dy Py (t-s)ds
ij YUy [} hy€E ih hj
Y Oy
hy#iy
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La matrice PY=((pY )) est bien solution des systémes
ij iyd
Yoy
(BS) et (FS) et vérifie les conditions initiales (SO). Cette
méthode constitue un cas particulier de celle qui permet,
sous des hypothéses analogues de mettre en évidence la chaine
de Markov associée  ies processus plus généraux [45].

Presque toutes les fonctions d'échantillonnage du processus
ainsi défini étant des fonctions étagées sur R* , on dit
parfois que ? est un "processus de Markov régulier" [17]
et que Ta suite X est la chaine de Markov des sauts dey/
("jump Markov chain" [16]). En particulier, tout processus
de Markov y, QY-borné est forcément régulier.

Si un systéme de "fiabilité" est directement descriptible

a 1'aide d'un processus de Markov yr(on dit parfois qu'un tel
systéme a une "structure de Markov" [ 1]), alors, y- vérifie
les propriétés (MP1), (MP2) et (MP3), En effet, un systéme de
fiabilité est généralement défini (cf. chapitre A) comme un
ensemble fini d'éléments pouvant présenter chacun un nombre

fini d'états.

La version en temps continu de la propriété de Markov
d'ordre k étant équivalente, sous des "hypothéses réalist:s"
[34] & celle dite simple, les relations de dépendance DP(i ., k)
entre processus de Markov seront présentées seulement pour tout
couple (h,k) € 10,117

[V.2.1 Définitions
Données : Soient deux processus de Markov homogénes
X o= x(t)/terRT) et ‘y = (Y(t)/teR") d'espaces des états
respectifs EX et EY supposés au plus dénombrables. Soit le
processus stochastique 2} = {Z(t)=(X(t),Y(t)Vt€R+} d valeurs
dans EX X EY
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Définition 1
Nous dirons que les deux processus de Markov X et gb
sont dépendants jusqu'a

(i) 1'ordre (0 , 0) si et seulement si

n
B o 0.0
PLZ by )=/ 0 T2(E)LID - (DP(0 , 0))
PUX (1) =T g1/ X (6) =iyl PLY (Ep ) =Ty /Y (Eg) =Ty

(ii) 1'ordre (1 , 0) si et seulement si

PLZ(t

n
n+1)=in+1/vf:0 [Z(t))=111 = (DP(1 » 0))

P[X(tn+1):iXn+1/z(tn)=in]'P[ Y(tn+1)=iYn+l/Y(tn)ziYnj

(iii) 1'ordre (0 , 1) si et seulement si

n

PLZ(t,, )=ipyq/ 0 [Z(E)=i 1] = (DP(U 5 1))
\)‘_‘

0

PLX(t 1) =gt/ Xy = il <P Yt )= iyne/2(E =10

(IV) 1'ordre (1 , 1) si et seulement si

n
(EICNRYE MRV (z(t,)=i 13 = (OP(1 , 1))
PUX(t 1) = Tyna 1/ Z(E)=Epl PL Y )=y /2t ) =1

(toutes les fois que les probabilités conditionnelles ci-dessus
sont bien définies)
JEEy X EY , v=1,2,...,n.

< < <
t2 e tn tn+1

pour tout n € N, tout vecteur iv=(

et tout vecteur (tv) €R+(n+2) tel que tO
Definition 2 :
Nous dirons que la relation de dépendance DP(h , k) entre

les deux processus de Markov XU et est homogéne relative-

—_—— -

ment a X (respectivement : }P ) si et seulement si

Txvr Ty
<t. <
<t
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+2 .
¥(s,t) € R"7, Yiy € EX ,

ps
P[X(t+s)=jx/Z(S)] = P[X(t)=jx/z(0ﬂ

(respectivement : ¥ jY € EY .

ps
PLY(t+s)=3y/Z(s)] = PIY(t)=3y/Z(0)]).

Remarque :
De méme que dans le cas d'un paramétre discret, la

relation de dépendance DP(0 > 0) n'est pas équivalente a

1'indépendance stochastique. Celle-ci est vérifiée si et seu-
lement si : les processusdC et y,vérifient la relation de dé-
pendance DP(0 - 0) et si les variables d‘états initiales X(0)

et Y(0) sont mutuellement indépendantes.

Iv.2.2 ttude du Processus Stochastiggg_;}

Propesition 1
Si deux processus de Markov homogénes & = { X(t)/t € R+} et
y/= {Y(t)/t € R+} sont dépendants selon une relation de dépendance
(homogéne) DP(h , k), (h,k) € {0,1}2 , alors, le processus stcchas-
tique
g = (Z(t) = (X(t), Y(t)yt € R} forme un processus de

Markov (homogéne) d'espace des états EX X EY

Ce résultat constitue une conséquence immédiate de la défini-
tion IV-1-1. Nous poursuivons 1'é&tude du processus de Markov %?
sous 1'hypothése de 1'homogénéité.

Notations :
Nous désignons dorénavant les &léments (1X, 1Y) € Ey x EY par
lTeur rang iz € EZ selon 1'ordre lexicographique défini sur EXx EY;

1'ensemble E, = {1’2""’|EXI'|EY|} désigne alors 1'espace supposé
minimal des états du processus = {Z(t)=XY(t)/t € R*}. Ainsi
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vt e RT ¥ (Hyaiy) € Ey X By, [Z(0)=ig0=(0 X(E)=iy] 0 (Y(t)=1y 1]

@i, =1, (mod [Ey]) avec i, -y =1

FARE X Y|

En rassemblant les versions en temps continu des notations I1I.2.1,
2 et 3

Tes vecteurs py = piX (EEy iy iyEEy

)1 eg. * Py ~© (p; )

et p, = (p: ) désignent les fonctions des prcbabilités
Y4 iz 1Z€EZ

d'états des processus XL , }V et ZZ— respectivement.

les matrices de fonctions de transition PX= ((pX1j)) ep

TydyCEy

R Po= ((Pyss)) et les fonc-
1YJY€EY Z i3’ '1

iy iY
tions matricielles PX = ((

PY = <(pYij)) ZjZGEZ

Pyss))s . iy, € E s
XijJ 1XJX€EX Y Y

i
X _ X . s . -
Py" = ((pYij))ijYeEY , i, € E, , vérifient en particulier

i ; . +2 . . -
les relations suivantes : ¥ (s,t) € R , ¥ (12,32) [ EZ s

Ty

(a)  py;s(t) = o op,ailt)
J : 7213
JyEly
Ty
(8) pYij(t) = . & pZij(t)
Jx€Ey
i i
X ¥
, () = = . Lt
(v) pyy5(t) T p]y(S) Pyij(t)
Yoy
Ty Ty
) Pyys(t) X opy (s) eyl (F)
v 1X-EX X id

Toutes les probabilités conditionnelles ainsi mises en jeu sont
supposées bien définies.
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Proposition 2
Si deux processus de Markov homogénes X = {X(t)/t € RT} et
= {Y(t)/t € R*} verifient une relation de dépendance homogéne
9P (h , k), (h,k) € {0,1}% selon les vecteurs de fonctions matri-

. ] 1 .
cielles EX = (PXY)iYEEY etEY=(PYX)1X€EX , alors, la matrice PZ des

fonctions de transition du processus de Markové}={2(t)=XY(tWt € Rﬁ
est définie par la relation suivante

L
Pz =Py ®Py

De plus, si la fonction PZ est une matrice de fonctions de transi-

tion standara, alors les matrices PX et PY des fonctions de traensi-

tion des processus X et }L respectivement sont elles-mémes stan-
dards.

Démonstration
L'expression de Ta forction matricielle PZ est immédiate

ny Tx
PZ:[[((pXij vahk))h kEE]]

vokySEy Tye3yEEy

- D'une part, supposons que la matrice des fonctions de transiticn

P
z
triques, montrons, par exemple, que la fonction matricielle Py

est standard. Les processus XL et ?/ jouant des réles symé-

vérifie forcément cette méme propriété ; soit 1Z € EZ ; i1 suf-

fit d'appliquer le lemme de FATOU

- selon la relation (o)

1> 1im  pyl.(t) = T lim P (t) = T s . =1
213 Xiid - S ot "Zi] ; Tyl
o o J€E, t- 0 iyeEy Ty
= Tim p;¥i(t) =1
t -0

- selon la relation (y)



i
1> lim pyii(t) > = pro) vim e lit) = s p. X (o) =1
t > ot 1Y€EY Y t -0 i GEY Y

= Tim P (t) =1
in o Pxt eyl

A défaut de condition réciproque dans le cas dénombrable,nous consi-
dérons dorénavant des processus de Markov X et y' tels que PZ
soit une matrice standard de fonctions de transition.

Proposition 3 :
Sous les mémes hypothéses que la proposition 2 précédente, si

les vecteurs de fonctions matricielles EX et EY sont supposés déri

i
¢ p,)(t)
vables a droite au point 0, Q, = ([————————] ) 5 ep et

dt Lo YEEY
.i
d P X(t)
Q = (|—— )i ep, » 2lors : la matrice Q, des générateurs
dt
t=0

infinitéssimaux du processus de Markov ﬁ} est déefinie par
L
Q; = 9 ® 9,

De plus, si le processus de Markov ﬁ? est Qz-conservatif, alors,
les processus de Markov L et y/ sont eux-mémes

d Py(t) d Py(t)
0, = - et Q, =} —-r . -conservatifs.
X it Y dt
t=0 “t=0

Démonstration :

L'expression de la matrice QZ s'écrit, de maniére immédiate,
a 1'aide de la proposition 2 précédente et de la relation II.2.(K§),
Supposons que le processus de Markov é% est Qz-conservatif. Mon-
trons par exemple, gque le processus de Markov frr est QX—conserva-
tif ; 11 suffit, ici encore, d'appliquer le Temme de FATOU selon
les relations (a) et (v)
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- D'une part : ¥ (1X,1Y) € EX X EY ,

)1 (t)
Pxii : Pxij

-+ 0z lim —_—

En effet : 0 2 1im 5 q .
t - + . —_ . jz Zij

0 t

- D'autre part : ¥ i, € E, , I Quss
X ) S X1

‘]XGEX
R Pyss:(t)-1 . Pyss{t)
En effet, rosons : L - lim 1__Xll_—___ lim Xigt!
t -0 t

Si L ainsi défini existe, alors, L vérifie les inégalités suivan-

tes . .
i o)1 o
j p L. (t)- p ] !
0=L > & p.X0) [11‘m Xii Tim X1
i€E, Y t-o0" T LI et T
Ix=Ex
D'oG, 1'existence de L et L = 0
Pyss{(t)-1 so(t
De plus, L < 1im N Xii 7 + I Tim Elllﬁ—l <0
t >0 t €L t->0 t

D'ou le résultat.

V. PROCESSUS STOCHASTIQUES ASSOCIES

L'objet de ce paragraphe est de compléter, en termes de pro-
cessus stochastiques, 1'exposé des diverses notions de dépendan-
ces positives entre variables aléatoires présentées au chapitre A.
Nous respecterons les notations introduites lors de ce dernier.
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V.1 Définitions

Définition 1 :

On dit qu'une fonction f de R
d'ordre 2 (“"totally positive of order two" [2]-en abrégé : de type
TP

% dans R est to-alement positive

2) sur R2 si et seulemant si
(i) ¥ (x.y) € RE , F(x,y) >0

(11) ¥ (x,y) € RE L ¥ (x',y') € Fo/x < x' ety <y’ ,
) >
Définition 7 :
On dit qu'un processus X = {X(1)/t € R}

(i) & valeurs dans (Rn,33rﬂ, ne N, est séquentiellement
R

associé sur I ("time associated” [26]) si et seulement si:

¥y me NT, V(t.) €1
i

Cay s < s ) B
(ii) & valeurs dans (R, f%), vérifie la relation de dépendance
de régression séquentielle positive [2] sur I si et seule-

ment si
¥me N tm>1, ¥ (t,) € ™t <, < <t
i
PRD(X(tm)/X(tm_l),...,X(tz),X(tl))
ol I désigne une partie non vide de RY
Définition 3 :
On dit que n processus stochastiques réels :5ti={X1(t)/t€ RV,

i=1,2,..,n, sont

(i) associés entre eux si et seulement si

vte R, A(X
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(i1) dépendants selon une relation de dépendance de quadrant

positive si et seulement si

+
¥ te R, PQD(Xl(t), Xz(t),....,Xn(t)).
Remarque
Si n processus stochastiques sont associés entre eux, alors,
ils sont dépendants selon une relation de dépendance de quadrant
positive (Cf. proposition A.111.3.3).

Application : Si un vecteur aléatoire X suit une loi de Laplace-
Causs Nm(&,r) de vecteur moyenne g, u € R™ , et de matrice de
covariances I', , T Gdn (m), telle que tout terme non-diagonal

X X 1 <

de 1a matrice inverse I’ soit négatif, alors toute application

X
partielle d'ordre 2 est une application de type TP2 et les varia-

bles aléatoires Xl’XZ""’Xm vérifient la relation d'association
[2}. D'ol, le cas particulier évoqué au paragraphe A-II1-3-3.

V.2 Processus de Markov Associés

Les deux résultats suivants constituent des conséquences im-
médiates du critére A.III.2.(A03) de l1'association et de la propo-

sition A.IIl.3.2 respectivement.

Proposition : [26]
Les variables aléatoires réelles positives Tl’TZ""’Tn sont
associées si et seulement si le processus stochastique

(1 o T35 )/te RY) est séquentiellement associé.
Ilta+m[]1

Theoreme 1 (2]
Tout processus stochastique qui vérifie Ta relation de dépen-
dance de régression séquentielle positive sur I est séquentielle-

.. r ) +
ment associé surl, I <R
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Theoreme 2 (2]

Etant donné un processus stochastique réel L ={X(t)/t € R+}, si
pour tout n € N*, n > 1, et tout vecteur (ti)i e R*" 1es variables
aléatoires X(tl),X(tz),...,X(tn) admettent une densité de probabi-
1ité conjointe dont toute application partielle d'ordre 2 est de
type TP2 , alors, le processus X vérifie la relation de régression
séquentielle positive sur RY

Coroilaire (2]

Si un processus de Markov 20 = {X(t)/t € RY} d'espace des
états EX a des probabilités de transition telles que : pour tout
t € RY , 1'application définie par

(1.3) € B} > py (1) = PLX(t)=3/X(0)=1]

est de type TP2 sur Ez, alors, le processus L est séquentiellement

.. +
associé sur R

. tn,, . L . n
En effet : V(tl,tz,...,tn) € R /t1 ,t2<i...<itn R (11,12,...,1n) € EX s
n n . )
i R;Dl [X(R))=1a 1= P[X(t1)=11]v52 PLX(T )= \;/X(tv—l)=1v—ll‘

Le produit de deux fonctions de type TP2 étant une fonction de ty-
pe TP2 , on déduit aisément le résultat annoncé des théorémes 1 et
2 précédents.

Exemple :

Un processus de Markov homogéne d'espace des états EX = {0,1}
est séquentiellement associé si ses probabilités de transition vé-
rifient la relation suivante : ¥ t € R | Po (t) + p () <1
Ainsi, tout processus de vie et de mort [19] & deux états est sé-
quentiellement associé.
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Annexe XA : (cf. chapitre A-§II)

Vérificatior du théoréme A-11-2-2

Données : Soit un systéme N-performant cohérent (C,2) d'ordre n.
Soit M une partie propre non vide de C et essentielle au systéme

(C,0).

Condition Nécessaire : Supposons que M constitue un sous-ensemble

modulaire du systéme cohérent (C,¢) dont le module (M,y) corres-

pondant est défini par la relation A-II-2-(N1)

U
-+
|
|
m
w
=|
k=l
| >
=
| =
=
[
<
=
—
-
=
| >
=|
i
o
()
=
>
=

car le systéme cohérent (M,u) vérifie, en particulier 1'axiome
A-11-2-(C2). Ainsi, selon la définition de la relation d'équiva-

lence “=®”, le module (M,p) vérifie la relation A-11-2-(M4),
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Condition Suffisante : Supposons que le sous-ensemble M de C

soit tel que

Voxy € Sy dI € Sy oxy =y
(1) Considérons le systeme multiperformant (M,u) défini par:
= ] s1 0 Xy = PRI ou J & S
Notons que M étant une partie essentielle au systéme (C,¢), on
définit bien ainsi une application u de SM dans S. Celle-ci
est, de plus, non décroissante de SM dans S.

En effet, raisonnement par 1'absurde

Supposons que : J Xy € Sy J.XM € Sy tels gue

Posons : p(xM) = j et p(yM) = ¥ 00 (j,r) €S

M désignant une partie essentieile au "v.T@uec (L,1)}, On A,

en particulier

Xem € Sy tel que : @(jM,xOM) =]

J (: j = (V’M’VXOM) (\:\]
Or, par définition de 1'application u

Xy T ogdm €Y Y T o tu
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D'ot, en particulier

PxyoXgm) = eldye Xpp) et elyyaXgg) = e (2yxgx)

) < _ _ _
weXem) S (woXo) et olxyaXeg) > (yysxop)

Une telle relation serait contradictoire avec 1la propriété de

cohérence du systéme (C,¢). (cf. axiome A-II-2-(C1)).

L'application y est donc non décroissante de SM dans S

et vérifie, de plus, par définition, 1'axiome A-I11-2-((C2).

Le systéme (M,u) est donc cohérent,

{ii) Considérons le systéme (c',y) défini par

- D'une part : pour tout j € S,

‘P(l) = d)(iM’JM) =]

- D'autre part : soit x = (j,gM) €S x SM , Y = (Q’XH) € S x SM ,



Ainsi, le systéme (C,¢) é&tant cohérent, le systéme (C',y)

est lui-méme un systéme cohérent.

(i1i) Afin de prouver que le systéme cohérent (M,u) consti-
tue un module du systéme (C,e), i1 suffit de montrer que Tes

fonctions de structure ¢, y et u vérifient la relation A-III-2(Ml;:

Par hypothése, Xy € SM = J1 jes X,

Ainsi @ o(x) = ¢(xy, xg) = o(Iy>xy)

= v(J>xg) (par définition de )

= v{u(xy)sxy)
D'ol, le résultat. On notera, de plus, que

- 1'élément CM est essentiel au systéme cohérent (C',v).

- pour tout sous-ensemble modulaire M du systeme
cohérent (C,o), les fonctions u et y correspondantes

sont définies de maniére unique,
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Annexe XB. : (cf. chapitre B-§II)

Vérification des Diverses Propriétés

des Produits de Kronecker Généralisés.

Etant donné 1'analogie des deux formes généralisées,
nous vérifions, de maniére explicite, les propriétés du
produit de Kronecker L-généralisé et mentionnons seulement
celles du produit de Kronecker C-généralisé.

(K'1) s'obtient directement en décomposant ligne par ligne
le produit de Kronecker L-généralisé de deux vecteurs
de matrices A € [)i\(mxn)]p et B € [){(pxq)]m

L mp L
Ae®B = T (A®B);
i=1 :
p m
= I X . B..
=1 j=1 ATJ.® Jie

On vérifie, de méme, que pour tout vecteur de matrices

A € [M(mxn)]q et tout vecteur de matrices B € [Jl\(pxq)]n s
C ng C
AeB= I (Ae®B) .
j=1 -
n q

1]

X z A. . B. .

i=1 j=1 Rig @ 85.4)

(K'2) constitue une conséquence immédiate de la relation pré-
cédente (K'l) et de la propriété correspondante (K2) du

produit de Kronecker (simple)
soit : A€ [M(mxnnP , B e (M (pxan" ,
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L p m
B®A= I I B A, .
2 o2 i=1 j=1 9! ®
P m
= I b2
(I gty Yo g @ 8550 Ungg

On veéerifie, de méme, que : ¥ A € [.M(mxn)]q , ¥ B € [J((pxq)]n .

C C
BOA-U . (A®B) U

pxm nxq

(K'3) constitue une conséquence immédiate de la relation (K'l)
et de la propriété (K3) correspondante du produit de
Kronecker simple
soit : A€ LM (mxn)]p , B e [M(mxn)]p , C € [J«(pxq)}m s
D M (pxa)™

L m p
A+B)® (C+ D) = =z z A. + B. C. + D.).
(A+8) @ (CoD) = B T (A48, ®(C;* D),
n p
= % X A.. + B.
1‘=1j:1(~“‘ ji.) @ L6y By
L L L
- (A®C) + (A&D) + (B®C) + (B&D)

De méme : ¥ A € [Jﬂ(mxn)]q , ¥ B € [J{(mxn)]q , ¥ C € [Jﬂ (pxq)]n,
v D e (M (pxa)”

C C C C c
(A+B)eo@(C+0)=(AReC)+ (Aed)+ (Becl)+ (Baobl).

(K'4) La régle du produit mixte est fausse en général pour le
produit de Kronecker L-généralisé et est seulement véri-
fiée dans les deux cas suivants

Soit A€M (m), B e [M(pxq)l™ , ¢ e (M (axr)1" ,
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o]
—
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o
—

1

=t}

[

o
pil

1

>
Qr
—

w

o

3]
-

i3 o1 il =

(ii) constitue une conséquence immédiate du résultat
précédert et de la relation (K'2)

L L L
B@l )(C@®h)=U B) Upxq Ugum (A®@C) U

Qr

mxgq

L
= Upn (A @ (B o O)1 Uy

= (B .C) oA

On verifie, de maniére tout a fait analogue, que
vaeMm, veetMpan™, veeMarn™,
C C C
(i") (A®B)(I ®C)=h®(B.C)

C
J(C @1

Do
>

) (B C) @k
Conformément & toute généralisation, de telles opérations
"perdent® donc diverses propriétés, et non des moindres, par
rapport au produit de Kronecker simple. Notons que 1'on re-
trouve, & 1'aide de ces relations, le résultat classique
suivant : ¥ k € N° , ¥ A € [M mn®,
k Ok

)<= A

L
Al
(Aol A p

L K L
(I @A) =1_ @& A°
p —_— —
(K'5) constitue une conséquence immédiate de la propriéte

précédente
soit : A€ M(m) , B = (B;), € (M oen™,
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L
detl (1, @ B) (A @ 1))

a

[

-+
—_

>

Qr
{oo
~—

1

L
dét(I_® B)(A ® IpH

I
—_
a
o
sy
—_
I>
~—
—
©

On vérifie de méme, que

C C m
déet(A @ B) = dét(B ® A) = det(AP).det( = B,)

(K'6) constitue aussi une conséquence de la relation (K'4).
Notons, tout d'abord, que : selon la relation (K'5)
précédente, A é_@ est une matrice inversible de u“(mp)
si et seulement si : A € JK (m) est une matrice inversi-
ble et B = (Bj)- € [JA(p)]m est un vecteur de matrices
inversible au sens du produit o

L

Lo -1 -1
(he )l - ((1, ®8) (ke 1)
- (he 1)1, p 8)7!
- (ale 1)1, o 871
Salg g

{(K'8) Soit f une fonction analytique scalaire & valeurs ma-
tricielles ; on peut donc écrire f sous la forme

¥ A e (A (mxn)1? ,

L +o L .
f(A®1 )=t a. (A @1 )} (par définition de f)
p J=1 J - p

+o °j L

= I . (A I
+o o; L

=(z . ALY I
(j=1 AT e,
+ o j L L

=(z . A I = f(A I
(1 M @L =R e,

D'oli e résultat.



-95-

(K'9) Soit : A€ [-"f(m)lp , BE€ I(M(p)l"'

L .
d(A(t) ® B(t)) d(a" (1) b} (1))
=L D i i
dt
h
dal.(t) db} (t)
= — bl (t ho(g)—hk %y
dt n(E) * 2y (8) at i
d A(t) L L d B(t)
- @ B(t) + A(t) ® ——
dt dt

Remarque : Les relations (K'4) & (K'8) exigent évidemment des vec-

teurs de matrices de dimensions finies.
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