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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. III - 1978 -n°3~p. 257-268 

METHODE D E REGRESSION 

IL — Critères bayésiens (à suivre) 

[RÉGR. CONTR.] 

par P. Cazes (M 

4 Ro.qn.<LàAion blal&to, zt filQn.z&àlon bo.ythLo.nniL ; V o.6£Lma£o.u.n, bon.no, gz-

4. 1 Ro.gtie.6 A Lon bayo.al2.nno. 

On suppose ici que y est gaussien et que conditionnellement à 3 , y 
11 j 2 

a pour espérance mathématique 3 0 XT et pour matrice variance a T o, 
2 

où a est inconnu et où r est une matrice définie positive connue à par-
° —l J 

tir de laquelle est définie la métrique N = TQ de R <cf § 1, remarque 
1) . On suppose de plus que 3 suit une loi normale centrée de matrice 

2 II 
variance I c . Pour estimer 3 , nous allons chercher la loi a posterzo-

^1 ^1 J 

rt de 3 , i.e. la loi de 3 conditionnellement à y . Cette loi se met 

sous la forme 

f(yJ | 3 X) f( 3 l)/?{y3) 
où f(y | 3 ),f( 3 )/g(y ) désignent respectivement les lois de 

yJ sachant 3 ,de3 et de yJ. 

La loi précédente se mettant sous la forme : 

<k/g(yJ)) exp (-|) 
où k est une constante, et A une fonction du second degré des composantes 

Ii j Ii 

de 3 , on en déduit que conditionnellement à y , 3 suit une loi nor

male dont les caractéristiques, espérance mathématique b et matrice va

riance ZQ , s'obtiennent en identifiant les termes du premier et du se-
B II 

cond degré en 3 de l'expression A avec les termes correspondants de 
l'expression 

-1, Il zl xi II 

B = E6
X(3 - b x, 3 I - b 1) . 

L'expression A s'écrivant : 

A = {l/a2)(r;X <yJ - 3 1 1
 e X l

J , y J - 3 X
 0 X^ ) + l ' 1 (B*1 , B*1)) 

soit encore puisque N = r" , e t d'après la décomposition en b l o c s de V (cf § 
1, formule (1)) : 

A = (l/a2)(Vn(3 X , 3 II) - 2 V2 1 B11 + V2 2 + E"1 (B X , 3 *)> , 
on en déduit que : 

b l = (Vn + E "
1 ) ' 1 Vl2 (30) 

(1) Maître assistant3 laboratoire de statistique ; Université P; et M. Curie 

http://bo.ythLo.nniL
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E3 = (vii + z'1)'1 °2 (31) 

L'estimateur du maximum de vraisemblance de 3 connaissant y , i. 

e. l'estimateur a posteriori de 3 ou estimateur bayésien n'est rien 

d'autre que E(3 |y ) = b ; il est donc donné par la formule (30). On 
Il -i 

retrouve bien, si on n'a aucune information a priori sur 3 ^ vn + *• = 

V , 3 ayant une dispersion infinie) l'estimateur classique de la ré

gression. 

4. 2 0A.tkocjonaZA.6atA.on do. la n.o.gn.o.hhton 

On suppose R muni de la métrique M,, , dont la matrice associée 
I l Ll 

tre sous la forme TT' du produit de deux matrices transposées l'une de 

l 'autre * , l'application linéaire.associée à T',et notée aussi T' étant une isométrie 

de R muni de la métrique M., dans R muni de la métrique unité 6. 
J 

Si l 'on effectue l'analyse en composantes principales de X (au 

sens de la recherche du tenseur XX_ ,de rang t donné, le plus proche de 
J T "*• 1 

X_ ) , R étant toujours muni de la métrique N, on est ramené à diagona-

liser M~* V1X = T * "
1 T " 1 V , ou encore H = T~1V11T'"

1. On a alors la 

décomposition canonique classique : 

H = T"1 V1X T'"
1 = U D^ U* (32) 

Il Ii 
où U = (U1 ,..., U ) désigne la matrice orthogonale des vecteurs pro-

Ii A P 
près U. de H et D, la matrice diagonale des valeurs propres A. asso-

1 À X 

ciées. 
Posant : I j z 

Y = 3 o (T' U ' ) ^ 1 (33) 
Z ^ = (U T ' " 1 ) ^ 1 o XX

J (34) 

on a : -y X 0 ZT
J = 3 l o XT

J ** (35) 
zl II 

L'intérêt de raisonner sur y et Z plutôt que sur 3 et X-

réside dans le fait que les {Z. | i e I.} sont orthogonaux (pour N) ,1e pas-
IX I1 

sage de y à 3 se faisant très simplement par la formule (33) . 

De façon générale, nous désignerons par Ar la transposée d'une ma
trice ou d'une application linéaire A. 

Matriciellement (ou dans le langage des applications), on a si X 

(resp. Z) désigne la matrice (p x cavd J) associée à XT (resp. 

z£ ) : y 2 = U' T' 3 1 ; Z1 = X' T''1 U ; Z' y 2 = X' 3 *> le ren

versement de l'écriture dans les formules (33) à (35) étant dû 

au fait que l'on raisonne dans l'espace R 9 dual de RT j i . e . 

dans l'espace des combinaisons linéaires des variables explica

tives. 

http://0A.tkocjonaZA.6atA.on
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Posons y = Z_ , ZT = (ZT , ZT ) , et désignons par W la matrice 
J-2 -1 -"-I ^2 

des produits scalaires {<Z. , Z., > | i, i' e I}. Cette matrice se par

titionne suivant I.. et L de la façon suivante : 
W12\ 

(36) 
_ /Wll W12 \ _ / DX W12 \ 

lW21 W22 j l W21 V22 J 
W . étant par construction la matrice diagonale D, , tandis que W22 est 
égal à V99 carré de la norme de y . 

Il Ii 
La solution (pour y ) g de la régression usuelle s'écrit alors: 

Il _i -1 ° 
g = W.. , W. - = (D, ) W. - tandis que la matrice variance (dans le cas 
o ii iz A x îz 2 _ -j. 

d'un modèle) de go est égale à a (D,) . Notons que go est bien sur 

liée à b par la formule de transformation (33), et que l'on a, 6 dési

gnant toujours la métrique unité de R : 

^11 -*lX\m llsl1 -blhlu (38) 

Sous l'hypothèse de normalité, les expressions figurant dans (38) 
2 

suivent au facteur (1/a ) près une loi de chi deux à card I = p degrés 
de liberté. l 

4.3 Lz cn.ttzn.0 do. V zH.n.zu.K qu.adn.atLqu.0. moyznnz 

Nous faisons ici l'hypothèse que l'on a un modèle, i.e. que les re
lations (7) du § 1 sont vérifiées. Compte tenu de (35) on a donc : 

E(yJ) = 3 1 1 o X J - y X o ZT
J (39) 

I l J l l Jl 1 I I 
Soit b (resp. g ) un estimateur de 3 (resp. y ) , nous carac

tér iserons la qual i té de cet estimateur par l ' e r r e u r quadratique moyen
ne E (MSE en anglais : Mean Square Error) : 

E = E(||b l - 3 1llM11) = Etllg11 - Y11!^) (40) 

et l 'on recherchera les estimateurs rendant minimum le c r i t è r e précédent 

Si on se limite aux estimateurs sans biais de 3 (resp. y ) , f o n c t i o n s 

l inéa i res de y , bo (resp. go ) minimise E qui vaut a lo rs EQ : 

E = a2 Z { l / A . | i e l . } (41) 
o X I 

Si les variables explicatives sont très corrélées, certains des X. 
sont faibles, et E peut être très élevée ; c'est la raison pour laquel-

° Jl II 
le on considère des estimateurs de B et y biaises, mais qui peuvent 
présenter une valeur du critère E plus faible que E . 

o 

4.4 L*z6ttmatza.fi boh.nz qznztiallàz 
a I, l'

on suppose ici, comme au § 4.1, que conditionnellement à y (ou 8 1 
J II 
y est gaussien, et que de plus y suit une loi a priori gaussienne , 
centrée de matrice variable (D, ) - 1 a où D, est une matrice diagonale de 
ème i terme diagonal k̂ • 1 I, Ii 

L'estimateur bayésien g^ de y x, qui se déduit de (30) où v,, est 
remplacé par W ^ = Dx , vi2 par Wl2 et E

-1 par Dk , s'écrit si D désigne la 

http://z6ttmatza.fi
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matrice diagonale de i e m e terme diagonal d i = X^/(\^+k^ ; 

^ = < D * + Dk)_1 W12 = <V V ' DX «ï1-"^11 (42) 

Il II -1 II II 
L'estimateur b # = g^ * (U T' ) I associé à g^ s'écrit alors : 

b*1 = (V1X + TUD k U' T')"
1 Vl2 (43) 

Jl xl Les estimateurs b et g sont les estimateurs bornés généralisés 

qui ont été introduits dans la littérature dans le cas particuli er où 
M n - 6-

En particularisant les coefficients k. , on obtient un certain nom

bre d'estimateurs tels que l'estimateur borné usuel si k. = k (cf § 3.3.2); 
Ii Ii II Ii 1 

l'estimateur raccourci b, = b /(1 + k) ou g x = g /(l + k),si k. = kX. ; 
l'estimateur de Marquardt si k. est nul ou infini, ce dernier estimateur 
étant un estimateur sur composantes principales (cf § 2) , où sont élimi
nés les facteurs associés à des k. infinis, e t c . . 

Nous ne ferons plus par la suite, sauf mention contraire, l'hypo
thèse de normalité. Nous supposerons simplement que l'on a un modèle, i. 
e. que les relations (7) et (39) sont vérifiées, et nous étudierons, en 
supposant les k ± connus, les propriétés de l'estimateur borné générali
sé, et des estimateurs dérivés, en faisant abstraction de la manière dont 
nous avons introduit cet estimateur. Nous raisonnerons de préférence sur 
Il *i 

g A et y A, toutes les propriétés trouvées se transférant immédiate
ment à b et 3 par la transformation (33). 

Il II 
g^ est un estimateur biaisé de y (sauf si D est l'identité, i.e. 

si tous les k. sont nuls, cas trivial puisqu' alors g = g ) d'esoëran-
1 II 2 -12* ° -° ° 

ce mathématique Dy et de matrice variance D (D.) xr=(Dk+D.) D. o .La 

valeur de 1'erreur quadratique moyenne E pour g^ s'écrit (cf [4]) 

E = E(||g*L -y*1!!2 ) =S{(Aia
2 + kj

2 (Yi)2/(A.+ki)
2|i€ IXL(44) 

E est minimum si k. = (k.) = a / (y1) la valeur minimale E . de E i i ° min 
s'écrivant : ? 

Emin = ° E{<Y ) /<<x + X . ( Y V ) | ie 1 ^ 

Cette valeur est bien sûr plus petite que la valeur E associée à g , puis

que E o correspond au cas particulier où tous les k. sont nuls. 

D'un point de vue pratique, les (k.) ou ce qui est équivalent les 
1 II 

(d.) 0 = X./(X. + (k.)0) ne sont pas connus puisqu'ils dépendent de y et 
2 II 

de o qui sont inconnus. On peut estimer ces coefficients en remplaçant y 

et a par g ^ et s = llyJ - g ^ ° Z^ \\^/ (Card J - p) (cette dernière quan

tité étant rappelons- le un estimateur sans biais de a ) , puis le cas é-

chéant réestimer ces coefficients en remplaçant y par l'estimateur g 
2 2 

ainsi obtenu, a étant toujours estimé par s et réitérer le processus , 
le passage de l'itération t à l'itération t + 1 , s'écrivant avec des no
tations évidentes, et si l'on opère sur les coefficients (d.) : 
ce qui s'écrit encore : 

d(t +l) = ( d | t ) ) 2 / ( ( d ( t ) ) 2 + 1/pi, (45) 
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où F. = X. (g\) /s n'est rien d'autre que le carré t. du t de Student 

associé à g 1 . Il est immédiat de voir que si F. est plus petit que 4, 
(t) ° ème 

d. tend vers zéro, ce qui revient à éliminer l'influence de la i 
1 * J J 

composante principale Z. de XT , puisque que le coefficient associé 
g1 est alors nul. Par contre, si F. est plus grand ou égal à 4, comme 
* (°) 1 i (t) 

la valeur initiale d. ' de d. vaut 1 (on part de g ) , d. converge vers 

la valeur 1/2 + (1/4 - 1/F±)
v . 

Les valeurs de d. ainsi obtenues, et donc les valeurs associées de 

k. étant aléatoires, l'erreur quadratique moyenne E de l'estimateur cor

respondant ne peut plus être calculée à partir de la formule (44) , cet

te formule supposant les k. non aléatoires, et l'on ne peut plus rien 

dire a priori des propriétés de cet estimateur. Mais l'on peut montrer 

(cf [2] et [31]) (en raisonnant sur les g o A A \ qui sont non corrélés et 
2 

de même variance c ) qu'il existe des valeurs k. (ou ce qui est équiva-
j i 

lent des coefficients d.) fonction de y , donc aléatoires, et telles 
que l'erreur quadratique moyenne E de l'estimateur associé, soit plus 
petite que la valeur E Q correspondant à go . 

Il II 4.5 L ' ZAttmatzuA. Jiac.c.ou.kct g = c g o (O s c < 1). 

Cet estimateur est obtenu en posant dans (42) k. = kX . = (1 -c)A./c. 

L'erreur quadratique moyenne s'écrit alors d'après (41) et (44) : 

E D = c
2 E + (1 - c ) 2 a2 (46) 

2 ° Il II 
où a désigne le carré de la norme de y pourô(ou de 3 pour M1 ) . 

2 2 
Elle passe par un minimum pour c = c = a /(Eo + a ) , valeur qui 

est comprise entre O et 1, la valeur minimale associée de E étant éga-
2 2 

le à a E / (E + a ) . Cette valeur est plus petite que la valeur E de 
°Il II 

E associé â go (puisque g correspond au cas où c = 1) et plus élevée 
que la valeur E . associée à l'estimateur borné généralisé optimal puis-

m i n ^ *• 
que l e s v a l e u r s ( k . ) o / A . de k . / X . associées à l 'estimateur son t en g é n é r a l 

1 I I I I 
d i f f é r e n t e s . La v a l e u r c0 de c minimisant E dépendant de y (ou 3 ) 

2 
et a est inconnue. On peut, comme pour les (k.) , l'estimer en rempla-

II 2 1 ° Il 2 

çant y et a par leurs estimateurs des moindres carrés g et s , puis 

le cas échéant réestimer c0 à partir de l'estimateur g ainsi obtenu, 

et continuer le processus qui est analogue à (45) où d. est remplacé par 

c, et F par F = et2/Êo = llg,,
1!!? / (s2 Z{l/A. |i e I }) , S et ÊQ étant les va-

2 2 ^ 1 II 
leurs de a et E quand on remplace a par s et y par g . Si donc F 

est plus petit que 4, la valeur limite de c est nulle, sinon, puisque 

la valeur initiale de c vaut 1 (on part de g ) , la valeur limite de c 

vaut 1/2 + (1/4 - 1/F) 1' 2. Notons que siM,, = V, . , auquel cas D̂  est la 
« « X 1 1 1 A 

métr ique u n i t é ô , F = (n - p) R / ( p ( l - R )) , R d é s i g n a n t l e coe f f i c i en t 
de c o r r é l a t i o n m u l t i p l e de y par r a p p o r t à Z , . . . , Z (ou ce qui es t 

J J i P 
é q u i v a l e n t X , . . . , X ) ; dans ce c a s , F e s t l e F de F i s h e r - S n é d é c o r 
a s s o c i é à l a r é g r e s s i o n . 
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La valeur de c ainsi obtenue étant aléatoire, on ne peut rien di
ts 

re des propriétés de l'estimateur raccourci ainsi obtenu, et la formule 
(46) n'est plus valable. 

Par contre, s i D, est la matrice unité, i .e . si l'on prend comme mé trique M.,. 
Il 2 2 

dans R la métrique M = V , et s i l 'on pose G = R / ( 1 - R )on peut mon

trer (cf [31]) que s i p > 3 e t s i l'on cho is i t c = ( l - a ( G ) / G ) où a (G) est 

une fonction monotone non décroissante de G telle que O^a(G) ^2 (p-2)/(CardJ-p'+ 2) 

alors c g a une erreur quadratique moyenne plus pet i te que g .Si a (G) 

e s t la fonction constante, on obtient l'estimateur de James et Stein et 

on peut montrer (cf [23]) que E est minimum s i a = (p - 2) / (Card J - p + 2). 
K 

Si l'on choisit a(G)=a si G > a , et a(G)=G si G^a on obtient l'estima-
+ ^ 1 teur (1 -a/G) g0 * dont l'erreur quadratique moyenne est plus petite 

que E Q pour O - a £ 2 (p - 2)/(Card J - p + 2) , estimateur qui est également 

meilleur au sens de E_ que l'estimateur (1 - ̂ )g 

K G ° 
Remarques 

1) Toutes les propriétés précédentes, se transposent immédiatement à l'es-
II II 

timateur raccourci cb , puisque F est invariant dans le passage dey , 
g a 3 « g0 -
2) L'estimateur 

Tl xl II 2 II II xl 

g 1 = [DA(y \ g/î/fc^ + DA(y \ Y ) lY (47) ^ 

réalise (cf [18] ) dans la classe des fonctions linéaires en y (g est 

fonction linéaire de y par l'intermédiaire de g ) le minimum de l'er-
II Il° Il II II reur quadratique moyenne tensorielle E (( g -y ) ® (g -y ))**.y et 

2 II 
a étant inconnus, on peut rechercher un estimateur g minimisant 
Il y - g o Z II et vérifiant (47) où y a été remplacé par g , a 

2 I J II J 2 
par s ou par II y - g ° Z_ Il /(Card J - p) . On obtient dans les deux cas Il * un estimateur raccourci cg dont le paramètre c est aléatoire, et dont 
les propriétés ont été étudiées par simulation sur plusieurs exemples par 
Vinod (cf [33]). Vinod a également étudié l'estimateur de James et Stein 
ainsi que l'estimateur raccourci proposé par Farebrother (cf [l8])etob-

II II 2 2 tenu en remplaçant dans (47) y par g et a par s " 
° Il Notons que de la même façon, l'estimateur b obtenu en remplaçant 

dans (47) y 1 par 3 l , g * par b 1 et D, par V,, minimise dans la clas-
X llJ II II z l *1 

inéaire de y , E <(b - 3 !• (b -3 1) 
se des estimateurs de 3 fonction linéa 

3) Au l i eu de raccourcir toutes l es composantes de g 1 , on peut simple

ment raccourcir q(q<p) des composantes de go , les q dernières par exem

ple , ce qui revient s i I" désigne l'ensemble des composantes raccourcies 

et I' = I. -I'* à considérer l'estimateur 
1 1 1 II , I'i I"lx 

* (1 - -= ) désigne la partie positive de 1- %; égale à 1- ~ si 1- % est positif ou 

nul (i.e. si G > a)9 et à zéro sinon. 
Il J II 

** En ce sens que V uT e Rr 3 ¥ h = y 0 A T xl Ll J 

Kh1^11) « (h1- y11) - (g11 -y12) » (g*1- y12)! 0 fu « u^) > 0 
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L'erreur quadratique moyenne associée s'écrivant : 

E = a2 EUA-liel'^ c2 a2 EU/Xji e 1̂ } + (1 -c)2E{y2 |i e 1^} 

soit encore : E = E' + c2 E" + (1 - c)2 a"2 

I' 1 
où E* (resp. E") désigne l'erreur quadratique moyenne associée à g 

0 I"i 2 IM1 ° 
(resp. g ) et a" le carré de la norme de g pour la métrique usuel-

I"l° 
le de R , on a des résultats analogues, en ce qui concerne la valeur op
timale de c, et l'estimation de cette valeur, à ceux donnés dans le cas 
de l'estimateur raccourci : il suffit de raisonner sur les q composantes 
de I" . En particulier si q^ 3, si D", * est la métrique unité et si 

2 2 G" = R" /(1 - R ) où R" désigne le coefficient de corrélation multiplexe 
yJ par rapport aux variables {ZJ. |ie I" }, g 1=(go

 l , (1 -a(G")/GM) go
 X) 

1 II 
a une valeur de E plus petite que la valeur EQ associée à go , pourvu que a(.) 
soit une fonction monotone non décroissante, comprise entre O et 
2(q-2)/(CardJ-pf2). si a(G") est une constante a, la valeur minimale de E est 
obtenue pour a= (q - 2) / (Card J - p+2). On peut encore noter que l'esti
mateur associé à c = (l-a/GM) , où a est une constante comprise entre O et 
2(g- 2)/(Card J-p*-2) estimateur qui revient à annuler toutes les composantes 
de I" si G" est plus petit que a, est meilleur au sens de E que l'esti
mateur associé à c = 1 - a/G". 
4.6 L'zAtimatZLLi bon.nô bg1 = (V^ + kM1])" V 1 2 

Cet estimateur déjà rencontré au § 3.3 dans le cas de la régression 
sous contraintes quadratiques, avec un paramètre k aléatoire, puisque dé
pendant de y , alors qu'ici k est supposé fixé, s'obtient en remplaçant 
dans (4 3) k. par k (i.e. en remplaçant D, par k 6 , 6 désignant toujours 

la matrice unité). Remplaçant k. par k dans (44) , il est immédiat de voir 
Ii 

qu'au voisinage de k = 0 (i.e. de bo ) , E est une fonction décroissante 

de k et que pour k positif, il existe une valeur (et une seule) , k0 de k 

rendant ce critère minimum, cette valeur étant la racine positive de l'é

quation dE/dk = 2Z{A, (kfy1)2 -a2)/(A.+k)3|ieI.} = 0 . k étant assez 
^ 2 II 2 

difficile à calculer, on .adopte souvent pour k la valeur k = pa /110 II ' 

k. minimisant E si M., = V . , auquel cas on a l'estimateur raccourci. 

D'un point de vue pratique, de nombreuses solutions ont été propo

sées dans la littérature pour estimer kQ ou k. , auquel cas, (44) n 'est 

plus valable, k étant aléatoire. On peut par exemple pour estimer k u-
2 II 2 tiliser la valeur ps /llb IL. préconisée par Farebrother (cf [18]) et ob-

° M l f II Ii 2 2 
tenue en remplaçant dans l'expression de k7 ,3 par b0 et a par s , ou 

2 II 2 encore utiliser un processus itératif de la forme : k . = ps /llb. Il où 
b désigne l'estimateur associé à la valeur k de k à l'itération t,et 
k la valeur de k à l'itération t+ 1. On peut aussi utiliser la valeur 

2 II 2 2 ps /(Il b [|M - ps ) préconisée par Mallows (cf [29] ) les espérances mathé-wll 
matiques du numérateur et du dénominateur de l'expression précédente é-

2 II 2 tant,dans le cas où M = V , respectivement égales à p a et II 8 II 

On peut pour estimer ko rechercher un estimateur Ê de l'erreur quadratique 

moyenne E, et rechercher empiriquement pour quelle valeur de k, Ê passe par 

un minimum. Pour obtenir Ê, il suffit dans (44) où l'on fait k. = k de 
I" 7 1 

* D" étant la restriction de D, à R 
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remplacer a par s , et (y1) soit par (go) soit par (g^) - s /A. . Dans 

ce dernier cas, on a un estimateur sans biais, mais qui peut ne pas pré
senter de minimum pour k positif alors que dans le premier cas, il exis
te une seule valeur positive de k rendant minimum Ê. 

On peut aussi (cf [16]) choisir k de façon à ce que 

2{(g^)2/((k"1 + A"1)s2) |i e lx) soit égal à p, £{ <g*)
2/((k_1 + X*1) a2) | ie ij 

ayant une espérance mathématique égale à p, sous les hypothèses bayésien-

nes et de normalité faites au début du § 4.4, la loi marginale de g étant 

une loi normale centrée de matrice variance (D"1 + D~ ) a = (k~ ô + D~ ) a , 6 é-

tant la matrice unité d'ordre p. Notons que cette façon de faire vaut 

également pour l'estimateur raccourci (cf § 4.5^. si l'on remplace k. = 

k par k. = kX = ((1 -c)/c)A. , k et donc c étant alors déterminés de 

telle sorte que kZ{ X± (g^)
 2/((1 + k) s2)|icl1} soit égal à p. 

Une autre procédure ( la ridge trace) préconisée par Hoerl et Ken-

nard (cf [22]) pour estimer k est de visualiser les coefficients b-1 de 
II 

bfi en fonction de k, et de retenir la valeur minimale positive de k pour 

laquelle il y a stabilisation de tous les coefficients bj" . Cette der-

nière procédure semble particulièrement intéressante d'un point de vue 

pratique, puisqu'elle permet de voir l'évolution de b_ avec k. 
B 

Signalons pour terminer une méthode suggérée par Vinod (cf [34 ]) 
pour déterminer une valeur de k , non aléatoire. Posant 

2 
r^ = Xi/(Xi + k) , on recherche la valeur de k minimisant l'indice 

Z{(r±/F- l)
2|i e I1> = ECdrj/F)

2 lielj] - p 

où r désigne la moyenne empirique des r.. 

Cet indice est nul si tous les A sont égaux auquel cas V 1 1
= M

1 1 • 

Si de plus M11 est la métrique unité, le système initial est orthogonal. 

Notons qu'en posant m = p - E{d. |i= 1, p) = p-£{A./(A. +k.) | i = 1 ,p), 
Ii 

on peut dans le cas de l'estimateur borné généralisé b , effectuer u-
i * 

ne visualisation des coefficients b+ en fonction de m, et rechercher le 

minimum de l'indice précédent en fonction de m, m pouvant s'interpréter 

comme la diminution du rang du tableau X-T . 
Il 

4.7 L* zàttmatzuA. de fAatLqugJidt o.t tz6 Z6ttmatzutL6 dô.Ktvz& 
On suppose ici que l'on a une partition de I en deux sous ensem

bles I'j et I'̂  , et que k± est nul pour tout i de I ' , tandis que k. est 

infini pour tout i de 1'̂  , ce qui revient, si l'on désigne par g * l'es

timateur associé de y , à poser gpJ" = g^ pour iel 1 et gj- = O pour 

ie I" x- Cet estimateur n'est rien d'autre que l'estimateur sur composan

tes principales (cf § 2) obtenu en ne gardant que les composantes prin

cipales associées à I'1 du tableau X^ .Si I' correspond aux composan

tes principales associées aux plus fortes valeurs propres, et M1 est la 
métrique unité (M =6), on obtient l'estimateur proposé par Marquardt 
(cf [30]). X1 H 

S i E
M désigne l'erreur quadratique moyenne associée à g

 l l'on dé
duit de (41) et (44) que : 
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Eo - E M = Z{(a
2/A. - (Y1)2) |± e 1^} (48) 

gM sera donc meilleur que go au sens de E, si cette quantité est posi

tive ; une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est d'éliminer 
2 i 2 2 

toutes les composantes telles que T. = A. (y ) /a soit plus petit que 1. 
2 ^ 2 1 1 2 2 9 

Notons que s i l ' on est ime T i par t ± = X±(go ) / s , t . n'est rien d'au
tre que le carré du t de Student associé à yi quand on teste l'hypothèse Y1 = 0 , T . 2 

étant l e paramètre de décentrement a s s o c i é à t . . 
D'un point de vue prat ique, après avoir él iminé l e s composantes prin

c i p a l e s a s s o c i é e s aux plus f a i b l e s va leurs propres (cf § 2) , on ne g a r 
dera parmi l e s composantes r e s tan te s que l e s composantes l i é e s à y J i . e . 
ayant des t . assez é l e v é e s , ce qui r e v i e n t à t e s t e r l 'hypothèse que y 1 

2 
= 0 , ou l 'hypothèse moins for te que T ± n ' e s t pas trop é l e v é , par exem
ple q u ' i l e s t plus p e t i t que 1. Les c o e f f i c i e n t s k. nuls ou i n f i n i s é -
tant a lors a l é a t o i r e s , l e s formules (44) e t (48) ne sont p lus v a l a b l e s . 
Remarques : 
1) L'estimateur bM de 3 a s s o c i é à gM , qui e s t l ' e s t i m a t e u r que l ' o n 
considère en prat ique , s i l ' on veut raisonner sur l e s v a r i a b l e s i n i t i a 
l e s s ' é c r i t s i U = (Ux , U"2) désigne la p a r t i t i o n de U a s s o c i é e S I ' e t 
1'^ , V1 correspondant aux vecteurs propres gardés , e t U, a u x v e c t e u r s 
propres é l iminés : 

bll = b o ' • C"""'! U l T , _ 1 ) l î = K1 ~ ^ 1 » <T'U- U 2 T ' _ 1 ) l î 
2) Supposons que I ^ = ]r ] ; Marquardt a également proposé l 'estimateur 
obtenu en posant : k . = 0 s i i £ I ^ ; k r + 1 = kA r + 1 ; k± = «, s i ie lj-ùr+l}; 
cet estimateur peut être appelé l'estimateur fractionnaire de Marquardt. Le coe f 
f i c i e n t k, ou ce qui e s t équivalent l e c o e f f i c i e n t d ^ = 1 / (1 + k) min i 
misant E e s t t e l que d r + 1 = [ ( l A r + 1 ) 2 + i ] _ 1 ( i l s u f f i t pour obtenir cet 
te valeur de considérer qu'on raccourc i t un vecteur à une dimension qr+1, 

e t d'appliquer la formule donnée au § 4.5 oour le oaramètre de raccour
cissement co) . 

On peut est imer c e t t e valeur de d r + 1 par [ ( l / t r + 1 ) 2 + 1 ] _ 1 e x p r e s 
s ion obtenue en remplaçant a par s e t y r + 1 pair g^+1 dans T 2 

r+1 2 2 r+1 
*r+l *go ) /o f et l e cas échéant r é i t é r e r la procédure d ' e s t i m a t i o n de 
d r+ l ' P r o c é d u r e <ïui converge vers 0 ( k r + 1 i n f i n i ) s i t 2 e s t p lus pet i t 
que 4, e t vers 1/2+ (1/4 - ( l / t r + 1 ) 2 ) 1 / 2 ' s i t 2

+ 1 e s t p lus grand ou égal à" 

3) Au l i e u de considérer l e s composantes p r i n c i p a l e s a s s o c i é e s au tableau 
X des var iables e x p l i c a t i v e s , Webster, Gunst e t Mason (cf [ 3 5 ] ) c o n s i 
dèrent l e s composantes p r i n c i p a l e s du tableau X_J de t o u t e s l e s v a r i a -

j i 
blés, ce qui revient s i R e s t muni de sa métrique canonique à diagonaliser 
V, dont la décomposition canonique s ' é c r i t : 

V = W D W* 
où D désigne la matrice diagonale des valeurs propres \i. de V, et 

W = {W7|iel} la matrice des vecteurs propres correspondants. 

Adoptant comme base de R la base formée par les W1. , et désignant 
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par a 1 la coordonnée de la combinaison linéaire <? sur W . ( H i i p + 1 ) , 

° n a : J *1 V J . 1 v J =1 w 1 v J 
y -b 0 Xz =<f 0 X j = a o ^j o X I 

D'où l'on déduit 

- a 1 . * * * 1 y J + a T
0 W*1

 0 X ^ 

a1
 0 wf

1 = 1 
b"1 = -a^wj1 (49) 

- J| S'il existe une valeur propre nulle, U p + 1 P
a r exemple, les {X.jjie^} 

étant supposés linéairement indépendants , y est dans le sous espace 

engendré par ces vecteurs ; le coefficient W^ + 1 est alors différent de 

zéro, et la solution de la régression est : <p0 = d/wj^') W ^ , soit 

Si toutes les valeurs propres u. sont différentes de 0,1a somme des 

moindres carrés II yJ - b 1 o X ^ Il 2 = II*1!!* = S(ui (a
1) 2 | i e 1} sera minimum 

sous la contrainte E{ a 1 W? | ie 1} = 1 

ai = (Vifl/vii}/ £{(Wèfl) 7 ̂ il i € l } (50) 

Si on élimine les composantes i associées simultanément à une valeur propre 

U. petite, et à un coefficient W? + petit, i.e. les composantes tradui-

sant 'Les relations entre les {X± |ie 1 ^ , mais pas entré y et les 

{X.J |ie I }, on obtient en désignant par I' le sous ensemble de I asso-
1 II 

cié aux composantes gardées un estimateur b donné par les formules (49) 
et (50) où I est remplacé par I ' . 
4) L'estimateur de Marquardt et l'estimateur étudié dans la remarque pré
cédente peuvent être considérés comme des estimateurs sous contrainte 

d'égalité puisqu'ils reviennent à projeter y sur un sous espace de l'es

pace engendré par les {X. |i e I, } . 
11 I 1 

Pour le premier estimateur, on impose la contrainte 3 o (T'U' ) T 

T 1 
= O, tandis que pour le second,on a, en posant I" = I - I ' , W9 = {W. |iel"} = 
T T II I I " -£ l 

W^, , *>X = (- 3 \ D : </ o ( W ^ ) ^ = O. 
4.8 RzgsizAAton AOUA conth.atntz6 zt h.zgKZ6&ton btalézz 

Tous les estimateurs biaises rencontrés dans ce § 4 : estimateur bor
né généralisé et estimateurs dérivés, peuvent être considérés comme des 
estimateurs sous contraintes, avec une différence importante néanmoins : 
quand on obtient ces estimateurs en imposant des contraintes, les para
mètres k. sont aléatoires, alors qu'a priori, pour 1'estimateur borné gé
néralisé, et les estimateurs dérivés, les k. sont connus. Ainsi l'esti
mateur borné généralisé peut être obtenu en imposant à chaque composan
te y 1 = b 1 o (T1 U')i de y 1 d'être comprise entre deux valeurs l, et 

Il 11 
L. :fixées. Si g désigne l'estimateur sous contraintes associé, on a, 
1 II* 

puisque ces contraintes (vu l'orthogonalité du modèle associé à y 1 sont 

indépendantes.: g^ = l± si g* < l± ; g^ = g^ (ki = O) si l±< g^ < L i ; 

g1, = L. si g^ > L. ; notons qu'ici la valeur de ki qui se déduit de 

l'équation (A./(A. + k. )) g^ = g^ peut être négative si i. et L ± sont de 
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même signe, contrairement à ce qui se passe pour l'estimateur borné géné
ralisé. 

On a également vu que l'estimateur borné était obtenu en imposant 
la contrainte que la norme du vecteur de régression (pour la métrique 
M ) , ne soit pas trop élevée, et que comme cas particulier, on obtenait 

pour M = V l'estimateur raccourci. De même, si l'on ne raccourcit 
11 11 II (d'une façon égale) qu'une partie I" des composantes de g , (cf §4.5, 

1 II. o 

remarque 3), cela revient à borner la norme de g pour la métrique D" 
I " 1 II 

induite par D. sur R , ce qui revient à borner la norme de b p o u r 
une certaine pseudo-métrique (cf [11]). L'estimateur fractionnaire de 
Marquardt enfin (cf § 4.7,remarque 2) peut être obtenu en projetant y sur 
le sous espace vectoriel correspondant aux composantes principales gar
dées (y compris la composante raccourcie) et en imposant à la valeur de 
la composante raccourcie d'être bornée en valeur absolue. 

Signalons que si l'on projette (R étant muni de la métrique V_ _ ) 
Il II 11 

b sur un convexe fermé C contenant 6 (i.e. si on impose la contrain-
II 

te, b e C) , il découle immédiatement des propriétés de la projection 

sur un convexe que l'estimateur b + correspondant a une erreur quadrati

que moyenne (mesurée avec la métrique M n = v
1 1 / auquel cas D, = ô)plus 

petite que celle associée à b o . D e même, si l'on impose des contraintes 

d'égalité, comme c'est le cas pour l'estimateur de Marquardt, ou l'esti

mateur de Webster, Gunst et Mason, même si 0 ne satisfait pas ces con

traintes, on peut obtenir un estimateur b, meilleur au sens de l'erreur 
II quadratique moyenne que b . Une condition suffisante pour qu'il en soit 
° Il 

ainsi, et ce quelle que soit la métrique M11 de R , est que le paramè-
Ii 

tre de décentrement associé au test de l'hypothèse que 3 vérifie les 
contraintes d'égalité, soit plus petit que 1 (cf [4] et [32]). 
4. 9 ConQ.lu.6lon 

Que penser des différents estimateurs biaises présentés d a n s ce 
§ 4 : 

D'un point de vue pratique, l'estimateur raccourci, bien qu'ayant 
donné lieu à de très nombreux travaux, nous semble d'un intérêt restreint, 
puisqu'en fait, il ne modifie pas les rapports entre les différentes com-II II 
posantes de l'estimateur classique b de 6 , alors que ces rapports 

peuvent ne pas avoir de sens si les variables explicatives sont très cor-
rélées, et que l'on a des coefficients de régression peu stables car 
très sensibles aux fluctuations d'échantillonnage. L'estimateur borné gé
néralisé séduisant dans son principe a le désavantage d'introduire p va
leurs k^ à estimer. Finalement ce sont l'estimateur borné et l'estima
teur de Marquardt qui d'un point de vue pratique semblent les plus i n 
téressants et les plus utilisés. Ces deux estimateurs protègent bien la 
régression, comme on l'a déjà dit plus haut (cf § 2) dans le cas ou l'on 
a des variables explicatives très corrélées. Notons que l'estimateur bor
né est d'autant plus intéressant à utiliser que l'on a une connaissance 
a priori de la régression. Par exemple, si pour avoir un sens, les coef
ficients de régression doivent être compris entre deux limites, il peut 
être plus intéressant d'utiliser l'estimateur borné, plutôt que d'impo
ser les contraintes précédentes ; c'est en particulier le cas (cf[l]) si 
l'estimateur des moindres carrés ne vérifie pas ces contraintes et s'il e-
xiste une valeur positive de k (on choisira a priori la plus petite 1 
telle que l'estimateur borné vérifie ces contraintes. On évite ainsi 
d'avoir plusieurs coefficients de régression atteignant leur valeur li
mite, ce qui dans certains cas peut être difficile à interpréter. 

http://ConQ.lu.6lon
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En ce qui concerne l'estimateur de Marquardt, nous préférons l'uti
liser, plutôt que l'estimateur de Webster, Gunst et Mason, ce dernier 
revenant à faire l'analyse factorielle du tableau de toutes les varia
bles, alors que le premier revient à faire l'analyse factorielle du ta
bleau des variables explicatives (i.e. étudier la structure des varia
bles explicatives) et à projeter y en supplémentaire sur les axes fac-
toriels, ce qui permet de visualiser la liaison de y avec ces variables. 

Si l'on n'est pas dans le cadre d'un modèle, et si l'on a un échan
tillon d'effectif assez élevé (CardJ > 100), on a souvent intérêt, plu
tôt que d'utiliser la régression classique et les techniques de régres
sion développées dans ce § 4, à faire la régression par l'analyse des cor
respondances et la régression par boule, qui sont étudiées au § suivant. 

Remarque : 

De nombreuses simulations ont été effectuées pour étudier les esti

mateurs biaises de 3 . Nous nous contenterons de renvoyer le lecteur à 

[16] où 57 estimateurs de 6 1 sont comparés, et à [18 bis] où l'on trou
ve dans la bibliographie un certain nombre d'articles relatifs à ces si
mulations. 


