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CLASSIFICATION AUTOMATIQUE 

D'APRÈS LA DISTANCE ENTRE ORBITES : 

APPLICATION A LA PHYSIQUE CORPUSCULAIRE 

[DIST. ORB. PHYS. COR.] 

par P. Lutz et D. Maïti (1) 

La présente note, destinée à des lecteurs non spécialistes de phy
sique, donne d'abord les principes géométriques (§ 1) des algorithmes de 
classification (§ 2) ; puis esquisse un cas de données physiques (§ 3) . 
Tout au long de la note, intervient la recherche du déplacement minimi
sant la distance entre deux ensembles de points homologues. Ce dernier 
problème (cf supra dans ce cahier) a été en fait suggéré par des études 
de physique : d'abord celles de G. Flamembaum sur les conformations de 
molécules , puis celles présentées ici relatives aux réactions 
de physique corpusculaire à haute énergie ; mais dans l'exposé qui suit, 
nous supposons que le lecteur a présent à l'esprit, l'essentiel du pro
blème. 

7 V<L6£ancz Q.ntKd an.bA.tz : Nous présentons sommairement ici des notions 
bien connues de géométrie. 

7.7 VQ.jÀ.nÂ.t'Lon cfe-& QJibi.te.6 : En mécanique, on appelle orbite l'ensem
ble des positions successivement occupées par un point mobile ; ou enco
re l'ensemble des positions qu'est susceptible d'occuper un point d'un 
corps solide assujetti dans son déplacement, à certaines liaisons etc . 
Ici on donne â orbite le sens suivant. Soit F un espace métrique (i.e . 
espace entre les points duquel est définie une distance Dis satisfaisant 
à l'inégalité du triangle) ; G un groupe d'isométries de F ; i.e. un sous-
groupe du groupe- de toutes les applications biunivoques de E dans E/sa
tisfaisant à la condition de respecter la distance : 

V g e G , V M , M'eF : Dis (gM, gM') = Did(M, M') ; 

on appelle orbite d'un point M de F par les transformations du groupe G, 
l'ensemble de tous les transformés de M par une isométrie g de G ; ce çpe 
l'on note : 

Orb(M) = GM = {gM jge G} 

On remarque que tout point M' = gM, transformé, de M par une isomé
trie g G, a même orbite que M : en fait les orbites ne sont autres que 
les classes d'équivalences de la relation • 

M«M' <* -3 ge G : gM = M' 

or s i gM = M', on a auss i g" M' = M e t l a transformation g in v erse de 
g e s t dans G, puisque G e s t un groupe. Dans la figure., on a r e p r é s e n t é 
l e s orb i t e s comme des courbes ou f i l t r e s ; l 'ensemble de c e s orbites est 

(1) Laboratoire de physique corpusculaire3 Collège de France. Thèse de 
P. Lutz : Contribution à la mesure automatique des clichés de cham
bre à bulles et à l 'analyse multidimensionnelle des interactions 
#7? à 24,<3 £eV. 
^hèse de D. Maîti : Contribution de l'analyse factorielle et de La 
classification automatique à l'étude de la réaction K~p^K1p T\+I\~ à 14 >Z GeV. 

http://an.bA.tz
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appelé l ' ensemble q u o t i e n t F/G de l ' e s p a c e F par l e s opérat ions du grou
pe G. S i l ' o n f a i t a b s t r a c t i o n des s i n g u l a r i t é s , on imaginera que F e s t 

\ \1*\ 

Figure : Orbites et distances entre orbites : on considère particulière
ment les trois orbites GM2 , GM2 , GM3 : pour illustrer la démons
tration de l'inégalité du triangle (cf § 1.3) ; et l'orbite moyen
ne GC entre GMj et GM2 (cf § 2.2). 

un espace de dimension d , G un groupe dont les performances dépendent 
des paramètres ; une orbite ou filtre sera en général une variété de di
mension r (mais il peut y avoir des points fixes ! ) ; et 1 ' ensemble quo
tient est de dimension d-r : on peut le représenter (au moins locale
ment) comme une sous-variété de F transverse aux orbites. 

1.2 Exemple de. nuage.4 de. po<Ln£* homologuée : Le problème et l'article 
qui précèdent, fournissent l'exemple d'orbites que nous avons en vue • 
Notons donc comme dans le problème E un espace euclidien (dim E = n) ; I 
un ensemble fini (Card I = m) ; {m. | i e 1} un système fini de nombres po
sitifs (masses) indicé par i e I. L'ensemble des systèmes M(I) = {M^iel} 
de points de E, indicés par ie I, peut être considéré comme un espace 

F = E de dimension d = mxn (chaque système M(I) est caractérisé par les 
m n coordonnées de ses m points : n coord. par point). Entre deux sys
tèmes M(I) et N(I) est définie une distance Dis suivant la formule (du 
problème) où interviennent les masses m. : 

Dis(M(I)# N(I)) - S{mi|ilM
i -Ni|l2|i€l} ; 

Cette formule fait de F un espace métrique, plus précisément un espace 
euclidien (on voit en effet que Dis est une somme pondérée par les m 

des différences aux carrés des coordonnées. Les points M , N ; i.e 
coordonnées de M(I) et N(I) considérés comme éléments de F). 

i 
des 

Soit maintenant G le groupe des isométries de l'espace euclidien E 
(espace ambiant aux systèmes de points M(I) , N(I)) ; (éventuellement on 
prendra seulement pour G un sous-groupe du groupe des isométries de E : 
e.g. les isométries directes ; les rotations autour d'un axe ; etc ; cf 
infra § 3) ; un élément g ^G définit aussi une isométrie (notée égale
ment g) de l'espace F des systèmes de points ; il suffit de poser : 

gM(I) = {gM1 | i e 1} ; 

on a b ien une i s o m é t r i e car : 
/ 

V g e G : D i s (M(I ) , N (I)) = Dis (gM(I) , gN(I)) ; 

ZdnjM1 - N1)!2 | i e 1} = «mJlgM1 i € I } . 
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1.3 Ve\jlnltlon de la. distance en£n.z oiblte.* : Dans le problème,on cher
che à déplacer le nuage N(I) en sorte qu'il s'écarte le moins possible 
du nuage M(i). Dans le langage de la présente note nous dirons qu'on cher
che sur l'orbite GN(I) (ensemble des nuages qu'on peut obtenir en dépla
çant N(I) par g € G) un élément gN(I) (dans l'article de Ph. Bourgeois,il 
est noté aN(I)) réalisant le minimum de la distance à M(I) . En général 
ce minimum sera appelé la distance orbitale Dor entre deux points Met N 
de E ; celle-ci est définie par la formule : 

Dor(M,N) - inf{Dis(M,gN) jgeGi 

Il est clair que la distance Dor(M,N) dépend seulement des orbites 
GM et GN, non des éléments particuliers M et N considérés sur ces orbi
tes : Dor{M,N) est le minimum de la distance Dis entre GM et GN, i.e.en
tre un point M* = g'Me GM, et un point N" = g"N £ GN. Ainsi Dor est défi
ni sur l'espace quotient F/G. Est-ce une distance? Rappelons les axio
mes d'une distance : 

symétrie : V M,N : Dor(M,N) = Dor(N,M) : cette propriété est éviden
te sur la définition 

positivité : V M,N : Dor(M,N) 2>0 ; 

Dôr(M,N) = 0 <* GM = GN. 

il est clair que Dor est positif ou nul comme Dis ; en revanche la con
dition : "si la distance Dor entre deux orbites est nulle celles-ci co
ïncident" n'est pas nécessairement satisfaite ; il se peut que deux or
bites approchent arbitrairement près l'une de l'autre (inf - 0) sans pour 
autant avoir de point en commun (ce qui entraînerait leur identité^ Tou
tefois dans le cas que nous avons en vue (cf §3) il est facile de voir 
que si N et M ne sont pas sur une même orbite, Dor(M,N) ^ 0. 

inégalité du triangle : 

V Mx , M2 , M3 : Dor(M1 , M3) £ Dor(Mj , M2) + Dor (M2 , M3) . 

On démontrera cette inégalité d'après la figure. Pour simplifier , 
supposons que le minimum de la distance entre M. et GM« est précisément 

réalisé entre Mj et M2 ; et de même que le minimum de la distance entre 

M« et M3 est réalisé entre M, et M- : 

DortMj , M2) = Dis(M1 , M2) ; Dor (M2 , M3> = Dis (M2 , M3) ; 

puisque la distance Dis (donnée sur F) satisfait à l'inégalité du tri -
angle on a : 

Dis(M1 , M3) £ Dis(Mx , M2) +Dis(M2,M3) ̂ DortMj , M^) +Dor(M2 , M^ ; 

or la distance Dor (M , MJ, minimum de la distance entre M., et un point 

de GM3 (minimum réalisé sur la figure par Dis (M. /M') est nécessaire

ment inférieur ou égal à Dis (M2 , M3) , d'où l'inégalité du triangle. 

Dor(M1 , M3) s Dis(M1 , M3) <> Dor (Mx , M2) + Dor (M2 , M3) . 

2 kqKtqatlon suivant la distance. QKbA.ta.le. : On se propose de soumettre 
à la classification automatique, un ensemble fini En^cf, en se fondant 
non sur la distance primaire Dis, mais sur la distance Dor : ce qui re
vient encore à appliquer la classification à l'ensemble d'orbites 
GEns= {GM|Me Ens} c F/G. Pratiquement toutefois les calculs se font non 
dans le cadre de l'espace quotient F/G, mais dans F lui-même, en modi
fiant s'il est nécessaire les algorithmes usuels. 

http://QKbA.ta.le
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2. 7 Vlve/télté de& algoJL^tkme.6 d'agrégation : Nous considérerons seule
ment deux algorithmes : la classification ascendante hiérarchique (CAH), 
et l'agrégation autour des centres variables (E. Diday : Nuées dynami
ques) . 

On sait qu'en CAH, on agrège d'abord les deux éléments M,M' de Ens 
les plus proches ; et l'on poursuit en agrégeant entre eux deux à deux 
soit les éléments restants soit les classes déjà constituées ; l'algo
rithme pouvant être appliqué avec de nombreux critères d'agrégation en
tre classes. Certains de ces critères : agrégation suivant le saut mi
nimum, agrégation suivant le diamètre, agrégation suivant la distance 
moyenne, font seulement usage des distances données initialement entre 
éléments M,N,.. de Ens : il importe peu que ces distances aient été cal
culées suivant la formule de Dis(M,N) ou celle de Dor(M,N);les proprié
tés de la formule n'interviennent pas dans les calculs ultérieurs. 

Mais la procédure d'agrégation suivant la variance est conçue dans 
le cadre d'un espace euclidien : en bref le critère d'agrégation entre 
deux classes a et b (on peut dire pour faire image : le coût de l'impré
cision commise en confondant ces deux classes) est donnée par la formu
le : 

Dcrit(a,b) = (ni m, / (m + m.)) Il a b H 2 
a D a D 

(où m , m sont les masses des classes a et b, sommes des masses des in-
2 

dividus de ces classes ; et lia b" est le carré de la distance euclidien
ne entre les centres de gravité des classes) ; et Dcr£t(a,b) s'interprè
te comme l'inertie d'un système de deux points ayant pour masses respec
tives m et m, et séparés par la distance Ha bll des centres de gravités. 
Certes, l'algorithme général de CAH (cf TII B n° 4 ; spécialement le § 
2.5.3) ne calcule pas les coordonnées des centres de gravité des clas
ses ; il ne considère même pas les coordonnées des individus à agréger; 
mais calcule Dcrit(a,b) de proche en proche, à partir des distances en
tre individus (éléments de Ens) qui sont les seules données géométriques 
du programme. Toutefois appliquer le programme de CAH avec agrégation 
suivant la variance ne se conçoit que si la notion de centre de gravité 
conserve un sens dans le cadre géométrique où sont les individus de l'en
semble Ens. Ici, agréger suivant la variance avec la distance Dor, re
quiert qu'on ait défini au moyen l'orbite moyenne entre deux orbites (§ 
2.2) . 

Dans l'algorithme d'agrégation autour des centres variables,on part 

d'un ensemble fini de centres c.0 ,..., c° situés dans l'espace ambiant 

F ; et on affecte chaque individu de Ens à celui de ses centres dont il 

' I ' " " Cp 
comme centres de gravités des classes constituées autour des centres i-

nitiaux ; on affecte alors les individus aux centres c et ainsi de sui
te jusqu'à convergence : ici encore intervient la notion de centre de 
gravité. 

2.2 Qn.bA.te. moye.nne e.nt*ie. deux orbite.* : Supposons (cf § 1.2) que F est 
un espace euclidien, et G un groupe d'isométries de F. Soit M. , M„ deux 

points de F affectés respectivement des masses m , m_. Il est naturel de 

définir un point moyen C par la formule usuelle : 

C = (mx M1 + m2gM2)/(m1 + m2) 

où l'isométrie g a été choisie dans le groupe G pour rendre minima la dis

tance entre M et gM2(i.e. Dis (M , gM«) = Dor (M1 , M2) : la distance or

bitale est réalisée entre M et gM2) . Et l'on dira que GC est l'orbite 

http://Qn.bA.te
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moyenne entre les orbites GM et GM2 (affectées des masses m et nu) . 

Cette définition est satisfaisante à condition que pour M., et M„ donnés, 

le point gM2 réalisant le minimum de la distance entre M et l'orbiteGWL 

soit unique : alors on voit aisément que l'orbite GC est bien définie et 

ne dépend que des seules orbites GM. et GM2 (et non des points particu

liers M et M2 pris sur celles-ci ; cf figure). 

Il ne semble pas possible de définir univoquement un centre de gra
vité pour plus de deux points : car (cf § 1.3, inégalité du triangle; et 
figure) il n'est pas en général possible étant données trois orbites de 
trouver sur celles-ci des points M , M, , M3 tels que les trois distan
ces Dis entre ces points réalisent simultanément les distances minima en
tre orbites (distances Dor). Mais si le système des points dont on cherche le centre 
de gravité est donné avec un ordre (numérotage) on pourra suivre cet or
dre pour calculer de proche en proche un centre : en prenant d'abord la 
moyenne M 2 entre les points M et M2 , puis la moyenne M l 2^ entre les 

points M 2 et M3 ; etc. 

2.3 Claà&lilccLtlovi aécendante. utilisant l'orbite moyenne : L ' a l g o r i t h 
me de CAH, avec a g r é g a t i o n s u i v a n t l a v a r i a n c e , s e r a modi f i é comme su i t . 

1) Chaque f o i s q u ' e s t c r éée une c l a s s e q on l u i a s s o c i e un c e n t r e 
(point de F noté a) dont l e s coordonnées son t e x p l i c i t e m e n t c a l c u l é e s . 

2) Le c r i t è r e d ' agréga t ion en t r e c l a s s e s e s t l e c r i t è r e , avec l a d i s t a n c e Dor 
e n t r e l e s c e n t r e s : 

D c r i t ( a , b ) = (ma m b / (m& + mfa)) ( D o r ( a , b ) ) 2 

3) Quand on agrège deux classes a et b réalisant le minimum de Dcrit 
(à l'étape donnée du programme) le centre de la nouvelle classe aub est 
calculé comme moyenne des centres a et b comme on l'a expliqué au §2.2. 
De façon précise si on note g(b;a) l'isométrie (supposée unique) tel que 
la distance Dor(a,b) soit réalisée comme distance Dis entre a et g(b;a)b 
on a : 

a u b = (m= a + m, g(b;a)b)/(m + m.) a D a D 

(dans cette formule, a u b , a, b désignant les centres des classes ; m 

m, leurs masses) ; en particulier si a et b sont des systèmes de points 

M(I) et N(I) (cf § 1.2), g(b;a) n'est autre que l'isométrie a détermi
née explicitement par Ph. Bourgeois (isométrie qui est unique si le rang 
de S(M,N) est égal à la dimension de E : cf ; Bourgeois § 7.c) 

Remarque : La connaissance des isométries gn - g(B(n);A(n)) associées à 
chaque noeud n de la classification hiérarchique (où on a noté A(n) et 
B(n) les deux descendants dits aîné et benjamin, par réunion desquels 
est formé le noeud n = A(n) uB(n)) permet de réaliser comme suit un applatis-
sement de l'ensemble Ens des éléments à classer. Par applatissement,nous 
entendons que chaque élément e e Ens aura été soumis à une isométrie g(e) 
e G de telle sorte que si l'on procède à la classification sur l'ensem
ble des g(e)e, il ne se rencontrera jamais en aucun noeud de rotation gn 
autre que l'identité. Soit donc à un événement e placé comme indiqué ci-
dessous la classification arborescente construite : 

http://lDIST.OBB.PHYS.COF
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£716 ~ 71Q 

on posera g(e) = gn.xgn^xgn.. 

D'une façon générale si la suite des pré
décesseurs de e est : 

nQ * • • • t ^ r ' • • f n_ , n ^ — e 
on aura : A M Mi,!.», 

/ v* g(e) = gn^ x x an. r 

où h = 1 si n. . _ =B(n. ) et zéro si n+1 n 
*/*Z>«*3 n

h + l = A< nh J 

Bfiu)» 714 i . e . on tourne seulement s i n. . e s t l e ben-
/ \ jamin de n^ ; sinon on a un terme gnK = iden-.*, , J3J.11WJI Wl i a U l l I.CJ.1HC ^ " L . 

tité. 

2.4 Agrégation de* variable.* autour de centre.* variable* : L'algorith
me de E. Diday tel qu'on l'a esquissé au § 2.1, requiert non seulement 
comme CAH des calculs de moyenne entre deux points (§2.3) mais des cal
culs de centre de classes d'effectif quelconque. On peut (cf § 2.2) ra
mener les calculs de centres à des calculs de moyenne effectués de pro
che en prTiehe'": on peut encore modifier l'algorithme comme suit: les cen
tres sont modifiés non seulement à chaque itération après avoir affec
té tous les individus à classer, mais continuent au fur et à mesure de 
chaque affectation. Partant d'une suite de centres C., , . . ., C , on lit 

la suite des individus e à classer dans l'ordre où ceux-ci sont gardés 
en mémoire ; chaque individu e est affecté au centre dont il est le plus 
proche, ce centre c étant déplacé vers une nouvelle position qui est la 
moyenne entre l'ancienne position(muni de la masse totale de tous les in
dividus qui lui ont déjà été attachés) et le nouvel individu e (affecté 
de sa masse propre). 

3 Application à l'étude, de.* réaction* entre corpuscule* à haute énergie. 

Après avoir rappelé le cadre physique et les notations qui lui sont 
propres (§ 3.0), on construit l'espace métrique F (§ 3.1 ; cf § 1.1); et 
propose divers choix d'un groupe G d'isométrie (§ 3.2) ; ce qui permet 
l'application d'algorithmes de classification (§ 3.3 : cf § 2) . 

3.0 Le. cadre. pkif*lQue. : L'objet élémentaire de l'étude est 1' événement. 
En bref un événement à haute énergie est schématisé comme suit : l'inte
raction (on peut dire le choc pour faire image) de deux corpuscules in
cidents a et b, produit un ensemble I de corpuscules émergents . Par 
exemple (cf P. Lutz Thèse, & D. Malti Thèse) dans la réaction notée : 

K p -+• K p TT ïï 

les deux corpuscules incidents sont un méson K~ négatif, et un proton p; 
et la gerbe émergente comprend quatre corpuscules. Le statisticien trou
vera dans les Cahiers une introduction à l'étude dë~"ces réactions ( cf 
[Phys.Cor.] : Vol II n° 3, pp 313-332 ; Vol n) 4, pp 451-466 ; Vol I n°l 
pp 79-94). On rappellera seulement ici qu'à chaque corpuscule est asso
ciée une trajectoire rectiligne dans l'espace quadridimensionnel E (es
pace rapporté aux quatre coordonnées et, x, y, z : où c est la vitesse 
de la lumière) ; et un vecteur, porté par cette trajectoire, le quadrimo-
ment (dont les quatre composantes sont En/c , p , p , p ; où En = éner
gie) . Dans les réactions entre corpuscules, il y a conservation du qua-
drimoment total, au sens suivant : la somme vectorielle des quadrimoments 
des corpuscules émergents i est égale à la somme des quadrimoments des 
corpuscules incidents a et b : 

tôt a , b ... i . 
P = P + P = E { p | i e I } . 
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L'espace quadridimensionnel est muni d'une forme quadratique de si
gnature mixte (+ ) , la métrique de Minkowski. 

Il{ct,x,y,z}l2 = c2t2- x2 - y2 - z2 ; 

l l { E n / c ; P x , P y , p z } l l 2 = E n 2 / c 2 - p x
2 - p y

2 - p z
2 ; 

H II 2 

un quadrivecteur v est dit de type temps si Bvll > 0 ; de type espace si 
» « 2 

llvB < 0 ; la séparation étant faite par le cône des vecteurs de carré de 

norme nulle ou cône de lumière. Le quadrimoment p d'un corpuscule i est 

un vecteur de type temps, dont la norme est eu1, où y1 désigne la masse 
n i H 2 2 i 2 i 

du corpuscule i : Il p P = c (y ) : donc l'ensemble des quadrimoments p 
possibles pour un corpuscule i de masse y1 est une hypersurface Hx de 
l'espace quadridimensionnel E, ayant pour équation : H1 = {p|pe E ; Hpll

2 = c2(yi)2; En > 0} ; 

H est un hyperboloïde ayant le cône de lumière pour asymptote ; plus 

exactement, H est une nappe d'hyperboloïde (à cause de la condition 

En ~ énergie positive) : on dira en bref que H est la nappe de masse 
du corpuscule i. 

3.1 L*e*pace F de.* événement* : Dans la présente étude, chaque événement 
est considéré comme un point, dans un espace multidimensionnel F. Comme 
au § 2, on veut étudier un ensemble Ens de ces points. Jusqu'à présent 
les études statistiques multidimensionnel les concernent un ensemble d'é
vénements relevant tous de la même réaction, et pour lesquels , de plus, 
'"les quadrimoments p et p des corpuscules incidents sont fixés (avec 

a o 
une certaine précision) par les conditions d'expérience : donc l'ensem
ble I est fixé , ainsi que p ° = pa + p = Z{p1}^Pour une étude multi-
dimensionnelle où le nombre Card I de corpuscules émergents varie avec 
les événements, cf D. Maïti : Statistique des holographes des réactions 
entre protons à très haute énergie ; à paraître) . Un événement est donc 

complètement décrit par le système {p |ie 1} des quadrimoments des par
ticules émergentes ; on note : 

p(I) =̂ C p1!! e 1} e M H ^ i e 1} = H1 c E1 ; 

un événement est un point p(I) du produit H des nappes de masse ; et H 

est inclus dans E , produit de Card I = n exemplaires de 1 ' espace quadri
dimensionnel E. 

La distance entre deux événements p(I) et p'(I) est définie par : 

Hpfl) -p' (I)U2= zC-llp1-?'1!!2 ie 1} = Dis2(p(I) ,p' (i)) . 

dans cette formule B p1 - p' ̂'H désigne la forme quadratique de Minkowski 
définie ci-dessus, i.e. : 

llp^p'V = «En1 - E'nVc) 2- (P^.-P'^)2- (Py1 -P^ 2- (P1-?'1)2' 

on peut montrer que, parce que p1 et p*1 sont des quadrivecteur s de mê

me norme cy1, appartenant à la nappe H1 (En > 0), llp1-?'1!! est négatif ; 

c'est pourquoi on a introduit un signe - dans la définition de 
2 

llp(I) - p'CDB , qui est ainsi une quantité strictement positive , ne 

s'annulant que si p(I) = p'(I). 
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Comme espace F, on considère le produit H des nappes, muni de la 
métrique définie ci-dessus. Toutefois une difficulté se présente alors 
pour le calcul de la moyenne entre deux événements (points de F) . Soit 
p' (I) et p" (I) deux événements munis des masses respectives m* et m" (mas
ses au sens des pondérations statistiques ; non des masses physiques y 
des corpuscules) l'événement moyen est p(I) : 

p(I) = (m* p1 (I)+mn p"(I))/(m+m") ; Vi: pi = (m'p^ + m" p,,:L)/(m' -Hn"); 

or p(I) n'appartient pas à H : le quadrimoment p1 calculé comme moyenne 

pondérée de p*1 et p"1 (dont la norme est cy1) a une norme supérieure à 

cy . On peut songer à corriger cet effet en remplaçant chacun des p cal

culés comme moyenne par un quadrivecteur de norme cy qui lui est pro

portionnel ; mais alors p n'aurait pas même valeur pour p(I)que pour 

p' (I) et p" (I) . En fait dans la pratique des algorithmes de classifica

tion (cf § 3.3) on a trouvé que cette irrégularité (p(I) / H ) n' était 

pas gênante : les p(I) qu'on est amené à calculer comme moyennes s'écar

tent peu de H ; et les carrés de distances entre ces p(I) sont positifs. 

Mais il importe de signaler qu'on se place non dans F = H (produit des nappes) mais 

dans E (produit de n exemplaires de l'espace quadridimensionnel); ou au 

moins dans C (produit de n exemplaires du cône positif des vecteurs de 
type temps. 

3.2 Groupe. G de* l*ométrle* e.t distance orbitale : Au § 1.2 , on part 
d'un groupe G d'isométries agissant sur l'espace euclidien E et on dé
finit l'action de G sur les systèmes finis M(I). Ici, E est un espace 
quadridimensionnel muni de la métrique de Minkowski, dont la signature 
est mixte : l'analyse du groupe des isométries est le groupe de Lorentz 
GL, groupe des transformations linéaires respectant la métrique de Min
kowski (puis précisément on doit se restreindre au groupe dit orthochrome 
des transformations conservant l'orientation du temps). Le groupe G choisi devra être 
un sous-groupe de GL. Divers choix sont proposés ci-dessous. 

3.2.1 Le groupe, de Lore.ntz ortkockrome GL : L'orbite GL p(l) d'un événe
ment p(I) est définie par : 

GL p(I) = {gp(I) | g € GL} ; avec : 

p(I)={p1Jiel} ; gp(I) = {gp^iel} . 

parce que GL conserve la norme minkowskienne on a Hgp II = llp II , donc si 

p(I) c H (produit des nappes, il en est de même de gp(I) : pour trouver 
la distance orbitale Dor entre deux événements p(I), p1(I) : 

Dor(p(I), p' (I)) = inf{Dis(p(I) , gp' (I)) |geGL}, 

on doit appliquer la méthode de Bourgeois, dans le cas d'une forme qua
dratique de signature quelconque : cela est possible ; mais n'a pas été 
appliqué effectivement jusqu'ici. 

3.2.2 Le groupe euclidien trldlme.n*lonnel G€ : Les événements p(I),p'(l), 
entre lesquels on aura à calculer la distance orbitale, ont tous un mê
me quadrimoment total p ° : il est donc raisonnable de se restreindre 

au sous-groupe GE de GL laissant fixe p . Autrement dit pour calculer 
la distance Dor entre une gerbe émergent p(I) et une autre gerbe p1(I), 
on considère seulement les gp'(I) égaux à p1(I) (au sens de la métrique 
et du produit scalaire minkowski ejre) . Comme il est classique, rapportons 
l'espace quadridimensionnel E à un système de coordonnées dont l'axe des 
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temps est orienté suivant p ; (c'est ce qu'on appelle en physique le 
système du centre de masses) : on voit que le groupe GE n'est autre que 
le groupe de transformations laissant fixe l'axe des^temps, et agissant 
sur les trois coordonnées spatiales x,y,z (ou p , p , p ) comme une iso-

i» x y z 
métrie euclidienne usuelle. Voyons comment se présente maintenant le cal
cul de Dor. On a : 

p ^ {EnVc ; Px\Py rp/} = {EnVc;?
1} ; gp1 = {EnV^-gp1}: 

g n'agit que sur les trois composantes spatiales, i.e. sur 

P = lPx f P„f P >• Pour la distance on a : 

Ip1 - gp'V = (EnVc - E'^/c)2 - I?1 - gp^l2 ; 

dans cette formule on a noté entre simples barres la norme euclidienne 
usuelle : 

IP1 - g?'1!2 = (P^ - g p ' ^ ) 2 * (Py1 -g P' yV + (P,1 -g P' 2V. 

Il apparaît que dans |l|p(I) - gp' (1)1)¾2 seule varie avec g la partie 
liée aux composantes spatiales : notons : 

PU) -{p^ie I) ; |p(I) - gp'(I)|2 = ^Jp 1- gpfij2|ie 1} ; 

il vient : 

Dis(p(I),gp' (I)) = - Z{(Eni-EAi)/c)2}+ |p(I) - gp' (I)|2. 

Pour calculer Dor, il suffit de trouver 1*isométrie (tridimension
nelle, euclidienne, usuelle) rendant minimum |p(I) - gp'(I)|2 ; c'est le 
problème résolu par Bourgeois (1978). Toutefois les calculs effectués en 
1977 (P. Lutz, thèse ; et D. Malti, thèse) n'ont pas bénéficié de cette 
solution, dont l'application aux données physique reste donc à faire. 

3.2.3 Le groupe GV de* l*ométrle.* autour de Vaxe de.* ial*ceaux : Dans 
le système du centre de masse ; les moments spatiaux pa , pbdes particu
les incidentes sont deux vecteurs opposés définissant un axe appelé l'axe 
du faisceau. En toute rigueur, pour que deux événements p(I) et p' (I) 
puissent être considérés comme physiquement identiques (même si les p1 , p'1 

diffèrent) il faut qu'il existe une isométrie g telle que p(I) = gp*(I) 
et que de plus gpa = pa ; gp = p ? i.e. l'isométrie g doit respecter 
l'axe du faisceau (en effet l'événement dans sa totalité comprend la ger
be émergente avec les deux particules incidentes). Il est donc justifié 
de se restreindre à un sous-groupe euclidien GE : le groupe GF des iso
métries laissant fixes pa , p ; i.e. le groupe des rotations-symétries 
autour de l'axe du faisceau. Dès lors on est exactement dans le cas com
plètement résolu par le problème (au § 2.6 : calcul de 0 et e). 

3.2.4 Le. groupe GA de* l*ométrle* autour de. Vaxe principal ; On sait 
(cf D. Malti : thèse ; D. Maïti & M.C. Touboul, à paraître---î 

que pour chaqne événement le système p(I) des vecteurs ^(considérés dans 

le système du centre de masse où leur somme p est nulle) peut être a-
juste Cselon le critère des moindres carrés ; par analyse factorielle) à 
une droite A (le premier axe principal ; appelé ici en bref l'axe prin
cipal) qui ne coïncide pas exactement avec l'axe du faisceau (même si 
elle en diffère très peu dans le cas des réactions à haute énergie , où 
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la longitudinalité est très marquée : cf [Phys.Cor.] II, § 4.2.2 in Ca
hiers Vol II p 463) : pour comparer deux gerbes émergentes p(I) , p' (I) , 
il est intéressant d'amener d'abord celles-ci par déplacement à avoir 
même axe principal A, puis de déterminer la distance Dor par rotation -
symétrie autour de A. 

3.3 Le.* cla**l£lcatlon* eije.ctuée.* : On a appliqué l'algorithme de CAH 
et l'algorithme de E. Diday, modifiés pour utiliser la distance orbita
le (§§ 2.3 & 2.4) ; celle-ci étant calculée soit pour le groupe GF des 
isométries autour de l'axe du faisceau (§ 3.2.3 : P. Lutz, thèse), soit 
pour le groupe GA des isométries autour de l'axe principal (§ 3.2.4 : D. 
Maïti, thèse). Les résultats publiés en détail dans les thèses concer
nent la réaction : 

K~ p -*- K", p, TT , TT~ à 14,3 GeV/c. 

(i.e. faisceau de K~ à 14,3 GeV/c, contre cible de protons). Environ 
17.000 événements étaient disponibles ; on les a d'abord agrégés en quel
ques centaines de classes (ou Ilots) par la recherche des plus proches 
voisins : cette étape effectuée avant les recherches rapportées ici a de
mandé des heures de calcul : on la referait tout autrement aujourd'hui. 
Les classifications publiées dans les thèses portent donc sur enviton 400 
îlots. En étudiant les classes obtenues, on aboutit aux conclusions suivantes que 
nous soumettrons seules ici aux lecteurs statisticiens : 

1 une classe peut correspondre à plusieurs sous-canaux (pour l'ex
plication de ce terme, cf [Phys. Cor.] § 3.5 : Vol II, n° 2, p 327). 

2 il existe des interférences entre les sous-canaux 

3 les classes qui interfèrent entre elles ne peuvent être séparées 
qu'à un niveau très bas de la hiérarchie. 

Après les recherches objets des thèses, on a appliqué la méthode à 
d'autres données : un sommaire des résultats obtenus se trouve dans P. 
Lutz & D. Maïti, in Actes du 3~ Topical Meeting on Multidimensional Ana-
lysis of High-Energy Data3 Nijmegen 1978. 

Quant au temps de cal culminai gré la complexité relative de la formu
le de distance orbitale, il est devenu praticable même en CAH grâce à l'al
gorithme des voisinages réductibles de M. Bruynooghe (cf Cahiers ; VolIII 
pp 7-33 ; 1978) : e.g. 10 min de temps C.P. sur CDC 6600, pour classer 1000 événe
ments. 


