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UN ALGORITHME POUR CONSTRUIRE
UNE PERPENDICULAIRE COMMUNE
A DEUX CONVEXES
[PERP. COM.]

par J. P. Benzécri ()

1 Introduction : L'analyse factonielle sous contrainte convexe.

Il est commun (cf [ Corr. Esp.] , TII B n° 7) de définir l'analyse
des correspondances comme la recherche des couples de fonctions sur deux
ensembles I et J qui sont, en un certain sens le plus corrélées entre
elles. En termes géométriques, le probléme s'énonce ainsi. Dans l'es-

pace euclidien LixJ de fonctions sur IxJ muni de la norme quadratique

associée & la loi de probabilité pyyron a deux sous-espaces Hzl et HZJ B
sous-espaces des fonctions de moyenne nulle sur I et J respectivement .
On recherche un couple de vecteurs unitaires (wI, ¢J) ’ wIeHZI ’ cpJeHZJ ’
faisant entre eux un angle minimum. Voici comment on résout ce problé-

HI et i les applications de HZI dans HZJ et de 1-12J dans

HJ HI
H2 respectivement définies par projection orthogonale au sein de L2

me. Soit T
1 13}
on a :
I_, HJ HI 1 _ ,J_, HI HI J
$ = MTHI o "HJ 4 iY== )\"HJ o “HI v
ol A désigne la plus forte valeur propre de l'un ou l'autre des opéra-
teurs wom . Si, (cas général), cette valeur propre est de multiplicité

1, le couple (¢I, wJ) le plus corrélé est déterminé de manié&re unique,
au signe prés. On sait qu'il est d'usage de considérer aussi les valeurs

propres suivantes auxquelles correspondent des couples (an, cpJ) dont la
corrélation n'est maxima que sous la contrainte supplémentaire que les
nouveaux facteurs soient orthogonaux & ceux, déjd extraits, relatifs &
des valeurs propres plus élevées. Par exemple, soit (WII B ¢1J) le pre-
mier couple extrait ; notons VI et VJ les sous-espaces de HzI et HzJ
11 et sPlJ : (9021 ’ wzJ) sera le couple de

vecteurs unitaires de VI et VJ faisant entre eux le plus petit angle ;
etc.

orthogonaux respectivement a ¢

On est ainsi amené & poser, aprés M., Piétri, le probléme plus gé-
néral suivant : soit CI, CJ deux cénes convexes fermés inclus respec-

tivement dans H2 et H2 chercher le couple (wI,wJ) ,wIs CI ,wJeCJ for-

’
mant un angle miInimum. JC'est 13 ce qu'on peut appeler l'analyse facto-
rielle sous contrainte convexe. Si les convexes CI et CJ sont des sous-
espaces vectoriels (ce qui est le cas, par exemple dans la recherche de
(spZI '¢2J) ol CI=VI et CIJ=VJ) on n'a pas un probléme géométrique nouveau:
(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie.
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il s'agit toujours de la figure formée par deux sous-espaces vectoriels
d'un espace euclidien ; l'on extraira une suite de couples de facteurs
etc. Ce probléme de l'analyse factorielle sous contrainte linéaire a
d'ailleurs été traité par Madame Nora, comme il est exposé dans la le-
gon [Red. Tens.], TII,B n° 6 § 5 ; 1&, le point de vue est différent ,
(on recherche non des couples de fonctions le plus corrélées, mais l'ap-
proximation d'un tenseur), mais les résultats comme les données sont é-
quivalents Le cas général de deux cbnes convexes CI et CJ pose, au contraire
un probléme géométrique nouveau. Voici la solution qu'en a inspiré a3 M
Piétri la recherche itérative des vecteurs propres.

On sait que pour tout convexe fermé K d'un espace de Hilbert H est
définie de maniére unique, sur H tout entier, une application projec-
tion orthogonale sur K ; (application qui a tout point M de H fait cor-
respondre le point m(M) de K qui en est le plus proche). Notons donc
né? et né?' les applications de CI dans CJ et CJ dans CI respective-
ment définies par projection orthogonale au sein de LiJ Soit (wI,wJ),
"4 eCI,vJeCJ, un couple de vecteurs unitaires réalisant 1l'angle minimum
6. On a :

cg  J J _ CI
CcI v ; ¢ = cosB Teg w

(car si les rayons définis par wI et wJ n'étaient pas projection ortho-
gonale l'un de l'autre, on aurait, e.g. en gardant WI et prenant W'J

paralléle a ﬂwI et unitaire, un couple (wI,w'J) d'angle inférieur & 8).
On a aussi :

wI = cos8 T

I _ 2 CcJ CI I J_ 2 CI cJ J
¢~ = cos“ 8 Ter ° Tog v ; ¢ = cos 0 Teg © Ter [
Ceci dit on construit comme suit une sulte de couples (w ’ W: )

destin&e & converger vers un couple (w P ) d'angle minimum. 501t )

un vecteur unitaire de CI ; on pose :

I pCL I 4nCT Iy, oI o5 CT,J .
0o = 1oy wo/ Mnpoee s e =T /lln T
J CI I CI I I cJ CJ 0J

= I s = .
“n Tes % / Teg *n L “nt15"c1 % /1 Ter Y LR

La convergence de la suite des couples (¢;:, w;l) ne semble pas

toutefois d'une &tude aisée. Aussi considérerons-nous d'abord un pro-
bléme analogue, mais plus simple et sur lequel nous possédons des ré-
sultats plus complets.

Soit C et C' deux parties convexes d'un méme espace euclidien (ou
L}

hilbertien}). Notons ﬂC? et ﬂé: les projections orthogonales de C vers
C' et C' vers C respectivement. On construit une suite de couples (Mn,
) de points C et C' destinée & converger vers un couple (M,M') réa-

lisant la distance minima entre C et C'. Soit M, un point quelconque de
C ; on pose :

C c'
M} =Ty Moo s M =T Mg ; ...
v = o C . _._C'
Mn LE Mn ; Mn+1-ﬂc M!' o o...

L'analogie entre cet algorithme et celui propsé par M. Piétri est
manifeste. Plus précisément soit dans un espace euclidien deux cdnes
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convexes fermés K et K ayant pour sommet l'origine. Soit C = Kn S et
C' = K'nS les bases de ces cdnes dans la sphére unité S (ensemble des
vecteurs de norme l). Un rayon OM de K se projette orthogonalement sur
K' suivant un rayon OM' : MeC, M' eC'. On peut dire que M' est la pro-
jection orthogonale de M sur C' au sens de la géométrie riemannienne de
la sphére S : i.e., M' est le point de C' le plus proche de M, la dis-
tance étant définjie comme la longueur du plus petit arc de grand cer-
cle joignant M & M' sur S. Dans la suite nous traiterons donc de la re-
cherche d'un couple de points ré&alisant la plus courte distance entre
deux convexes ; d'abord en géométrie euclidienne, puis en géométrie
sphérique (ou riemannienne). La droite (ou le grand cercle) joignant ces
deux points n'est autre qu'une perpendiculaire commune ; d'ol le titre
de la présente note.

2 Perpendiculaire commune & deux convexesd fermés de L'espace euclidien.

2.1 Existence ef unicité : On sait que si K et K' sont des parties com-
pactes (fermées et bornées) d'un espace hilbertien le minimum de la dis-
tance d(M,M') entre un point M de K et un point M' de K' est effecti-
vement atteint : en effet sur le compact produit Kx K' la fonction con-
tinue d(M,M') atteint sa borne inférieure précise. Le minimum est éga-
lement atteint si K est compact et que de plus est satisfaite l'une des
deux conditions suivantes :

a) K' est convexe fermé
b) K' est fermé ; et l'espace ambiant est de dimension finie.

(En effet notons que sur le compact K, la fonction continue d4(M,K') ,
distance de M a K' définie par limite inférieure :

d(M,K') = lim inf{d(M,M')| M'eK'},

atteint son minimum d en un point H. Le minimum d de d4(H,M') p our
M'e K' , est lui-méme atteint d'une part si K' est convexe fermé au point
H' projection orthogonale de H sur K' ; d'autre part si 1'espace ambiant
est de dimension finie parce que l'intersection K" de K' avec la boule
de centre H et rayon 2d est compacte et que dans K" la suite est mi-
nimisante). En revanche, entre deux parties convexes C et C' fermées
mais non bornées le minimum de d(M,M') n'est pas toujours atteint,com-
me il apparait sur la figure 1b, ol C et C' sont deux domaines -plans
limités & des courbes & asymptote paralléle. Quant a l'unicité elle n'est
pas plus assurée dans le cas compact que dans le cas non compact ; com-
me on le voit sur les figures la - deux demi-plans paralléles - et 1lc
- deux convexes compacts - se faisant vis-ad-vis suivant des facettes
rectilignes paralléles. Mais le segment réalisant le minimum de la dis-
tance est unique & une translation pré&s perpendiculaire & lui-méme. De
fagon précise on a le scholie suivant qui précise ce gu'on peut enten-
dre par perpendiculaire commune & deux convexes.

Yy ///",/’ >
}////)/‘5’/“////’///

T

da

Figure 1 : existence et unicité de la perpendiculaire commune.
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Scholie 1 : Soit C et C' deux parties convexes d'un espace eucli-
dien (ou hilbertien). H, H' deux points entre lesquels est réalisé le
minimum (supposé non-nul) de la distance entre C et C' :

HeC ; H'eC' ; d(H,H') = inf{d(M,M')|MeC, M'eC'};

soit T et NI' les hyperplans perpendiculaires au segment HH'en ses ex-
trémités respectives H et H' ; soit D le demi-espace fermé limité & I
et ne contenant pas H' ; D' le demi-espace fermé&, limit€& & II' et ne con
tenant pas H. Alors on a les inclusions :

CcD ; C'c<cD';

Soit de plus, deux autres points H, et H' réalisant le minimum

de la distance entre C et C', (i.e. Hls C ; H'ls c' ; d(H1 R H'l) =d (HH").
Alors on a :

. ' U - (T
Hlsﬂ H HlsTI H H1H1 HH'.

(Ici on notera A_ﬁ ou seulement AB, ou encore B-A, le vecteur translation en-

tre deux points A et B). Le minimum de la distance n'est donc réalisé

qu'en des points H ,H'1 appartenant aux facettes IInC et I'n C' et situés

face a face sur une méme droite perpendiculaire a Il et 0II'.

e //(/c/)/ )

<ty Q)
M
m| W »
77 ()
H
/// €y) o
Figure 2 : la perpendiculaire commune.

Démonstration : Supposons, e.g., (cf fig. 2) qu'un point M de C
soit situé du méme cb6té de ™ que H'. Alors le segment (HM) sera inclus
dans le convexe C ; or ce segment contient des points (ceux tels que M1

plus proche de H que le pied N .de la perpendiculaire issue .de H' & la droi-
te HM) tels que d(H',M1)<sd(H',H) (inégalité stricte). Cela étant ab-
surde il ne peut exister de point tel que M ; on a CcD. On a de méme C'<D'. Main-
tenant il est é&vident que la distance entre un point Hy de D et un point

-
H H'

H'l de D' ne peut &tre égale a d(H,H') que si I-I1 ell, H'1 e ', Y &~
guipollent a T (cf fig. 1lc). Ce qui ‘achéve de prouver le scholie.

On réservera désormais 1l'expression "perpendiculaire commune & C
et C' ", pour désigner un segment HH' réalisant le minimum de la dis-
tance entre deux convexes C et C'. Pour écarter toute confusion, il fau
drait préciser perpendiculaire commune minimale, les segments réalisant
le maximum de la distance entre deux convexes compacts &tant aussi, en
un sens, des perpendiculaires communes : on a toutefois la proposition
suivante qui achéve de pré&ciser la notion de perpendiculaire commune :
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L]

Proposition 1 : Soit C et C' deux convexes fermés néa et ng les
projections orthogonales de l'un vers l'autre. Soit H et H' deux points
de C et C' tels que :

C c'
To.(H) = H' ; w7, (H') =H ;

alors H'H est une perpendlculalre commune au sens du scholie 1 (i.e.
IHH' I=d distance minima entre C et C').

En effet, C' est inclus dans le demi-espace fermé& D' limité a
1'hyperplan II' perpendiculaire & HH' en H', et ne contenant pas H ; et
C est dans D limité a II perpendiculaire & HH' en H.

Dans le cas ot l'un au moins des convexes C et C' est compact on
est assuré de l'existence d'une perpendiculaire commune HH' (cf supra).
Si C et C' ne sont pas bornés, il se peut, cf fig. lb, que le minimum
de la distance ne soit pas atteint. Pourtant la figure 1lb suggére que,
méme dans le cas de deux convexes fermés non bornés C et C', les hyper-
plans T et T' sont toujours définis ; ce qu'on va démontrer avec le scho-
lie 2. Auparavant, énongons les définitions suivantes .

Définition 1 : Soit C un convexe de l'espace E (euclidien ou, plus
généralement hilbertien) ; soit n un vecteur unitaire ; notons :
inf(n,C) = lim inf{<n, OM> | MeC} ;
D(n,C)={M|M¢E ; inf (n,C) < <n,OM>} ;
I(n,C)={M|McE ; inf(n,C) = <n,OM>} .
D(n,c) et II(n,C) sont appelés respectivement demi-espace d'appui et hy-
perplan d'appu1 & C normal & n (la normale &tant orientée vers 1l'inté-

rieur de C). Si inf(n,C) = -, I(n,C) est rejeté & 1'infini et D(n,C)
= E.

Définition 2 : Soit C,C' deux convexes ; n un vecteur unitaire
on note :

B(n;C!C) = E - D(n,C) - D(-n,C'") ;

l'ensemble ouvert B(n;C',C) (éventuellement vide) est appelé bande de sé&-
paration normale & n entre C' et C (on prendra garde que B(n;C,C')

# B(n;C',C) ; en fait 1'un au moins des deux est vide ; dans la bande
B(n;C'C) si elle est non-vide, n va de C' vers C). Si B(n;C'C) est nomr
vide on note 1(n;C)C) sa largeur (comptée dans la direction de n ; cf

fig. 3).
o S M
(el )/ 7 D(m,c)
4

) + MN(m,C)

i
"”T {lmicic) B (ic’c)
0

[}
ﬂ(-n )

Figure 3 : une bande de séparation.
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Seholie 2 : Soit C et C' deux convexes fermés ; d la distance mi-
nima, supposée non-nulle, entre C et c' :

d = lim inf{d(M,M')IMeC, M'eC'}.
Alors il existe un vecteur unitaire n unique tel que :

1°) Quand un segment M'M reliant C' & C tend en longueur vers 4,il
tend en direction vers n ; de fagon précise on a :

¥eerR', 3aeR’ ; ¥vMeC , VM'eC' :
a(M',M)< d+a =IM'M-dnl < ¢

(ot RY est 1'ensemble des réels strictement positifs et dn désigne le
vecteur de largeur d porté suivant n)

2°) La bande B(n;C',C) a pour largeur 1(n;C',C) = d ; et tout au-
tre bande (n' unitaire différent de n) a une largeur strictement moin-
dre : 1(n:;C',C)<Sd. .

On appellera dn vecteur perpendiculaire commune & C et C'et B(n;C',C) bande de
séparation maximale entre C' et C.

Démonstration : Il est d'abord clair que quel que soit n'
1(n';C',C)<d : car soit MeC, M' e¢C' : si B(n;C',C) est non-vide, sa lar-
geur est au plus <n',M' M>, projection.de M'M sur n' ; elle est donc ma-
jorée par IM'MK, donc par d. Si, de plus on admet 1°, on sait qu'il e-
xiste des vecteurs M'M arbitrairement voisins de dn ; on a donc ;

1(n';C',C)=1lim inf{<n',M'M>|M'eC',MeCl}<<n',dn>= d<n',n>,
ce qui prouve 2°, Reste & é&tablir 1°. Pour cela, considérons le convexe
différence :

c-c'"={MM|MeC, M'eC'},

ensemble des vecteurs joignant C & C'. Soit [C - C'] la fermeture de

C- C'. La distance de l'origine &[C-C'] (ou alC-C'] n'est autre que
d : cette distance est atteinte en un point unique H-, projection ortho-
gonale de O sur [C~-C']. On n'a qu'ad poser : OH- =dn ; n = OH-/d . Il
est clair que quand Im'M | tend vers 4, le point correspondant deliC - C']
tend vers H -. Ce gui achéve de prouver le scholie.

D-D(n,c)
TT=TI(me)
K B™;c,C)
m=NwC)

o ) D=D(me)

Figure 4 : convexe différence et bande de séparation maximale.

Sur la figure 4 on a illustré le scholie 2 par le cas de deux con-
vexes compacts C et C' ; dans le cas de la figure 1b (C et C'(non compacts))
le convexe différence C-C' est un demi-plan ouvert limité& 3 une droite
horizontale située & une distance d au-dessus de l'origine.
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2.2 Condtruction alternative de fa penpendicufaire commune : Dé€sormais,
C et C' sont des convexes fermés. Dans l'espace ambiant E est dé&finie
une projection orthogonale 7 sur tout convexe ferm& C ; non seulement
cette projection est continue, mais elle satisfait 3 la condition plus
forte suivante :

¥V Q,0'eE : d(w(Q),m(Q")) < 4(Q,Q') .

Nous userons des projections orthogonales sur C et C' pour définir
un algorithme alternatif annoncé ci-dessus (cf § 1). Les propriétés de
convergence de cet algorithme vers la perpendiculaire commune font 1'cb-
jet d'un théoréme qui clét le présent paragraphe.

- 1

Notons, comme ci-dessus, Mo é:
de C vers C' et C' vers C respectivement. A partir d'un point My de C (une cons-
truction tout analogue se pourrait faire a partir d'un point M'g de C' ;
le rdle de C et C' ne se distinguant ici que par la convention de numé-
rotage). On construit la double suite de points :

et les projections orthogonales

C c' C
Mo, M'o= 1|'C. Mo , M1='II'CCM'0, M'1=1TC. Ml,....
= 7C'm* V= oo .
Mn—'ﬂ'c %_1, Mn—TI'C Mn pecee H

cette suite va alternativement de C & C' et de C' & C. A cette suite de
points correspondent deux suites de segments orthogonaux les uns a C
les autres a C' :

{MpM'y, M, MY peee, Mo MY s+e.}: orthogonaux & C' en M| Mypeee M, ...

1] L] v .
{M oM, MY M, ..., Man_l,...}. orthogonaux & C en M ,My,.eesM ))eee

On désire que 1l'une et l'autre suite convergent vers une perpendiculaire
commune HH' & C et C' (cf fig. 5).

Figure 5 : la suite des projections alternatives entre deux convexes.

Une premiére condition de convergence est que les deux segments

' .
n+1 €% Mpyy Mpyy qud
se rencontrent en Mn+1) tendent & former un angle arbitrairement petit.

M' et t : ] 1
M, My Man_l qui se rencontrent en M n (comme M nM

En vue de quoi on observe ce qui suit.
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Scholie 3 : Sur la suite des projections alternatives entre deux
convexes :

1°) La suite des longueurs des segments joignant les projections est
décroissante :

-— t L ’ 1)
= Nm,MY ||>IIM° M1|>..... >||MnMnﬂ >IIMnMn+1lI >||Mn+1 n+1II L2 d
2°) On a les inégalités :
2 2 2
1 L '
IIMn ML < IIMn M nI M Mn+1“
2 2 2
1 ' T - 1
M M 1 < lIMn Mn+1" "Mn+1M ntl i
o LI s 3 L] L]
3°) Quand tend vers l'infini "Mn Mn+1“ et "Mr1Mn+1" tendent vers

zéro.

Démonstration : Les inégalités de 1° résultent immédiatement de la
définition de la perpendiculaire issue d'un point & un convexe fermé .
Démontrons par exemple la premiére des deux inégalités de 2° : on a dans
le triangle M M M'

n+1 n
2 2 2
] = 1 .
IIMnM nII B IIMnMn+1II + "MnMn+1" +2<M nMn+1 ! Mn+1 Mn> !
or le produit scalaire figurant & droite est positif, car 1l'angle
M;an+1 Mn est positif : en effet le convexe (C) tout entier (donc 1le
point M ) est situé dans le demi-espace fermé (opposé & M') limité a
l'hyperplan perpendiculaire & M' M, e M ; d'od 1'inégalité deman-
dée : n+ n+l
2 T ' 2
||MnMn+l|| < "MnMn“ I "MnMn+l"

En sommant pour n variant de 0 3 1'infini 1'ensemble des deux sé-
ries d'in&galités de 2° on a dans le membre de gauche la somme des dif-
férences des carrés des termes successifs de la suite décroissante é&tu-~
diée en 1°, d'ol :

2 . 2 _ 2 2
{lmm 0%+ I M 1% n=0,1,....}< 8 ~a

Le 3° point du scholie résulte maintenant de ce que tend vers zéro
le terme général d'une série sommable & termes positifs.

On sait le rdle que, dans les études de convergence, jouent (& dé-
faut de limite) les €léments d'accumulation. Nous en rappelons la défi-
nition.

Définition 3 : Un segment M'M joignant C' & C est appelé segment
d'accumulation de la suite {M M' |ne N} des segments orthogonaux a c'
si :

VeeR' , ¥VneN,3n'eN :
n<n' ;HM Ml < ¢ ; Im* M'ﬂ< €

(i.e. au-deld de tout rang n ona dans la suite des M, M' des segments
arbitrairement proches de MM').

Il revient au méme de dire que de la suite des entiers {n} on peut
extraire une sous suite infinie {n(p)|p = 0,1,....2} telle gue la sui-
te des Mn(p) n(p) converge vers MM'., On déflnlralt pareillement un seg-
ment M'M d'accumulation de la suite {MrnMn+1} des segments orthogonaux
& C. On notera que pour que M'M soit segment d'accumulation de la suite
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des {MnM'n} (resp. {M'n Mn+1}) , 11 suffit que M soit €lé&ment d'accumulation

de la suite des Mn (resp. M' de la suite des M'n). On a la proposition
suivante.

Proposition 2 : Il est équivalent de dire que M'M est segment
d'accumulation de 1l'une ou l'autre des deux suites {M;an} ou {lthn+ﬂ:
un tel segment d'accumulation #'M est une peroendiculaire commune & C
et C'.

Démonstration : Soit par exemple M'M segment d'accumulation de la
suite des {M;an} ; M'M est aussi segment d'accumulation de la suite
Al
des {M11Mn+1
fini, M;an et M' M sont arbitrairement proches . Soit maintenant

n n+l
{n(p) |p e N} une sous-suite infinie de la suite des entiers telle que :

} parce que, d'aprés le scholie, pour n tendant vers 1'in-

- - M. ] v
P> Moy s M Moy > M M

Par continuité des projections orthogonales on a :

C ; ' o}l = M
nc.(M) n(p 11m{Mn(p)|p+ }=mM
C L)

e () = lim{ng @) [P > =) = lim{w

lim{TrCC. M (o) |lp » =1}

(p)+1|p-> °°} =M

La proposition‘z résulte maintenant de la proposition 1 :

L'objet de la proposition suivante est d'établir qu'en un certain

sens les deux suites de segments {M;IMn} et {M}an+1} tendent & se rap-

procher de toute perpendiculaire commune.

Proposition 3 : Soit HH' une perpendiculaire commune & C et C'. On
a la suite d'inégalités entre distances :
...

L] Al T A
||HMn|| > IH Mnll > lHM I>Ila'™M n

n+l +1

Démonstration : Il suffit d'é@tablir l'une de ces inégalités, e.qg.
celle entre “H'M;Jlet"HMn . Pour cela considérons la figure 6 ol on a

+1
noté M' et M les intersections respectives du segment M‘nMn+1 avec les
plans ' et I perpéndiculaires 48 H'H en H et H'_; et placé NK, droite
perpendiculaire commune & HH' et M;an+1. Les constructions de géo-

métrie euclidienne tridimensionnelle auxguelles nous recourrons sont
légitimes, parce gue les 4 points H, H', M;l, Mn+1
sous-espace affin tridimensionnel de 1l'espace ambiant ol nous nous pla-
H et M;l sont

Donc l'an-

ont pour support un

1 est perpendiculaire @ C en M

séparés par l'hyperplan perpendiculaire & M;xM

L]
¢ons. Parce que Mr1M nel ’
n+1 % Mpyg-

] - ; 4 1
gle Mx1Mn+1H(de sommet Mn+1) est obtus ; et a fortiori 1l'angle M}sdﬂ

(de sommet p). Ceci prouve que la perpendiculaire commune NK & HH' et
M' M est disposée comme nous l'avons figuré : N et K extérieurs res-

n n+l
pectivement aux segments M;an et H'H, et du méme c6té de H que Mn

+1 +1

(au- dessus de la figure).



168 J.P. BENZECRI

N
K
- More
M I_H
/ vy
q Y

MI

l/,/"

“7)

My,
Figure 6 : les projections alternatives s 'approchent d'une
perpendiculaire commune.
Il est maintenant clair que 1l'on a les inégalités :

HM <HM < H'M' <H'M'n

n+1 +1

(car les angles HM
tion peut aussi se faire sams recourir & la figure classique de la per-

N, HMN, H'M'N et H'M;N sont aigus). La démonstra-

pendiculaire & deux droites en calculant les produits scalaires. Notons
Q' la projection orthogonale M sur II', On a : <M'M, M'H'> =

<M'M, M'Q'> + <M'M, MH> (car MH = Q'H') ; le premier de ces termes est
positif parce que M'Q' est projection orthogonale de M'M sur I;le deu-
xiéme l'est aussi parce que M'MH est obtus (cf supra) donc l'angle
H'M'N est aigu ; et, a fortiori, l'angle H'M;IM. Par 1l'une ou 1l'autre
voie la proposition 3 est établie.

"Le théoréme suivant est un corollaire facile des propositions 2et

. . ’ f : v ' -
Théoréme : Si l'une ou l'autre des suites {Mran} ou {M"Mn+ﬂ ad

met un segment d'accumulation H'H toutes deux tendent vers ce segment
qui est une perpendiculaire commune & C et C'.

Si, par exemple, l'un des deux convexes fermés C ou C' est com-
pact, l'existence d'un segment d'accumulation H'H est assurée ; donc
aussi la convergence de l'algorithme alternatif vers une perpendiculai-
re commune.

L'existence d'un segment d'accumulation est encore assuré si l'es-
pace ambiant E est de dimension finie (donc localement compact)et qu'il
existe au moins une perpendiculaire commune HH' ; en effet, d'aprés la
proposition 3, Mn et M;l restent alors 3 distance finie de H et H';ils

sont donc dans une boule qui est un compact ; et l'algorithme alterna-
tif converge vers une perpendiculaire commune & C et C'.
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Si au contraire C et C' ne sont pas compacts et n'admettent pas de
perpendiculaire commune mais seulement un vecteur perpendiculaire com-

. . ' : : ] [] -
mune (cf£ Scholie 2), ni la suite {MnMn}nl la suite {MnMn+1} n'admet

tent de segment d'accumulation (ce qui, si l'espace ambiant est de di-
mensicn finie donc localement compact, entraine que les Mn et M'n s'é-

loignent indéfiniment). Il est vraisemblable que le segment M'n Mn tend
a 8tre équipollent au vecteur perpendiculaire commune & C et C' : mais
nous n'avons pas de preuve de cela.

3 Perpendiculadine commune a deux convexes surn La sphénre.

Dans ce paragraphe, on note S,la sphére de centre 0 et de rayon 1
d'un espace E (euclidien, ou plus généralement hilbertien) :

s ={M|McE; loml? = 1}. Soit M,N deux points non diamétralement o »po -
sés de S ; par acc MN on désigne, en bref, le plus petit arc joignant
M & N sur le grand cercle joignant ces deux points (cercle intersection
de S avec le plan OMN) ; l'arc MN est, sur la sphére S, le plus court
chemin de M & N. La distance sphérique, ou distance angulaire, entre M
et N est la longueur a(M,N) de l'arc MN, ou encore la mesure en radian
de l'angle saillant MON ; entre un point et le point diamétralement
opposé la distance est m. Une partie C de S est dite convexe si, pour
tout couple (M,N) de points de C non diamétralement opposés, l'arc MN
est inclus dans C. Il est équivalent de dire qu'une partie C de S est
convexe si elle est l'intersection de S avec un cdne convexe K de som-
met 0. Soit K et K' deux convexes fermés de sommet 0 ; C=KnS,C'=K'nS.
Non sans rencontrer quelques obstacles, on démontre pour C et C', 1'a-
nalogue du scholie 3 de la proposition 2 du § 2.2. En revanche, nous
n'avons rien su démontrer de tel que la proposition 3.

Premier obstacle : existence et unicité de la perpendiculaire is-
sue d'un point M de S au convexe fermé C. On a le scholie suivant :

Scholie 4 : Notons a(M,C) = lim inf{a(M,N)|Ne C}.

1°) Si il existe des rayons du cdne K faisant avec OM un angle
aigu, i.e. si a(M,C)<s(n/2), il existe un point N unique de C tel qgue
a(M,N) = a(M,C) ; soit ‘ITK(M) la projection orthogonale (euclidienne u-
suelle) de M sur le cdne fermé K ; la demi-droite ON n'est autre que
on,(M) : on note N = 7., (M).

K C

2°) si (n/2)< a(M,C), nK(M) = 0 ; il peut exister une infinité de

points N tels que a(M,N) = a(M,C).

Démonstration : (cf fig. 7). Si a(M,N)<s(1r/2), nK(M) est distinct

de 0 car il existe sur tout rayon ON' de K faisant avec OM un angle ai-
gu des points dont la distance euclidienne & M est inférieure & OM=1.
La demi-droite OnK(M) coupe la sphére en un point N qui est 1'unique

point de C tel que a(M,N) = a(M,C). En effet, s'il existait un point N'
de C tel que a(M,N')<a(M,N), la projection orthogonale de M sur la de-
mi-droite ON' de K serait Q' avec "MQ'ISMTrK(M) ; ce qui d'aprés les

propriétés de la projection orthogonale de M sur K, implique que
Q' ='rrK(M) et N' = N.

si (n/2) <a(M,N), on a "K(M) = 0 ; sur la figure 7 on s'est placé

dans l'espace usuel E de dimension 3 ; K a pour fronti@re un cdne de ré-
volution de sommet O, d'axe MOP ; (OP intérieur au cbne) ; C est une
calotte sphérique de centre P ; il est clair que le point N du cercle
frontiere de C est tel que a{M,N) = a(M,C).
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Figure 7 : d'un point d un convexe, sur la sphére, le plus
eourt chemin n'est pas toujours unique.

Désormais nous ne considérerons de projection nc(M) que si
a(M,C)<s(11/2). Pour le probléme statistique posé au § 1, c'est 13 1le
seul cas intéressant : angle aigu entre vecteurs se traduit en ef fet
par corrélation positive entre fonctions. On suppose donc que :

a(c,C') = lim inf{a(M,M')|McC, M’sC’)<s(1r/2).

De la continuité de la projection LI il résulte gque la L est

elle-méme continue dans le domaine ouvert oli elle est définie (il n'y
a toutefois pas continuité uniforme puisqu'a la fronti&re du domaine
de définition de L l'unicité peut disparaitre).

Partant d'un point M, € C, tel que a(M.,,C')<s(1r/2) , on peut repren-
dre la construction alternative du § 2.2 dont nous conservons les no-
tations : MY = ncc, (M), M, = 1rC

1 c
deuxiéme obstacle, la multiplicité des perpendiculaires communes.

L]
(M' ) etc. Mais ici on rencontre un

Figure 8 : Multiplicité, sur la sphére, des perpen-
diculaires communes entre deux convexes.

Considérons en effet la figure 8, tracée dans l'espace tridimen -
sionnel usuel : P, et P; sont deux points diamétralement opposés ; dans
deux demi-plans Po H; P; et Py H', P; formant entre eux un angle aigu ,
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on a deux arcs de grand cercle, P, Hy H, Hy P, et P H'o H'2 H1 P; ; ol
les points sont dé&finis par :

a(Py,Ho) =a(PDrH'0)<s a(pP;,H ;) =a(p,,H" )<S /2=a(Po,H,) =a(Py, H'7).

Pour convexes C et C' on prend les arcs Hy H; et H'p H': . Il est
clair que la distance a(C,C') n'est réalisée qu'entre Ho et H'p:
a(C,C') = a(Ho,H'y). Mais chacun des trois couples(H;,H',),(H; ,H';) et (Hz,H'>)
définit une perpendiculaire commune, en ce sens que :

c - H' . c' ' -
nc,(Hi) = Hi PoTma (H i) = Hi .
Le couple (H;,H';) réalise un optimum local de la distance ; il n'en
n'est pas ainsi de (Hz,H':) : on peut trouver MeC, M'eC' arbitrairement

voisins de H; ,H'; et tels que a(M,M')<s a(H,,H'2) . Il est facile ici

d'étudier la convergence de la construction alternative ! Soit en effet
P celui des pbles du cercle de support C, qui est situé du méme cOté de
C que H'; ; et P' celui des p8les du cercle de support de C' qui est si-
tué du méme cdté de C' que H; : nC,C
avec C' de l'arc P'M prolongé au-deld de M ; si toutefois cet arc pro-

(M) n'est autre que l'intersec tion

longé ne coupe pas C', mais passe entre P, et H'y, on a ‘NC,C (M) =H'y;si
l'arc prolongé passe entre Ppet H'; on a nc,c (M) = H"; .

L]
On définit de mé&me la projection ‘KC . On voit que sil'én part d'un

(o
point My de l'arc HoH, , il y a convergence de MnM'n vers HoH'y ; si My
appartient & l'arc H;H,, il y a convergence vers H,H'; ; la perpendicu-

laire commune H,H', est une solution instable. En général la convergen-
ce, si convergence il y a, pourra donc conduire & un optimum local, tel
que H;H'; , avec a(C,C')<sa(H1,H’1).

Un autre exemple dont il est facile de faire l'étude compléte est
celui olt K et K' sont des sous-espaces vectoriels de E : on retrouve a-
‘lors le cas classique de la figure formée de deux sous-espaces d'un espace eucli-
dien ; LY et LI sont des opérateurs lineaires ; le minimum de l'angle

L]
entre rayons de K et K' correspond aux directions propres de ‘le ° ‘ITK,K
K K!' . 2
K' ° L% relatives 3 la plus grande valeur propre cos“6, ; cet-
te valeur propre peut &tre multiple (non-unicité de la perpendiculaire
commune) ; les valeurs propres suivantes fournissent des perpendiculai-

res communes instables.

et de 7

Ces restrictions préliminaires faites, énongons le scholie 5, ana-
logue du scholie 3 :

Scholie 5 : Sur la suite des projections alternatives entre deux
convexes : (on maintient 1l'hypothé&se : a(Mo,C')<s(Tr/2).

1°) La suite des longueurs des arcs joignant les projections est
décroissante :

a=a{My,M'g)>a(M'y,M)>...> a(Mn,M'n)> a(M' ,M . .)> a(Mn+1 M )eoo

L]
n’ ntl n+l

2°) On a les inégalités :
)

)

1 1]
(cos a(Mn,Mn)/cos a(Mn , Mn+1))< cos a(Mn y Mn+1

)) < cos a(M'n , M

’ L]
(cos a(Mn,Mn_H)/cos a(Mm_1 M nil

n+l

3°) Quand n tend vers 1l'infini, a(Mn , M ) ten-

) et a(M'n , M
dent vers zéro.

L]
n+1l n+l
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Démonstration Les inégalités de 1° résultent immédiatement de la dé-

finition des projections orthogonales nc et nc,. Démontrons par exemple,
la premi&re des deux inégalités de 2°. Appliquons au tri&dre (O;Mn,Mr'l,Mm_l)

Ia fornle fondamentale de la trigonométrie sphérique (cf Fig. 9) ; il vient :
cos a(Mn,M;l) = cos a(Mr'1 . Mn+1) cos a(Mn R Mn+1)+.. .

... Sin a(M;‘ ’ Mn+1) sina(Mn ’ Mn+1) cos Mr'an+1Mrf

Dans cette formile, on a noté M'nMn+1Mn l'angle en Mn+1

que M'n Mn+1Mn ; ou encore l'angle des deux demi-plans 0Mn+1M'n et OMn+1Mn'

Cet angle est obtus ; car autrement pour un point M parcourant, & partir

i istance a(M' ,M our-
de Mn+1 , 1'arc Mn+1Mn qui est inclus dans C, la distan ( n’ ) p

rait &tré inférieure & a(M'n ’Mn+1) laquelle est, par hypothése, le mini-
mum a(M'n ,C). On a donc :

cos a(Mn ’ M'n) <cos a(M'n, M 4y) cos a(Mn , M

du triangle sphéri-

n+1) i

’

Mn
! M,
8| Az
l¢] 0
sa = Gtk s + 5ink sinc cosh Co8 MM L Gs M, 0Mnpq o3 MMy 4

Figure 9: la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique

et son application 4 une inégalité.

d'od 1l'inégalité annoncée en 2°. En multipliant, pour n variant de 0 &
1'infini, 1l'ensemble de5 deux séries d'inégalités de 2°,on a dans le mem-
bre de gauche le produit des rapports des cosinus des termes succes
sifs de la suite décroissante d'angles &tudiée en 1° D'ol :

N{cos a(M_,M ,,) cos aM ’M;1+1)| n=0,1,...} > (cos o/cos a(C,C")

on a, & gauche, un produit infini de termes tous inférieurs a 1, qui conver-
ge vers une limite strictement positive (supérieure 3 (cos o/cos a(C,C").
Le 3° point du scholie résulte maintenant de ce que tend vers 1 le ter-
me général d'un tel produit infini.

On a maintenant la proposition 4, analogue & la proposition 2 :

Proposition 4 : Il est équivalent de dire que M'M est arc d'accu-

mulation de l'un ou l'autre des deux suites d'arcs (M'n Mn} ou {Mn Mn+1}

(i.e. de dire que M est é&lément d'accumulation de la suite {Mn} , ou que M'
est é&lément d'accumulation de la suite {M'n}) ; un tel arc d'accumula-

tion M'M est une perpendiculaire commune & C et C' au sens suivant :
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c' _ . C N
Ty =M ; T M =m

La démonstration, fondée sur la continuité& des projections , est
tout analogue 3 celle de la proposition 2.

Dans le cas oll E est de dimension finie, la sph&re S est compacte
et l'existence d'un arc d'accurwulation est assurée ; mais, faute d'un
analogue de la proposition 4 du § 2.2, nous ne savons démontrer que cet
arc d'accumulation soit unique ; on ne sait donc exclure l'éventualité
que, pour n tendant vers 1l'infini, 1l'arc MnM'rl se déplace le long d'une

famille continue de perpendiculaires communes (arcs d'accumulation) ,
s'approchant indéfiniment de la famille sans se fixer jamais & une po-
sition particuliére.



