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MÉTHODES D'AJUSTEMENT 

D'UN TABLEAU A DES MARGES 

[MÉTH. AJUS. MARGES] 

par 7. L. Madré (l) 

/ Le ptiobllmt zt 6zé veillante.* : Au départ (§ 1.1) l'énoncé du pro
blème est simple, mais imprécis. On peut le préciser selon divers cri
tères (§§ 1.2 & 1.3) ; qui aboutissent à des méthodes (§§ 2, 3, 4) ; 
dont il faudra se demander si elles possèdent toutes les propriétés 
souhaitables, notamment si l'on doit construire un tableau de nombres 
positifs (§ 1.4). 

Pour exposer les résultats acquis depuis quelques années déjà,on 
a utilisé les travaux publiés dans les Annales de l'INSEE (nôs 22-23 ; 
197 6 : la table de ce n° double est parue dans les Cahiers Vol II n° 
1) . Mais notre but est ici d'introduire les méthodes d'analyse facto-
rielle (§ 3), qui font d'autre part l'objet d'un article séparé ( cf 
[AJUS. MARGES FAC.lU; et dont l'intérêt apparaît surtout dans un pro
blème voisin de celui traité ici, l'extrapolation de tableau, dont on 
traitera ensuite. 

ï.ï ?Kobllmz <Lt notation* : Soit I, J deux ensembles finis ; un ta
bleau rectangulaire de nombres sur I x j, ou ensemble de nombres réels in
dicés par (i,j) e Ix j, sera noté : 

fIJ - {f ±_. |i £ I, je J} ; 

on définit pour un tel tableau des marges notées f_ et f (ou plus 

brièvement f_ , f_) : 
1 J 

f i . = t f ^ l i e i } ; f^ = z { f i : j | j £ J > ; 

f = {f . | j e j } ; f . = Z{f | i e 1} . 

Ceci posé l e problème considéré e s t l e suivant. Etant donné un tableau 
f j j sur I * J , e t des systèmes de nombres g e t g ( i n d i c é s r e s p e c t i 
vement par I e t J) , trouver un tableau g ayant pour marges g_ e t g_ 

lu I J 
et ressemblant le plus possible à f : on dira que g__ est obtenu en 
ajustant le tableau f aux marges imposées g et g ; ce qu'on pour
ra noter : 1J ' i J 

gia = AjusU^ ; ^ , 9j) . 

Ainsi qu'on l'a annoncé l'énoncé est vague : il comporte le ter
me de "ressemblance", dont on doit chercher â préciser le sens. Aupa
ravant faisons quelques remarques. 

(1) Attaché de Recherches CNRS - CREDOC 140 rue du Chevaleret 
Le présent 
Curie) Par 

(*) à paraître 

Le présent article est issu d'une thèse de 3° cycle (univ. P.S M. 
Curie) Paris 1980. 
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1) En reprenant ici les notations de l'a. des correspondances , 
nous suggérons que le cas qui nous intéresse le plus est celui où f__ 

est un tableau de nombres positifs (ou nuls) , les g. , g. étant de mê

me tous positifs : il est naturel alors de demander que gZJ soit de 

même un tableau de nombres positifs. Nous reviendrons sur cette exi
gence au § 1.4. 

2) Plus précisément le total des nombres inscrits dans le tableau 
donné f__ et aussi dans le tableau inconnu g__ , sera en général 1. En 

1J J.J 

tous cas, il est indispensable que : 

£{g. |i e 1} = Z{g.|j e J} = tôt. 

car l'un et l'autre total devra être celui des nombres inscrits dans 
g__. Presque toujours nous supposerons que le total est 1 : car l'a-

justement d'un tableau (de total non-nul) à un total donné s'obtient 
immédiatement par multiplication par une constante ; poser tôt = 1 ne 
restreint donc pas la généralité des raisonnements. 

3) Nous parlons ici de l'ajustement à des marges pour un tableau 
rectangulaire I x J : plus généralement le problème se pose pour un ta
bleau multiple : e.g. un tableau ternaire fT,„ , avec des marges impo-

sées g^ , g , g . (Les méthodes proposées aux §§ 2 et 3 se généralisent 

à de tels tableaux). 

7.2 CA.lte.fiz6 de, dlétancz : Un premier type de critère d'ajustement 
est de minimiser une distance entre g__ (inconnu) et f (donné) sous 

la contrainte que gXJ ait les marges g , g (données) . Le plus simple 

est de définir la distance entre deux tableaux par une formule qua
dratique telle que : 

d 2 ( f u ' 9 u > - ^ I J - ^ J " 2 - ^if±i-s±i)
2\i.ei.\UJy : 

formule qui par l ' i n t r o d u c t i o n de c o e f f i c i e n t s , o f fre de nombreuses 
v a r i a n t e s (cf § 2 . 2 ) . 

Or à c ô t é de c e t t e d i s tance e u c l i d i e n n e , une autre d é f i n i t i o n , 
i s s u e de l a t h é o r i e de l ' informat ion (cf § 3 .3) joue dans l'ajustement 
de tableau un r ô l e e s s e n t i e l . L'écart entre f e t g peut ê t r e d é f i n i 
par : 

H t g j j . - f ^ ) a ï t g i : j l o g ( g i j / f i j ) | i e i , j € J } . 

nous reviendrons sur c e t t e formule : (sous la réserve que g e t f so i en t 
des tableaux de nombres s tr ic tement p o s i t i f s de t o t a l 1 ) on peut mon
t r e r que H(g ; f) e s t un nombre p o s i t i f , qui ne s'annule que s i g = f ; 
mais i l e s t c l a i r q u ' i l ne s ' a g i t pas d'une d i s tance à s t r i c t e m e n t 
par l er ; car l 'axiome de symétrie n ' e s t pas s a t i s f a i t ; on a H(g;f)^ 
H ( f ; g ) . Ceci n ' i n t e r d i t c e r t e s pas de d é f i n i r g comme é tant la l o i 
qui sous la contrainte d'avoir l e s marges imposées, s ' é c a r t e l e m o i n s 
de f : mais i l faut j u s t i f i e r l ' i n t r o d u c t i o n de H. 

f .3 Cn,lte\Ke.à dz jotime. : Modifier l e moins p o s s i b l e un tableau fTT , 
c ' e s t n'en pas changer la forme. Que f a u t - i l entendre par là ? Ce 
pourra i t ê t r e de ne pas changer l e s p r o f i l s des l i g n e s ni ceux d e s 
c o l o n n e s . En f a i t c e l a n ' e s t p o s s i b l e que s i l 'une des marges est dé
jà j u s t e : par exemple, s i f^ = g^ , i l s u f f i t de poser g. . = (g./f .)f• • ; 

i . e . de m u l t i p l i e r chaque colonne j par un c o e f f i c i e n t ( g . / f - ) ce 

http://CA.lte.fiz6
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qui conserve les profils des colonnes en perturbant toutefois ceux des 
lignes. Mais en général cette transformation est le premier pas d'un 
remarquable algorithme, l'algorithme RAS, objet du § 3 . Et il se trou
ve (cf § 3.3) que la solution à laquelle on aboutit peut être caracté
risée par la propriété de minimiser l'écart H(gIJ ; fZJ) dont la for
mule complexe a été rappelée au § 1.2. 

Si plus généralement on cherche à perturber le moins possible la 
structure de fonction (f± ./f±f^) « <9i:/9i9j> ' °

U d e n s i t é d u t a b l e a u 

par rapport au produit de ses marges, on est conduit à fonder sur une 
analyse factorielle l'ajustement du tableau fjj à des marges imposées 

(cf § 4). 

1.4 VKoynlztz* demandez* : Aux critères de formes, on peut rattacher 
la propriété d'agrégation dont plusieurs auteurs ont signalé l'impor
tance. En bref on dit qu'une méthode M possède la propriété d' agré
gation si on obtient ce même résultat en agrégeant des colonnes eu des 
lignes du tableau g (obtenu en ajustant fjj à des marges données 

g , g ) ; ou en agrégeant ces lignes ou colonnes sur le tableau f1J 

avant d'appliquer la méthode M , (en prenant soin, cela s'entend, de 
modifier les marges imposées : e.g. si on cumule les lignes il et 12 
en une seule ligne is à celle-ci est imposé un total g i g = g^ + g±2> • 

Pratiquement on vérifiera surtout la propriété d'agrégation restrein
te selon laquelle l'agrégation n'est permise qu'entre lignes ou co
lonnes de même profil. 

Dans la pratique, une propriété essentielle est la stabilité du 
résultat g__ , vis-à-vis des perturbations éventuelles des données . 

L'exigence de la stabilité est à la base de la méthode statistique 
ASAM (cf Payen et Durieux : INSEE et infra § 2.2) ; et nous l'avons 
eu en vue, en recourant à l'analyse factorielle (§ 4 ) . 

Enfin dans la plupart des cas le tableau gXJ doit être exclusi
vement constitué de nombres positifs. Or, particulièrement si les 
marges imposées sont très différentes de celles du tableau initial f , 

ou que ce dernier contient des cases faibles ou nulles, la plupart 
des méthodes (à l'exception de RAS : § 3) introduisent des termes né
gatifs. On peut remplacer ceux-ci par des zéros ; et s'en tenir là si 
les marges sont peu perturbées par ces corrections. Sinon on applique 
une ou deux itérations de RAS afin de revenir à des marges acceptables. 

Eventuellement, on peut imposer qu'à toute case nulle f,. , il 

corresponde dans le tableau ajusté une case nulle g... 

Plus généralement, on pourra s'inquiéter chaque fois que le rap
port (g. ./f. .) prend des valeurs trop écartées de 1. De ce point de 

vue on a appliqué le traitement suivant qui généralise celui des ca
ses négatives. 

a) faire l'histogramme des Card I x Card J nombres (g. ./f..) 

b) fixer un seuil min correspondant à la valeur au-dessous de la
quelle le quotient ne descend par exemple que dans 5% des cas (notam
ment les cas où g.. est négatif). 

c) dans ces cas, substituer à g. . la valeur g! . = f. . * min. 

d) on peut traiter de même les valeurs très élevées de ¢ 9 ^ / ^ - ) 
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en introduisant un seuil MAX, qui n'est dépassé (e. g.) que dans 5% 
des cas. 

2 Mztkodzé de. mlnlmléatlon d'une dl&tancz quadA.attquz 

2.7 Vlàtancz zuctldlznnz à coz6&ldznt6 constant* : Rappelons la for
mule du § 1 .2 : 

d 2 ( f u ' 9 u > - , f u - » i j | 2 - « < f 1 3 - g i : , > 2 | i « i 

l'ajustement suivant cette distance conduit à la formule : 

gij = fij + {gi ' V/CardJ + (9j " f^/Cardl ; 

en d'autres termes, pour modifier de (g± - f ) le total de la ligne i , 

on ajoute à chaque terme de cette ligne une même quantité ; et de même 
pour ajuster le total des colonnes. Il est remarquable que (à la dif
férence de ce qu'on verra au § 3.1 pour la méthode RAS) l'ajustement des 
colonnes ne perturbe pas celui des lignes et réciproquement : cela est 
dû à ce que (selon notre hypothèse) £{g. - f.} = £g. - jf. = 0 et de mê
me £{9j ~ f^} = 0. Si toutefois on suppose que les tableaux considérés 

ont un total quelconque il convient d'ajouter à chacune des cases la 
quantité (t - t )/(CardI Card J) , où t- = Zf.=îf. et t =Zg.=Zg. 

9 f f i 3 9 i D 
sont respectivement le total général du tableau donné et celui du ta
bleau demandé. 

On notera que la méthode conserve la forme des lignes et des co
lonnes (cf § 1.3) non en respectant les profils, mais en effectuant des 
décalages... 

2.2 Introduction dz coz^lclznt* dan* la jon-miilz qu.adà.atlquz : Consi-
dérons la formule de distance suivante où interviennent des coefficients 
b± et c. (qui peuvent dépendre des données f. ,f.,g.,g.) : 

d 2 ( f u' g u ) = z { ( f i j - g i j ) 2 / ( b i c j > l i e *' J £ J > ; 
avec des tableaux de correspondance (tableaux de total 1), le résultat 
de l'ajustement est : 

9 ^ = f ij + ( g i " f i>< c j / c t > + (9j ~ f j î fb . /bt) 

(où et = Z. C ; bt = Z b ± ) . 

Froment et Lenclud (INSEE op.' cit.) ont montré que cette méthode 
est la seule parmi celles qui reposent sur la minimisation d'une dis
tance quadratique à posséder la propriété d'agrégation (pourvu qu'on 
prenne soin d'agréger les bi et c.). Elle conserve la structure d'in
dépendance (i.e. si f „ = f± f alors g±. = g± g.) dans le cas où les 
bi , c. sont déterminés en fonction des marges de f et g , et d'une 
constante k (k e (0,1)) suivant les formules : 

b. = kf. + (1 - k)gj. ; C j = k9j + (1 - k)f_.. 

Si en particulier k = 1/2 il vient : 

g. . = f. . + g. g.-f. f.. 

Aux formules quadratiques quelconques, <?e rattache la méthode 
ASAM qui consiste en bref, à minimiser une distance quadratique pon
dérée à coefficients de pondération indéterminés ; puis à choisir ces 
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coefficients de telle sorte que soit minimale la variance des estima
tions obtenues. D'où le sigle ASAM : Ajustement Statistique et Algé
brique d'une Matrice à des marges, 

2.3 Pn.oizc.tlon zt jlbfiatlon : En géométrie euclidienne, minimiser u-
ne distance, c'est effectuer une projection orthogonale . Voyons ce 
qu'il en est ici dans le cas d'une distance à coefficients constants. 
De façon précise, la contrainte des marges gz , gj définit au sein de 

l'ensemble R_T de tous les tableaux sur I
x J, un sous-ensemble L de 

IJ 
tableaux x : 

L(gx , 9 j) = {xla |x M c R l J ; Xj = gx ; Y j = g>J> 

(plus précisément on peut se restreindre à l'hyperplan H^ formé des 
tableaux dont- le total est 1) ; Ltĝ . , gj) est un sous-espace linéaire 

(on dit encore sous-espace affin : analogue d'un plan etc.); et quand 

varie la contrainte de marge, (i.e. les gx , gj) , le sous-espace Lfg^gj) 
varie en restant parallèle à lui-même. 

Le tableau gXJ = Ajustf^,^ , gj) n'est donc autre que la projec

tion orthogonale de fTJ (considéré comme un point de ^XJ) t sur le sous-
espace linéaire Ltgj , g ). Ou encore en notant F la direction d'un sous-

espace de dimension maximale orthogonal à L (i.e.̂  tout vecteur de F 

est orthogonal à tout vecteur de L : par exemple dans R si L a pour 

équation x = x = . . . = x p = 0 ; F aura pour équation xp =...= x 

= 0) ; on peut dire que g est à l'intersection du sous-espace F(fjj) 

de direction F passant par f_j (sous-espace qu'on peut appeler la fi
bre de f T J), et du sous-espace L(g , g ) : 

Ajustfjj,^ , gj) = F(fi:r) n LCg^gj). 

C'est ce que symbolise le dessin ci-joint ; où on a figuré éga
lement, l'ajustement d'un autre tableau f ' , à d'autres marges ĝ  , ĝ .. 

FtfIJ>-

F (f|j) £îjj 1 g ' IJ 

L(gI,gJ) Mg£,gj) 

De ce point de vue, il apparaît qu'il y a en quelque sorte dans l'es
pace HTT de tous les tableaux un double système de coordonnées. D'une 

part la condition de marge impose au tableau d'être sur une varié té 
L(g_ , g_) ; d'autre part, l'ajustement du tableau initial f__ ne peut 

aboutir qu'à un tableau g qui appartienne à la variété (ou fibre) 
F(f__), *et cela quelles que soient les marges gT et g_ qu'on lui impo-

sera. 

3 La mztkodz R.A.S. : A l'exception du § 3.5, nous considérerons ex
clusivement ici des tableaux de correspondance binaires (ou tableaux 
rectangulaires) remplis de nombres strictement positifs de total 1. 

f I J 

f i j 

> g I J 

http://Pn.oizc.tlon
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3,1 klQOtuithmz RAS zt cnJLtzKz dz &on.mz : L'idée est simple : pour don
ner au tableau f la marge 9j imposée, il suffit de multiplier cha
cune de ses lignes i par le rapport (g./f.) correspondant : ainsi sans 
modification de profil le total de la ligne ne sera plus f. mais 

(g./f.) f. =g. . De même pour donner au tableau f__ la marge g_ on mul-
1 1 i i IJ j 

tipliera chaque ligne j par le rapport (g./f.). La difficulté est que 

ces deux opérations d'ajustement ne sont pas compatibles entre elles : 

en ajustant à la marge g on détruit l'ajustement qu'on vient de faire 

à la marge gT ; en ajustant alors une deuxième fois à g , on perturbe 

l'ajustement fait à 9j... Pourtant en répétant les opérations d'ajus

tement, l'écart aux marges imposées diminue graduellement (cf § 3.4) ; 

il y a convergence vers un tableau g ajusté aux marges imposées. De 
façon précise on peut concevoir les trois algorithmes suivants , qui 
tous trois convergent, et convergent vers la même solution. 

a) Ajustement alternatif en ajustant d'abord à g : On construit 

une suite de tableaux de correspondances x^ ' , convergeant vers la so

lution g , et définie comme suit : 

x ( 0 ) = f . x ( D = f ta /f ) - x ( 2 ) -x(1)(a /x(1)l -XIJ r U ' Xij £ijlgj/fj; ' xij _ xij lgi/xi J ' ••• 

(2n)= (2n-l)( /x<2n-l) . xij ij lgi/xi > ' 

t(2n+l, = x(2») (g ./x(2nV 

dans ces formules x£', x^'sont les marges du p-ème tableau x ^ . 

b) Ajustement alternatif en ajustant d'abord à gT : La construc
tion est analogue : 

y(2n)=y(2n-l)(g_/yUn-l)); 

y(2n+l) . ^ ^ ^ n ) , tmmm 

c) Ajustement simultané aux deux marges : On construit la suite 

des zg} : 

z(0)= f - z(1)= c(1) fii(gi/fi)(gi/fi) ? ••• IJ IJ ' ij ID i i 3 3 

Z(P+1)= cCp+D *[f (gi/z|P
>) (gj/zjP>) ; ... 

En fait, comme on l'a dit, il est impossible d'ajuster à la fois 
aux deux marges g et g par simple multiplication des lignes et co -

lonnes par les quotients des marges. Telle quelle cette simple opéra
tion d'ajustement ne respecte même pas le total du tableau (qui, on 
l'a dit, doit être 1) : c'est pourquoi on introduit une constante 

c p' choisie justement pour que zly ait bien pour total 1. 
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3.2 VlbKatlon a&&oclzz à Valqon.ltkmz : Pour comprendre comment ces 
algorithmes conduits différemment, aboutissent à un même gXJ (alors 

qu'il y a tant de tableaux possibles ayant les marges ĝ . et 9jî), le 
plus simple est de noter que les suites { x ^ } , <Y jj > * iz JJ ^ sont 
toutes sur une même fibre Ftf^-j) et cela quelles que soient d' ail
leurs les marges imposées ĝ . et gj. En effet tous les tableaux x, y 
ou z construits à partir de f par l'un ou l'autre des trois a l g o 
rithmes sont compris dans la formule : 

t.. = f.. A ± B. ; 

dans cette formule les A. , B. sont des nombres positifs quelconques 

(quvil faut seulement choisir tels que le tableau t X J ait pour total 

1). Nous pouvons noter Ftfjj) l'ensemble (ou fibre) des tableaux qu'on 

peut ainsi obtenir à partir de £ _. On peut encore dire que dans l'es

pace des coordonnées logarithmiques (on se souvient que nous a v o n s 

imposé que les f. . soient tous strictement positifs) les fibres F(fjj) 

sont définies par des équations linéaires : de façon précise ; Fffjj) 

est l'ensemble des lois t telles que, quel que soit le tableau a^ 
ayant marges nulles (i.e. V i : ou = 0 ; V j : a. = 0 ) on ait : 

Z{QL. . (log f. . - log t. . ) | i e I, j e J } = 0 . 

Mais si l'on considère le complexe P des lois de probabilité 

portées par I *J, les fibres Ftfjj) sont des variétés courbes (à la 

différence des F(f ) introduites au § 2.3) ; tandis que les L(gJ;gJ) 

sont les mêmes variétés affines que précédemment (au § 2.3) . Ceci nous 
conduit à réduire l'étude de la méthode RAS à deux problèmes : 

a) Existence et unicité : quelles que soient les lois f T J , gT , 

g., (assujetties à être des mesures strictement positives de total 1) , 
J 

la fibre F(fTT)et la variété linéaire L(g_ /g,T) se coupent en un point 

et un seul ( au sein du simplexe PTJ)• 

b) Convergence : ce point unique est en effet atteint par l'une 
ou l'autre des variantes de l'algorithme (cf § 3.1, a, b, c) . 

La démonstration de l'existence et de l'unicité est clairement 
donnée dans la littérature : nous la rappelons au § 3.3. Quant à la 
convergence il est plus délicat de l'établir en toute rigueur : nous 
donnons au § 3.4 pour l'alg. (a) (ou b qui lui est équivalent ; mais non 
pour c) une démonstration qui nous satisfait... 

3.3 ExlAtzncz zt unicité, dz la solution dzjlnlz pan, un zcan.t : Clas
siquement s'introduit dans la comparaison de deux lois de probabilité 
p, et qx sur un même ensemble I la quantité H(p ; q ) appelée entro
pie relative (ou parfois information de Kullback) ; cf e.g. Traité TI 
B n° 5 § 1.3) : 

H(Pj ; qj) = E ^ log2(pi/qjL) |i e I}. 

On peut montrer ce qui suit : étant donné f__ , gT , g T , il exis-
Iu 1 J 

te sur L(g , g ) une loi de probabilité g réalisant le minimum de 

http://alqon.lt
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l'écart H (g ; fI ) à la loi fj à ajuster ; cette loi gXJ appartient 

à la fibre F(f ) et elle en est l'unique intersection avec L(gr , g ) . 

La démonstration résulte des propriétés de H(p_ ; q_) : (cf Trai
té loc, oit,). 

a) pour q fixé, H(p ; q ) est une fonction de p continue sur 

le simplexe P des lois de probabilités sur I (plus exactement sur 

le simplexe fermé : i.e. avec les lois p_ comportant des masses p. 

nulles ; en effet x log x est une fonction continue tendant vers zé
ro par valeur positive) ; 

b) la fonction H(p ; q ) est positive et ne s'annule que si 

Pi = gi' 

c) la fonction est strictement convexe : en ce sens que si l'on 

se restreint à faire varier p sur un segment de droite : (e.g. p* '= 
p i O Ï + t {Vil) " p i 0 ) ) ; o ù Pi 0 > e t A1] s o n t d e u x l o i s s u r I ) H<pî t ) îq I> 
est une fonction strictement convexe de t (pour te (0,1)) ; ou enco
re une fonction dont la courbe représentative est située au dessus de 
chacune de ses tangentes ne la touchant qu'en un point. 

Ceci rappelé, de la continuité (a) résulte l'existence d'un g__ 

réalisant le minimum absolu de Htg-j-j ; f-j-J sur L(g , g ) (plus exac

tement sur Hgj. ; g^ n PIJ : au sein du simplexe). Ce gXJ est inté

rieur à PIJ (i.e. les g^. sont tous non-nuls), parce que en bref, à 

l'origine la d-érivée de x log x vaut -». En écrivant que les dérivées 
partielles de H par rapport aux g . s'annulent sous les (contraintes 

de marge on exprime exactement que g est un point de la fibre F(f__). 
i j ±j 

En effet : 
H C gIJ ? fIJ ) = Z{gij logtgij/fijHi* I, J*J> 

3H/3gi:j = 1-log (g^/f^) ; 

les équations de contrainte sont : 

V i : Z. g ^ = g. - Z. dg.. = 0 ; 

v j : ïx gi:j = g. - r. dg.. = 0 ; 

une combinaison linéaire de ces contraintes avec coefficients et. , 6 . 
doit donner dH = 0 ; i l faut donc que x 3 

V i, j : 1 - logtg.j/f^) = a. + Bj ; 

ce qui équivaut à la condition g__e F(f__) : i.e. il existe des A. ,B . 

tels que V i,j : g = A± B. f± . Enfin l'unicité de l'extremum de H 

(donc de l'intersection L(g , g ) n F(f__)) résulte de la convexité 
stricte. i J u 

Reste à justifier l'introduction de l'écart H : en bref, on re
monte les calculs qu'on vient d'effectuer : pour que le point d'écart 
minimum soit de la forme g. . = A. B. f..,il faut que log (g. ./f. .) soit 

de la forme ou + 6 ; et ceci résulte de la condition d'extrémalité si 
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3H/3g. . est une fonction linéaire de log(g± ./f ̂ ) : d'où H par inté

gration (il importe peu qu'on pose 3H/3gi. = a log ^9^^/^^A) + b/ avec 

a et b autres que a = -1 et b = 1 : car vu que Eĝ .1 - 1/ b ne joue 

aucun rôle ; quant à a son choix n'est qu'un choix d'échelle : il faut 

seulement prendre a négatif ; afin que le signe de H soit +) . 

3.4 Convzn.gzncz dz l' algon.lt km z : Nous considérons l'algorithme a) 
du § 3.1 : 

(0) _ . (1)= ( . . . <2) = (1) ( , (1) . 
XIJ " fIJ ' Xij f i j t g j / f j } ' Xij Xij l gi / Xi ' ' ••" 

x { f ) = x ^ 1 \ g i / x {
2 n " 1 > ) ; d'où : x<2"> = g . ; 

x(2n +l). x(2n) ^ ^ n ) , ; d , Q Ù ; xÇ2n +l)_ g. . 

L'essentiel est de vérifier la convergence des marges vers g_ et 
gT. Pour cela on note : j 

E(m> = E ^ x ^ - gj* t.\x™- g.| ; 

plus précisément selon la parité du rang l'une ou l'autre des deux 

sommes dont se compose E est nulle (car alternativement l'ajuste
ment est exact, soit à g soit à g ) ; on a : 

E* 2»-" = Z j x l 2 - 1 * - g j , E<2*> = Z.|xj2n> - g.|. 

On va montrer que la suite des E tend vers zéro comme une pro
gression géométrique de raison (1-e) inférieure à 1 (e sera fixé ci-
dessous par le lemme 1 : plus précisément on a la 

proposition : V m : E ( m + 1 > (1 -e)E ( m ). 

De la proposition, il résulte facilement que chacune des suites 
xii c o n v e r g e quand m -+ °° : car en bref la variation |x. .'- x..+1'|est 

majorée par | (g^/x^"0) - l | ou |g./x!m)) -l| , eux-mêmes majorés par 

le terme d'une série géométrique de raison (1 - e ) . 

Reste à établir la proposition : pour cela, on fait usage du 

lemme 1 : il existe un nombre e positif auquel à tout rang m , 

tous les termes x,.mj de la matrice x^1? sont supérieurs. 

Nous démontrons d'abord la proposition, puis le lemme. 

démonstration de la proposition : considérons par exemple la pa
rité m = 2n-l (le cas m pair se traite de façon analogue en éc han-

geant les rôles de I et J ) . En calculant E1 n' en fonction du ta

bleau x1 n" ', il apparaît que E1 n' est une somme de termes dont les 

valeurs absolues ont pour somme E ~ J ; avec dans E^ n' certaines 

destructions de termes de signes opposés qui nous assurent l'inégali-

té E ( 2 n><(l- E) E*
2"- 1*. On a : 

http://algon.lt
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E'21» = Z. | X<2"> - g. | 

= £j I ï i { x l j n _ 1 ) <s1/*J
2n"1,>) - g j l 

= E. l E . f t x ^ - V x ^ - ^ X g . - x ^ - 1 » , } ! 

(où on a tenu compte de ce que x^2"""1* = z. x??11"1* = g.) ; de plus 

parce que Z± g± = Z± x|
2n~1) = 1, on peut écrire : 

E'*» = Z. ^.{((x'f-^/x^- 1)) -E)(g. - x^
2"-1',}! 

* £ijlgi-Xi(2n"1)l«Xljn"1>/Xl2n"1)> - £» ' 
où on a tenu compte de ce que la norme Z . des modules des sommes par
tielles Z. —*• — - — * - •• - -

e t de ce 
^ e s t majorée car l a somme générale des modules des termes ; 
aue t x ± . / x i ) - e) - ( x . . / x ) - e , parce que l e quo-

l ) / v (n i ) J f / i»=„^^ 1« -. J - . ._ i„ ,_ . .„ * . t i e n t X .7 /X!™' e s t d 'après l e lemmeJsupérieur à e . Donc 

E<2»> * E . | g . - x f - 1 ) l l t l j l x l ^ î y x p ^ J j - e C a r d J ) 

" Z i | g i " x i 2 n " 1 } ) l U - e C a r d J) 

* E ( 2 n " 1 } ( l - e C a r d J ) < E ( 2 n " 1 > ( l - E ) . 

Ce qui achève de démontrer la p r o p o s i t i o n . 

Reste l e lemme 1, qu'on déduira des lemmes 2 e t 3 . De façon pré
c i s e on notera (cf § 3 .2) : * * 

xfm) = A f m ) B<m) f 

compte-tenu de ce qu'on a ajusté alternativement aux marges q et q , 
on a : ' 'I yJ ' 

V j V n : B*2""1* = B<2n> ; V i v n : A ^ - 1 * = A<2n>. 

^ ^ Définissons maintenant deux constantes K et k qui permettent de 
definxr e et interviennent dans l'énoncé des lemmes 2 et 3 : 

K = l/inf{f±j|ie I, j e J} ; 

k = inf (inf{g±|i e I}, inf{g jej}) ; e = (k/K)2. 

Ceci posé on a (en notant simplement supA*m) pour sup{A(m} I i e 1} 
et de même pour B , pour inf.. . ) * 

lemme 2 : V m : sup A(m) sup B ( m ) < K . 

preuve du lemme 2 : xfm) =A.(m) B(m) f < 1 • 

i] i 3 ij 

lemme 3 : V n : inf At2nï sup B(2n_1)> k ; 

inf B ( 2 n + 1' s u p A<2n) , k . 

preuve du lemme 3 : démontrons par exemple la première inégalité. 

Soit i tel que A.[2n) = inf A(2n) ; on a (en se souvenant de ce que 
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B(2n) _B(2n-l)) ; 

k < g. =x.(2n> = E. A.(2n> B! 2"- 1) f.. 3i l D i 3 ij 

<inf A^supB^" 1) I. f±j < inf A^supB^"
1) 

(2n+l) preuve du lemme 1 : e.g. au niveau m = 2n+l ; (avec K 
A(2n)...) : 

inf B ( 2 n + 1 ) inf A ( 2 n + 1 ) = inf B ( 2 n + 1 ) inf A ( 2 n ) 

= (inf B'*»1* sup A(2n))(inf A ^ s u p B ^ A s u p A ^ supB^"1*) 

* k2/K ; d'où : 

(2n+l) _ ,(2n+l) „(2n+l) 
Xij ~ fij Ai Bj 

* inf{fi;j} inf A
(2n+1> inf B(2n+1> = k2/K2 = c. 

Ce qui achève la démonstration du lemme 1, de la proposition ; et 
donc de la convergence de l'algorithme. 

3.5 Pn.opn.lztz* dz la mztkodz R.A.S. zt gznzn.allhatlon : La propriété 
d'agrégation est vérifiée par la méthode RAS, sous sa forma restrein
te, i.e. à condition qu'on se borne à agréger des lignes ou des colon
nes de même profil. Et il faut souligner que dans le traitement d'un 
tableau de nombres positifs la méthode RAS n'introduit pas de nombres 
négatifs. La méthode se généralise aisément à une correspondance mul
tiple : par exemple à l'ajustement d'un tableau ternaire f____ à des 

IJK 
marges imposées gx , g , g . En revanche le fait que tous les f. . soient 
strictement positifs joue un rôle essentiel. Certes les algorithmes 
du § 3.1 peuvent s'écrire pour un tableau f quelconque : mais la con
vergence n'est pas assurée ni même l'existence d'une solution . On en 
peut juger dès le cas le plus simple d'un tableau 2*2 (cf Ph. L'Hardy 
in Ann. de l'INSEE N« 22-23, 1976). Mais à supposer que l'algorithme 
aboutisse, le résultat obtenu g comportera nécessairement des zéros, 
là où on a le tableau f__. 

±J 

4^ hjti&tzmznt d'apKZà unz analuhz iacton,lzllz : Dans ce § nous consi-
dérerons exclusivement des tableaux de correspondance binaires, ou ta
bleaux rectangulaires, de nombres positifs ou nuls de total 1 . Deux 
des formules considérées ci-dessus, évoquent la formule de reconstitu
tion de 1'analyse des correspondances. 

a) Par minimisation d'une distance quadratique comportant des 
coefficients convenables (cf § 2.2) on a obtenu : 

gij - (fij " fi fj> + 9i 9j » 

Dans c e t t e formule g. g. représente l e 1-er terme d'une l o i g T T 

de marges gx , g j : l e terme qui correspond à l 'hypothèse d'indépendan
ce . Tandis que f. . - f f e s t dans l a décomposition de fTT , l ' é c a r t à 

^ ^-J J- J I J 
l'indépendance ; ou encore l e terme dépendant des f a c t e u r s non t r i -

( f ij - f± v = f i fj < v * r v * > GC^>}> 

http://Pn.opn.lztz*


98 J. L. MADRE 

En somme gTT est construit en prenant le terme principal fourni 

par les marges imposées g_ et g ; et l'écart qui provient du tableau 

fT à ajuster. 

b) Une voie pour aboutir itërativement à la solution RAS est de 
poser (cf 3.1 (c)) : 

' i j œ c V V V - c ( f i j / ( f i *j» ' i gj '• 
(où c est une constante introduite pour que le tableau construit ait 
bien pour total 1) . Dans cette formule (qui n'est qu'approchée ; mais 
est analogue à la formule exacte) , on rapporte la loi cherchée g__ au 

produit g_ g_ des marges imposées ; et on accepte pour densité 

(g- /(g- g)) f la densité même (f. ./(f. f . )) du tableau initial par rap

port au produit de ses marges. 

Il semble donc opportun de construire d'après l'analyse factori
elle du tableau f__ donné, un reste r -1 tel que la formule : 

.Lu 

g. . = g. g. (1 + r1^) 

représente effectivement une loi g ajustée aux marges imposées. 

Prendre tel quel le reste r1^ correspondant à la loi f donne 
la formule : 

gXj -gx g3 U + V
X T Fa(i> V*>»' 

<où les A , F , G sont ceux issus de l'analyse de fTJ) : -et lion sait 

(cf b) que cette formule ne représente pas une loi ayant exactement les 
marges imposées g_ et g_ : en fait il n'est même pas assuré que le to
tal du tableau ainsi construit soit 1. Il faut donc de quelque manière 
modifier les F„, , G (voire les A J issus de f,,. 

Ot ut Ct LO 

Une première voie est de substituer aux F des fonctions F^ de 
c a a 

moyenne nulle, deux à deux non corrëlées et de variance A pour la loi • 
marginale gT (différente de f T). Le plus simple est de raisonner plu-

I tôt sur les *p (facteurs de variance 1), en commençant par le facteur 
trivial y (constant et égal à 1) ; et de construire la suite destf g 

0 T 

par orthonormalisation de la suite des *P relativement à la loi margi
nale imposée gx ; les nouveaux facteurs y** sont combinaisons linéaires 
des facteurs originels v> ; (le terme en *p ou terme constant sur I , 

P a 

fournissant en particulier le décalage nécessaire pour que les <P ̂  

soient de moyenne nulle). L'on procède de même pour les facteurs *P 
sur J , qu'on orthogonalise relativement à g . Les calculs reposent 
sur la procédure classique d'orthogonalisation de Schmidt et Hilbert 
(cf TII B n° 12 § 1.3) dont L. Lebart a écrit un programme efficace. 
'L'intérêt de cette voie est que par retouche des résultats de l'ana
lyse factorielle du tableau donné f , on obtient un tableau gTT a-
juste aux marges imposées g_ , g_ , et dont les F̂ , = X**2 V? et 
G et = ^cT ^ot s o n t Précisément les facteurs (les valeurs propres restant 

Aa) : cette dernière propriété est évidente sur la définition même 

des g : 
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S l j - S i S j < 1 + V X a ^ ( i ) G ^ ( j ) } ) , 

compte-tenu de 1 'orthonormal isat ion. 

Toutefo i s , on peut craindre que la r o t a t i o n des f a c t e u r s qu' i m 
pl ique l ' o r t h o g o n a l i s a t i o n n 'about i s se f inalement à un gT T dont l a 
forme so i t .moins proche de c e l l e de fT , qu'on ne l e d é s i r e r a i t . C'est 
pourquoi on a également tenté une deuxième v o i e . S o i t l a formule : 

g ± j = g± g3 d + V ^ ( F B ( i ) - A U ) ( 6 B ( j ) - B a ) } ) ; 

i c i on a conservé l e s facteurs F , G i s s u s de l ' a n a l y s e du tableau 

constant , A , B . On peut montrer, e t c ' e s t l ' o b j e t de l ' a r t i c l e 
[AJUS. MARGES FAC. ] que pour des va leurs f a c i l e s à d é t e r m i n e r des 
constantes AQ , B , l e tableau g I J d é f i n i c i - d e s s u s a en e f f e t l e s 
marges imposées g_ ,g . Cette deuxième méthode plus simp'le que l a 
précédente, a t o u t e f o i s re lat ivement à c e l l e - c i un inconvénient : l e s 
(F a ( i ) - Aa) e t (Ga(j) - B ) ne sont pas l e s fac teurs i s s u s de l ' a n a 
lyse du tableau a que l ' o n c o n s t r u i t ; en f a i t c e s f o n c t i o n s n 'ont 
même pas moyenne n u l l e pour l e s l o i s marginales g_ e t g_ ; pour ne 

I J 

rien dire de l'orthogonalité. Mais il est en revanche facile de si

tuer les profils des lignes et colonnes du tableau g_ par rapport à 

ceux relatifs au tableau initial f_T , en adjoignant g_, en lignes et 
lu Xu 

colonnes supplémentaires à f ; ainsi qu'on l'explique dans l'arti
cle cité. Ainsi on ne peut apprécier de visu, les déformations du ta
bleau qu'entraîne l'ajustement à des marges. 

Dans l'une et l'autre voie il faut éventuellement éliminer les 
gi- négatifs, comme on l'a dit au § 1.4. Un avantage de l'analyse fac
torielle est que la formule de reconstitution peut être arrêtée au 
nombre de facteurs qu'on désire : ainsi le tableau ajusté est cons
truit en quelque sorte après filtrage du tableau donné (en ne rete
nant de celui-ci que les facteurs qui représentent une structure ré
elle ; et non des fluctuations d'échantillonnage). Enfin l'ajustement 
par l'analyse factorielle est compatible avec l'agrégation de lignes 
ou de colonnes à condition que les éléments agrégés aient même pro
fil cela est visible sur la formule de reconstitution (qu'on ait pro
cédé par orthonormalisation ; ou par simple décalage des facteurs 
issus de f_ ) . 

Nous terminons ici cet article, en renvoyant le lecteur à [AJUS. 
MARGES FAC.] ; et en annonçant des applications ultérieures à l'ex
trapolation des suites de tableaux. 


