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ANALYSE DE LA DIFFERENCE ENTRE DEUX MESURES 

DEFINIES SUR LE PRODUIT DE DEUX MÊMES ENSEMBLES 

[ANA. DIFF. PROD] 

par B. Escofier (1) 

0 VoinibLon dix. pKoblzmz : Urt t a b l e a u de f réquence k_ _ c r o i s a n t deux e n -
•• JL J 

semblés I et J définit sur le produit IxJ une mesure de probabilité no
tée fjj. L'analyse des correspondances de k permet d'analyser, ligne 
par ligne,et, colonne par colonne, la différence entre f et le produit 

fjfifj des mesures marginales sur I et J. Le produit fjfilf est en quel

que sorte un modèle qui correspond à l'hypothèse d'indépendance. 

Nous généralisons cette analyse à la comparaison de deux mesures 
de probabilité quelconques fZJ et f ' définies sur IxJ. En correspon
dance, les marges fI et f sont les centres des métriques du x2 définies 

sur Rj et sur Rj ; elles servent aussi de pondération. Nous prenons 
comme centre des métriques et comme pondération deux mesures de proba
bilité strictement positives quelconques g et g (définies respective
ment sur I et sur J) . J 

7 Ifcâ nuage* N[J) eX M(J) 
1.1. Le. rwLagz N(I) 

Le nuage N(I) est situé dans l'espace des mesures sur £, noté R . 
L'élément i du nuage N(I) est le point de coordonnée (f. /g.-f! /g.). J 

Il représente la différence entre les deux lignes de même indice i de 
chacun des tableaux f].J et f^j, quotientées par le terme g. . Le poids 

gjL est affecté au point i : 

Ndï^Utf.j-fîjï/g.) ; g.) [iei) 

L'espace Rj est muni de la métrique du x2 de centre g ; le carré 
de la distance du point i à l'origine des axes vaut donc 
£{<fij~fij)/gi,2/gj ljeJÎ e t s o n Sertie s'écrit £{(f±j-fj_.)

2/(g±g_.) |J6J} 

Ca& où ij=ij=Qj 

Si les marges sur I de £^ et de f' sont égales et que l'on choi
sisse pour g cette valeur commune, le point i représente la différence 
entre les profils des lignes des deux tableaux i.e. les deux mesures de 
probabilités conditionnelles induites par le même élément i sur f T _, 

d'une part et f^j d'autre part. Sinon, l'une des mesures au moins 

(fjLJ/gi ou f̂ j/gĵ ) a une valeur différente de 1 sur l'ensemble J et le 

vecteur oi ne représente pas la différence entre les profils des lignes 
des deux tableaux, mais entre les lignes elles-mêmes (à l'homothétie 
1/gi près). 

Il) Chercheur CNRS - IRISA RENNES 
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Ccu> où iy6'j=9j 

Si les marges sur J, fj et f * des mesures t et f' sont égales, 

le nuage N(I) est centré : £ ^ (f^/g^f j! j/g^ | iei } = fj~fj- D'autre 

part, l'importance relative de la différence f. ./q.-f ii^i'* J~eme coor

donnée de i) dépend de la valeur moyenne sur J de f. /<3* et de ^IA/^^' 
Or, les marges des tableaux, fj et f' sont les moyennes des mesures 

f._/g. définies sur J par l'ensemble de leurs lignes : £{ (f .yg.ïg.l iei}=fj. 

Si ces deux marges sont égales, on pourra choisir gj (qui définit la 
métrique de RT>égale à cette valeur commune..Ainsi, dans l'expression 
de la distance du x2 * entre deux points du nuage N(I), le terme corres
pondant à la coordonnée j sera quotienté par cette valeur moyenne. 

COÔ où i\yiiHj 

Si f ' j est la mesure produit fyfifj» alors fj=fj et fj=fj- Si de 

plus, on pose g =f et gj=fj/ le nuage N(l) est exactement celui qui est 

considéré dans l'analyse des correspondances du tableau fTJ- Les mesures 

définies par les lignes de f' sont toutes égales à leur moyenne fJf et 
soustraire cette mesure du profil ^ij/^i n e fait que placer l'origi
ne des axes au centre de gravité du nuage de ces profils. 

7,2. Le. nuage. A*(JJ 

La définition et les propriétés de N(J) se déduisent de celle de 
N(I) en échangeant les indices i et j. 

2 Anatyée. du nuage* U[ï) et M(J) 

Le nuage N(I) représente la différence entre les deux mesures flJ 
et f' ligne par ligne. Un point i est d'autant plus éloigné de l'ori-

gine que les deux mesures tij/Vi et f J T / ^ diffèrent ; deux points i et 

i' sont proches (resp. opposés) si la différence entre fXJ et f^j est 

analogue (resp. opposée) sur les deux lignes. La projection de ce nuage 
sur ses premiers axes d'inertie (calculés à l'origine des axes) en 
donne une image approchée qui permet de comparer facilement le comporte
ment des deux mesures sur l'ensemble des lignes. Dans le cas où f =f'«ĝ . 

les mesures définies par chaque ligne sont des probabilités condition
nelles et leur interprétation est claire. 

De même, la projection du nuage N(J) sur ses premiers axes d'iner
tie, permet de comparer les mesures f _ et f' colonne par colonne. 

Pour montrer la dualité de ces deux analyses, considérons, au lieu 
de N(I) et de N(J) leurs images N{1) et N{J) par les isométries définies 

J T 
par les métriques de IL et de RT dans leurs auaux R et R . Ces espaces L J i i * i ' 
sont munis respectivement des métriques diagonales 6j J g. e t <Si g i - La 
j-ème coordonnée du point i de N(I) e s t égale à la i-ème coordonnée du 
point j de //(J) e t vaut : 

Notons X la matrice (IxJ) de terme général x. ., X' sa transposée, 
Dx la matrice diagonale de terme général 6± g± e t Dj la matrice diago
nale de terme général ôj3 g . . Les coordonnées des projections de N(i) 
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(ou de N(I>) sur s e s a x e s d ' i n e r t i e à l ' o r i g i n e , que n o u s n o t o n s F e t 
que nous a p p e l o n s f a c t e u r s s u r I s o n t l e s v e c t e u r s p r o p r e s du p r o d u i t 

X D j X ' D j 

De même, l e s f a c t e u r s s u r J , n o t é s G , s o n t l e s v e c t e u r s p r o p r e s 
de 

X'D_ X D_ 

Ces deux matrices se décomposent sous la forme du produit (à gau
che ou à droite) de X'DI par X D . Leurs valeurs propres sont donc éga
les et leurs vecteurs propres se déduisent les uns des autres en appli
quant X'Dj ou X'Dj. Notons As la valeur propre d'ordre s de ces matri
ces, i.e. l'inertie de la projection de N(I) ou de N(J) sur leur s-dème 
axe d'inertie à l'origine : Xs = l{f±(Fg(i))2|iei} = £{g . (Gs ( j ) )

2 |jeJ}. 

Les formules de transition qui permettent de déduire les facteurs F et 
Gs les uns des autres s'écrivent : s 

P s ( i , " x i 1 / 2 ï { < < f i j " f i j , / « i ) G s ( j ) I j e j } 

G
B<3>

B*â 1 / 2ï { ( ( fij" fij ) /«j ) F s ( i ) I i8I} 

La dualité des deux analyses permet de représenter simultanément 
l'ensemble des lignes et l'ensemble des colonnes. Un élément i est si
tué (en moyenne) du côté des éléments j de J auxquels il s'associe plus 
dans fjj que dans f^j et à l'opposé des éléments j auxquels il s'associe 

moins" dans fXJ que dans f£j. Si fj^f}* le nuage N(I) et les facteurs F 

sont centrés. Si f-^fj le nuage N(J) et les facteurs Gg sont centrés. 

3 ReccnAtAtution de* donnée* 

Les facteurs Gg sont, dans l'espace R , des vecteurs directeurs 
des axes d'inertie du nuage N{I). Ecrivons les coordonnées d'un point 
i de N{i) dans la base orthonormée de RJ définie par ces axes. 

x ± j = ï U i 1 / 2 Fs(i)Gs(j)} 
s 

1/2 D'où f.j-f^g.g. I [Xsi/Z Ps(i)Gfl(j)} 

Les facteurs Fg et Gs et les mesures ?I et g_ permettent de re

constituer la différence entre les deux mesures f__ et f',. 
l J I J 

4 Ca* paJUiculieA ^«6j s f l j S^_Jj=éj=9j 

Le cas où les deux égalités £7 = 11 et fj=fj sont vérifiées est par

ticulièrement intéressant, si l'on pose, ce qui est naturel, g ^ f ^ f ^ 

et gj-fj=f'. En effet, les points des nuages N (resp.N ) représentent 

alors les différences entre les profils des lignes (resp.colonnes), le 
centre de la distance du x2 est la valeur moyenne de ces profils et les 
deux nuages sont centrés. (Si f' est le produit fyfifj des marginales, 

on obtient exactement l'analyse des correspondances). De plus, les ré
sultats peuvent être obtenus avec un programme classique d'analyse des 
correspondances en traitant le tableau h T 7 = f T T - f' + fT â fT. 

J-J lu iJ -L J 
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Vo.mon4ittia.t4.Qn 

Certains termes du tableau h peuvent être négatifs, mais ses 
marges, qui sont égales respectivement à f_ et f_, sont positives et 

les programmes d'analyse des correspondances s'appliquent. Le "profil" 
d'une ligne i de h__ est : (f . -f ! _)/f .+f T. Le nuage de ces profils 

affectés des poids f. a pour centre de gravité le point f . Le nuage 

centré, considéré en analyse des correspondances est donc confondu avec 
le nuage N(I) défini au § 2. La métrique de R est égale à fj dans les 

deux analyses. De même, le nuage des profils des colonnes est confondu 
avec N(J). L'analyse des correspondances du tableau h__ donne donc les 
résultats de l'analyse de la différence entre les mesures f et f-J-j* 

5 Etémznt* 6upptéme.ntcUAe* 

Des lignes ou des colonnes supplémentaires peuvent être prises en 
compte et projetées sur les axes d'inertie des nuages N(I) et N(J). 
Dans le cas général, les facteurs sur J, G sont calculés en diagonali-
sant la matrice X'D X Dj (cf. §2) ; les facteurs sur l'ensemble I, 

et sur l'ensemble des lignes supplémentaires s'en déduisent par la pre
mière formule de transition. Les valeurs des facteurs pour les colonnes 
supplémentaires sont déduites de F par la deuxième formule. Naturelle
ment, la mesure g (resp. g ) doit être définie sur les lignes (resp. l£S 
colonnes) supplémentaires. Dans le cas particulier du §4, le programme 
d'analyse des correspondances classiques permet de calculer aussi les 
valeurs des facteurs pour les éléments supplémentaires, à condition 
qu'ils vérifient la même propriété que les éléments principaux : pour 
chaque ligne supplémentaire, les sommes f. et f| doivent être égales 

et on pose k. .= (f. .-f ! . ) + f .f .. On met souvent en ligne supplémentaire 

la somme de plusieurs lignes pour avoir les valeurs des facteurs et des 
contributions de leur centre de gravité, cette propriété est bien en
tendu vérifiée encore pour le tableau h . Pour les colonnes, la situa
tion est identique. 

6 lnteApH.etatA.on de. Vanalyse, dan* R,, 

En plus de la comparaison ligne par ligne et colonne par colonne 
des deux mesures f__ et f',, les résultats obtenus permettent de décom-

_L J J. J 

poser la distance du x2 entre ces deux mesures. 

Plaçons-nous dans l'espace R j des mesures définies sur le pro
duit IxJ et munissons cet espace de la métrique diagonale ôi ' j /g.g.. 

i] -1- J 
La distance entre deux mesures est alors la distance du x2 de centre 
gT®gT et la norme du vecteur

 fjj~fJJ a pour valeur cette distance : 

D g l 8 g j < f i J ' f i j > = £ < < f i j - f i j , V g i g
j l i e i - i g J } 

On retrouve dans cette expression l'inertie du nuage N(I)(resp. 
N(J)), qui a été décomposé sur ses axes d'inertie. 

L'application de R1 dans son dual Rj permet d'associer à chaque 
facteur Fs, une mesure sur I notée giFs qui vaut g^ Fs(i) pour l'élé
ment i. De même les facteurs Gs définissent des mesures sur J notées 
gTGs. Les facteurs Fs(resp. Gs) étant orthogonaux pour la métrique gj 
(resp.gj), les produits gx Fs 8 gj Gs de ces mesures forment un système 
orthogonal dans RIJ : 

lid/g^j) (giFs(i)gjGs(j)) (g^g.tDgjGg.d) |iei, jej} =ÔJ|' A^ 

http://Vo.mon4ittia.t4.Qn
http://lnteApH.etatA.on


\ANA DIFF PROD\ 3 2 9 

tème orthonormé des 
e déduit facilement 

Le vecteur fjj-fJJ se décompose sur -ce systè 
{g-j-FgggjGg/̂ g} avec les coordonnées U s)

 x . (On 1 
de la formule de reconstitution des données). Donc D* (f__,f'_) se 

gjÊflgj u u 
décompose en une somme de carrés de distances entre des éléments de RJ XJ 
qui sont des produits d'une mesure sur I et d'une mesure sur J. 
7 AppJUxiatton* 

Nous avons déjà souligné l'intérêt du cas où les marges des deux 
mesures f et f' sont égales. Lorsque ces marges diffèrent, le choix 

des mesures g et g ne s'impose pas. On peut choisir, par exemple, g 
égal à fj, à f' ou à leur demi-somme. La multiplicité de ces possibi
lités ne facilite pas l'interprétation des résultats. De plus, si les 
marges sur I sont très différentes, le centre de gravité du nuage N(J) 
qui a pour coordonnées fj-f-J- est très éloigné de l'origine. Les axes 

d'inertie de N(J) étant calculés à l'origine, on risque alors de mettre 
en évidence seulement l'écart entre les marges des deux tableaux et non 
les écarts entre chacune de leurs colonnes. L'application de la méthode 
à la comparaison de deux mesures définit par deux tableaux de fréquence 
risque donc d'être assez difficile si les marges des deux tableaux dif
fèrent beaucoup. Par contre, la méthode s'est montrée efficace en pre
nant pour f^j un "modèle" -différent du modèle simple d'indépendance-

dont les marges sont égales à celle de fjj. Citons deux exemples issus 
d'une correspondance ternaire, fIJT définie sur le produit de trois 

ensembles IxJxT. Dans le premier exemple détaillé et illustré dans 
|ANA.PLUS.TAB[, nous comparons fIJT/ considérée comme une mesure sur le 
produit de (IxT) par J et notée , alors f/T _. T au modèle f' ni. _ défini 
„ a r . 1-LX1JU 11XJ.JJ 

fîtj = fijfit/fi o ù fij' fit' e t fi désignent les marges de fIJT-

Ce modèle est celui de l'indépendance entre J et T pour chaque élément i 
de I : chaque sous-tableau f }-ĵmx j est le produit des marges du sous 

tableau f(ixT\j*
 Les éléments (i,t) du nuage des lignes représentent la 

différence entre le profil f i J t/
f
i t

 e t la moyenne sur T de ces profils 

fiJ/fi. Dans le second exemple, on compare la marge f de fIJT au mo

dèle défini par fV=(I f. (f. ./f.) (f.,/f.) |iei}. La mesure f' est la 
J T- -L l j 1 1TL 1 Ol 

moyenne sur i des produits des marginales f. /f. et f. /f. ; c'est la 
marge de la mesure f/IxT\j précédente. C'est un modèle d'indépendance 
"en moyenne sur I" entre J et T. Cette technique permet donc d'étudier 
des tableaux de fréquences en référence à toutes sortes de modèles 
adaptés aux problèmes posés. 


