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SUR UNE GÉNÉRALISATION DU PROBLEME DE L'AJUSTEMENT 

D'UNE MESURE A DES MARGES 

[GEN. AJUS. MARGES] 

parJ,P. Benzécri (1) 

0 Rappel -&U*. V a.ju*£zme.vi£d1 une. meauAe à dz& moLKao.* : Nous repre
nons l'exposé de J.L. Madré {IMETH. AJUS. MARGES] ; C.A.D., Vol V 
n° 1 ; pp 87-99 ; 1980) en suivant pour les généralisations, A. Bener 
(IINTER. CORR. MULT.l ; C.A.D., Vol VII n° 1 ; pp 25-32 ; 1982). 

Considérons d'abord le cas binaire. On suppose donné deux en
sembles finis Jl et J2 munis chacun d'une loi de probabilité (mesure 
strictement positive de masse totale 1) m . , m - ; on considère de 

plus sur le produit S = Jl * J2, une loi q„ ; on cherche une loi pg 

ayant pour marges p_, = m71 et p_2 = m_2 , et de plus aussi voisine 

que possible de qg. Pour préciser le problème, il faut dire en quel 

sens on entend "aussi voisin que possible". Une possibilité est de 

mesurer l'écart entre p_ et q„ par l'entropie relative H(pg ; qg) : 

H(ps;qs) = Z{ps log2(ps/qs)|s c S}. 

On montre alors (Madré § 3.3) qu'il existe une mesure p uni

que réalisant le minimum de H(p_;q_) sous la condition d'avoir des 

marges imposées m 1 et m_2. De plus, cette mesure p„ peutencore être 
caractérisée, ses marges étant celles fixées, par la condition que sa 

densité (p /q ) relativement à q^ , (considérée comme une fonction de 

s = jl,j2) puisse s'exprimer comme le produit d'une fonction de j1 

et d'une fonction de j2. Cette dernière propriété suggère pouur la 

recherche de p_ un algorithme, dit RAS, sur lequel on reviendra 

(§§ 3 et 4). 

Passons au cas ternaire : S = J1.J2.J3. Ici, on proposera deux 
généralisations du problème binaire. D' u*ve part étant donné deux 
lois mqet q„ sur S, on peut chercher une loi pg , ayant mêmes marges 

simples que mg , i.e. : 

PJ1 = mjl '' PJ2 = mj2 ; PJ3 = mJ3 ; 

et de plus "aussi voisine que possible de qq
M- D'autre part, on peut 

égalera 

que mg f 

également demander que la loi inconnue p^ ait mêmes marges binaires 

(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 
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PJ1.J2 = mjl.j2 ; PJ2.J3 = mj2.j3 ; PJ3.J1 = mj3.Jl* 

Le lecteur aurû remarqué, qu'au lieu de donner des marges, com

me dans le cas binaire, nous donnons une mesure mq et demandons que 

p ait mêmes marges que m : en effet (cf. iCOîlTREXEïlPLE ïlARGES] à paraître) 

trois lois binaires (sur J1.J2, J2.J3, J3.J1) ne sont pas nécessaire

ment les marges d'une loi ternaire, même si elles ont les mêmes mar

ges simples (sur Jl, J2, J3) : au contraire la donnée des marges par 

une mesure m_ assure, a priori, que le problème posé est soluble. 

Dans le cas ternaire comme dans le cas binaire, si la distance 
entre p et q est mesurée par l'entropie relative, il y a existence 
et unicité de la solution ; de plus les marges de p étant imposées, 
cette mesure peut encore être caractérisée, par le fait que la den
sité (p /q ) soit une fonction de s(s=(jl,j2,j3)) d'une certaine 

forme : si on impose les marges simples, la densité doit être le 
produit de trois fonctions dépendant chacune d'une seule des trois 
coordonnées jl, j2, j3 de s ; et si on impose les marges binaires, 
la densité doit être le produit de trois fonctions dont chacune dé
pend de deux des trois coordonnées jl, j2, j3. Il revient au même 
de dire que le logarithme de la densité peut s'exprimer comme la 
somme de trois fonctions (respectivement chacune d'une, ou de deux 
variables). Il importe de noter que ce n'est pas une condition vi
de : les calculs de A. Bener montrent bien qu'une fonction de s ne 
peut en général s'exprimer comme somme de somme de trois fonctions 
dépendant respectivement de (jl,j2), (j2,j3), (j3,jl). 

Il est aisé de généraliser à des tableaux quaternaires ou de 
multiplicité supérieure à 4. L'intérêt de ces problèmes apparait 
dans l'analyse de correspondances multiples. Bornons-nous ici, pour 
la simplicité de l'exposé, au cas ternaire. On analyse communément 
un tableau ternaire I.J.T, en adjoignant au tableau binaire I.J, 
des lignes et des colonnes supplémentaires, it et jt, fournies par 
les étages (indicés par t e T) du tableau ternaire. On obtient ain
si une représentation de l'ensemble de l'information que recèle le 
tableau I.J.T. Mais ici une question se pose : l'étalement sur les 
graphiques des points it, jt, représente-t-il proprement une inte
raction ternaire (au sens de [INTER. CORR. MULT.l, ou résulte-t-il 
seulement de l'effet conjugué de toutes les interactions binaires; 
autrement dit, serait-il le même (à des fluctuations peu sensibles 
près) si au tableau ternaire I.J.T on substituait un tableau ayant 
mêmes marges binaires que celui-ci et construit d'après ces seules 
marges binaires. Et pour cette construction, une voie s'offre ici 
(explorée par C. Grossetête) : substituer au tableau donné initial 
appelé m_), le tableau pq ayant mêmes marges binaires que mq , et 

de plus, aussi proche que possible de qg = mT.mT.m_ (loi produit 

des marges simples du tableau donné). 

Dans la suite, on considère un "problème d'ajustement suivant 
des partitions" qui nous paraît comprendre tous les problèmes parti
culiers d'ajustement à des marges qu'on peut concevoir pour des cor
respondances multiples. Le "problême d'ajustement suivant des parti
tions" rentre lui-même dans le cadre d'un "problème linéaire géné
ral" d'ajustement. 

On démontre d'abord pour le "problème linéaire général" 
l'existence et l'unicité d'une solution, caractérisée soit par le 
minimum d'une entropie relative, soit par la forme du logarithme 
d'une densité. Puis pour résoudre le "problème d'ajustement suivant 
des partitions", on propose un algorithme itératif généralisant l'al
gorithme" RAS ; algorithme dont on démontre la convergence. 
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' A/"**fc"e** suivant da* partition*, at ajtutme.nt tïnlaïne. glnVuxl 

''. '. IjMtZMtnt suivant de.* pantltion* : On considère un ensemble 
fini S muni d un ensemble EC de partitions ; une partition, élément 
de EC sera notée C, C etc. . A toute mesure P g sur S est associée 
une mesure induite pc sur toute partition C de S , suivant la for
mule ; 

Pc = iPclc £ C} ; 

V ce C : pc = Z{psls 6 c} . 

A partir de EC, on définit une relation d'équivalence entre 
mesures sur S, qui généralise celle d'avoir certaines marges égales 
entre-elles ; c'est la relation d'avoir même mesure induite sur tou
te partition C de EC : i.e. 

P s*m goV c € EC : pc = mc. 

Il est clair que la relation d'avoir un certain nombre de mar
ges en commun rentre dans ce format ; car e.g. si S = Jl J2 J3 la 
marge de pg sur J1.J2 n'est autre que la mesure induite par* p ' sur 

( j l K r ^ } 1 ^ J 1' J 2 d S S ' d ° n t l G S c l a s s e s s o n t l e s sous-ensembles 

«.-m-^eCi ?°Sé' le p r o b l è m e d'ajustement suivant un ensemble EC de 
partitions s énonce comme suit : étant donné deux lois de probabili
té sur S , ms et q s , trouver une loi pg telle que V C £ EC, p = m ; 
et que sous cette condition H( P g ; q soit minimum. C 

Uî tqûv&ttnct Untaiie. QtnlKalz : On considère un sous-espace 

vectoriel LS de l'espace RS des fonctions à valeur réelle défini sur 

S ; on suppose explicitement que LS contient la droite des fonctions 

constantes sur S . A partie de LS on définit une relation d'équiva

lence entre mesures sur S. 

De façon précise étant donnée une loi ms sur S la classe d'é

quivalence L~ (ms) de la mesure mg est définie par la formule : 

L_1(ms) = {ps!ps€ Rs ; V ^
S c L S : ̂ S o p s = ^

s o m g } . 

(où on a noté : * ° Ps = Z{*
S pg I s e S}, et de même pour *>S o m ) . 

En d'autres termes , L_1(mg) est J 'ensemble des mesures sur S 

pour lesquelles toute fonction *>S de LS a même intégrale que pour 

la loi ms. En imposant de plus à pg d'être une loi sur S , on obtient 

ce que nous appellerons en bref la facette associée à m_ soit : 
-1 
L (ms) n £ (S) f 

(où gL(S) est le simplexe fermé des mesures sur S de masse totale 1 

pour lesquelles tout point s a une masse mg positive ou nulle). 
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]. 3 EquA.vcLte.ncz LJLnzoLi.nz gznzAalz zt équivalence suivant unz pantï-

ti.on : Il importe de voir que rentre dans ce format la relation 

introduite au § 1.1) d'avoir même mesure induite sur un ensemble EC 

de partition de S . Soit d'abord C une partition unique de S : tou-
c C C s 

te fonction *p sur C , (̂  e R ) , induit sur S une fonction \p défi
nie comme suit : 

V s c S : *S = *C(S) , 

où C(s) désigne la classe de s dans la partition C. A l'espace vec-
C S 

toriel R correspond aussi un sous-espace L (C) ensemble des fonctions 

sur S qui sont constantes sur chacune des classes c de la partition 

C . Il est clair que sont équivalentes les deux assertions suivantes? 
a) m et p induisent même mesure sur C . 

b) V ^ S £ LS(C) : *S « ps = *>
S o ms . 

S C 
En effet, y o p = y « p. ; et de même pour m . 

Si maintenant on considère un ensemble EC de partitions de S , 

on prendra pour L* (EC) le sous-espace de R engendré par l'ensemble 

des sous-espaces L (C) défini par une partition C , élément de EC . 

En particulier, si S ~ J1.J2.J3, il revient au même d'imposer 
à une mesure p d'avoir mêmes marges binaires que la mesure m„ , ou 

-1 S 
d'imposer que pg soit dans L (mg) , l'espace L étant ainsi défini : 

c 
L ~ sous-espaces des fonctions s'exprimant en combinaison li

néaire des fonctions de deux variables (jl et j2 ; ou j2 et j3; ou 
j3 et jl) . 

1.4 Aju&£zmznt lA.ne.alKz général : Comme dans le cas de l'ajuste

ment à des marges binaires (Madré § 3.2), on définit la fibre Mq s) 

associée à une loi qg par une condition sur la densité : 

L(qg) = (PSIPS ^ Rs : log(pg/qg) £ L
S} 

où par logïPc/q^) o n n o t e la fonction dont la valeur pour s est 

log(ps/qs) . 

Ceci posé, le problème général associé à L s'énonce comme 

suit ; étant donné deux lois de probabilités sur S , m et qg , trou

ver une loi pg telle que pg £ L~ (mg) n 2? (S) , et que sous cette con

dition H(ps ; qsï soit minimum. On montrera qu'au lieu de la condi

tion de minimum il est équivalent de demander que pg e L(q ). 

Aussi bien dans le calcul de H(ps;qg) que dans la définition 

de L(qe), il faut prendre garde aux valeurs nulles de q (aux points s s 
s dont la masse pour qg est nulle). Dans H(pg;q ) il importe peu que 

p soit nul car p̂ . logtpVq^) est nul ; en revanche q̂ . = 0 , p f 0 s s s s s s 

http://EquA.vcLte.ncz
http://lA.ne.alKz
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conduit à un résultat infini. Dans la définition de Mq s) intervient 

la densité (ps/qq) dont le logarithme doit être une fonction finie 

de s : ce qui restreint à considérer des p„ ayant même support que 

qq (i.e. ayant des normes non-nulles aux mêmes points s ) . Ceci con

duit à poser les restrictions suivantes : 

m étant fixé, en résulte la facette L~ (m ) n Sï(S) : on défi

nit le support générique de la facette comme l'ensemble S* des 

points s de S , ou l'une au moins des mesures de la facette a une 

masse non-nulle ; en fait, la facette est un polyèdre convexe, et 

toute mesure qui est représentée par un point intérieur à ce polyè

dre a pour support S ' . Ceci posé on suppose désormais que qs a pour 

support S ' ; et en général on se restreint à considérer des mesures 

dont le support est S' ou est inclus dans S' : ce qui revient à res

treindre S à S' . 

2 Exlàtzncz zt unJLdÀ.to. de la &olu£i.on poun le problème llnzainz 
S -1 QZnzkal d'aju&tzmznt : On conserve les notations L , L (mq) , 

L(q ) posées au § 1 ; de plus, conformément à la restriction qui 
-1 précède, on suppose que q_ a pour support S et que L (m_) contient 

des mesures ayant pour support S ; i.e. : 

qg £ S&
+CS) ; 2t+(S) n L_1(mg) ? 0 

alors on a le théorème suivant : 

Le minimum irvE{H (p;q) | p _ L~ (mg) n £J (S) } est réalisé pour 

une mesure unique pg ; p est un point intérieur à la facette et de 

plus il constitue l'intersection de la fibre de qq avec la facette : 

P £ ̂  + (S) ; pg = L(qg) n L
 1 (mg) 

Nous démontrons successivement des assertions a, b, c, en les
quelles se décompose le théorème. 

a) Sur la facette le minimum de H(pg;q ) est réalisé en un 

point p unique. En effet (cf. Madré § 3.3) sur la facette (qui est 

compacte), H(ps,qg), considéré comme fonction de pg , est une fonc

tion de pq , -est une fonction définie continue strictement convexe ; 

en ce sens que que si on se restreint à faire varier pg sur un seg

ment inclus dans la facette (p(_t} = t p(Q
0)+ (1-t) p ( ^ ; t e (0,1) ; 

(0) (l) (t) 

p g £ facette ; p g £ facette) H(pg ; qg) est une fonction stric

tement convexe de t (i.e. dont la courbe représentative est située 

au-dessous de chacune de ses tangentes et ne la touche qu'en un point); 

(voir aussi Traité TIB n° 5 § 1.3). 



3 6 4 J.P, BEMECRI 

b) Le minimum est réalisé en un point intérieur à la facette. 

En effet soit p ç un point intérieur à la facette et p(e°*un point 

de la frontière de celle-ci (point où une masse pi au moins est 

nulle) ; alors sur le segment <Pg0), p^ 1 5 la dérivée de H f p ^ , qg) 

par rapport à t vaut - °° pour t = 0 (ceci résulte de la propriété 

correspondante de la fonction x log x) . 

c) la différentielle de H(pg;qg) restreinte à la facette s'an

nule en un point p g intérieur à la facette L - 1 (mg) n S (S) si et seu

lement si p g e M q s ) • 

Pour simplifier les notations nous substituons dans la défini
tion de H le Log supérieur au log 2 ; ceci fait, on a : 

3 H ( p S î q S ) / 3 p s = X + L°g<p s /<ï s>-

La différentielle de H(pg;qg) pour p g £ Rg , ou système des dé

rivées partielles calculées ci-dessus est donc : 

8H(ps;qg)/3ps = Ô
S + Log(pg/qg) ; 

g 
{où 6 désigne la fonction constante 1) . La différentielle de H res
treinte à la facette s'annule en p si et seulement si on a pour tout 
vecteur tangent à la facette : i.e. dp £ L-1(0)) : 

l{ OH/3pe)dp |s £ S} = 0 ; s i s 

ce qui équivaut à 

6S + Log(pg/qs) £ L
S ; où : L0g(ps/qg) £ L

S , 

(puisque 6 e L
S par hypothèse) ; i.e. p e £ L(q_). 

d) Si la différentielle de H(pg;qg) (retreinte à la facette) 

s'annulle en p g ; ce point p g est le minimum absolu de H sur la fa

cette. En effet, de la stricte convexité de H, il résulte que tout 

segment de la facette passant par p g , H atteint en ce point son mi

nimum unique. 

On complétera le résultat obtenu en démontrant qu'au point p e , 

la fibre L(qg) et la facette L (mg) se coupent orthogonalement, pour 

la métrique du x2 de centre p g ; et plus précisément que la tangente 

à la fibre est la sous-variété linéaire perpendiculaire en p â la 

facette. 

Remarquons d'abord que la fibre M q g ) peut encore être définie 

comme L (p ) , au sens suivant : 

L(qg = L(pg) = {fslfs e Rg ; Log(fg/pg) e L
S} ; 

si fg = p g + dpg , la définition qui en résulte pour un vecteur dpq 

tangent à la fibre est simplement : 
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g 
fibre : (dpg/pg) e L . 

Cependant l'équation des vecteurs d'pc tangents à la facette 
est : b 

facette : V *?S e LS : * S ° d*pc = Zl<fiS d'p }= 0 
o s s 

Or le produit scalaire dans la métrique du x2 de centre pq est : 

<dPs'd,VpS = Es { ( dP S
 d ,Ps/P S

) } ; 

ce produit est nul parce que (dp/p) e L ; et l'espace tangent à la fi
bre peut être caractérisé comme l'ensemble des vecteurs perpendicu
laires à tout vecteur de la facette ; cqfd. 

L'orthogonalité de la facette et de la fibre, rftsulte encore 

de ce que, pour des points p' , q' voisins de 1 ' intersection p l'en

tropie relative H<P's;<3'g)
 e s t < â u n coefficient 2Log2 près) équiva

lente au carré de la distance du x2 de centre p_ entre p' et q' : 

H(p's;q's) « (llp's - q'gl'ps /(2 Log 2)) 

3 AlgofiA.th.mz RAS gznzn.all4>z poun. Vajuhtzmznt suivant un zn&zmblz 

dz pan.ti.tA.ont> 

En général, il semble qu'on doive chercher le point p_ , défini 
par : 

{pg} = L"
1(ms) n L(qg) , 

en se déplaçant sur la facette L~ (mg) n £Ë (S) , suivant le gradient 

de N(pg;q ). Mais la méthode RAS procède en se déplaçant dans la fi

bre Mq g) ; nous montrerons que cette méthode d'étend à l'ajustement 

suivant un ensemble de partitions. 

3. 7 Aju&tzmznt multX.plX.catX.j Autvant unz &zulz paKtX.tX.on : Repre

nons le problème de l'ajustement d'une mesure q à une mesure mc 

suivant un ensemble EC de partitions : au § 2 on a montré que ce 

problème admet une solutioon unique qu'on notera pg. Bien que pg 

soit précisément l'inconnu du problème, il est licite de se placer 

par rapport à pr considérée comme origine pour étudier la convergen

ce d'un algorithme itératif. De ce point de vue, on dira que mq est 

un point de la facette de pg ; et qg , un point de la feuille de pg : 

mg £ L"
1(ps) n g»(S) ; qg £ L(pg) = L(qg) ; 

et l'ajustement à mg peut aussi bien être regardé comme un ajustement 

à p s . 

Comme l'ajustement suivant une seule marge, l'ajustement sui
vant une seule partition C se réalise sans itération, par simple 
multiplication. Partant d'une mesure yg e

 L(Pe) = ^ ¾ ) ' i1 suffit 
de poser : 

c(y;ps) = rs(vc/vc) • ys= (mc/yc) .ys 

http://AlgofiA.th.mz
http://pan.ti.tA.ont
http://paKtX.tX.on
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v s e s : y s = (pc(s)/yc(s)) ys ; 

(où C(s) désigne, comme de régie, la classe de s dans la partition 
C) . 

Il importe de noter que l'on s'est ainsi rapproché de p , au 

sens de l'entropie relative : de façon précise on a : 

H(ps;y'g) = H(pg;ys) - H(pc;yc) ; 

où la quantité H(pc;y ) est strictement positive ; à moins que pr = 

yc = m ; auquel cas l'ajustement multiplicatif suivant C était 

inutile et est sans effet. Il suffit d'appliquer la définition de H. 

H(ps;y'g) = Z{ps log(ps/y's ) |s £ S} 

= l{lips log(ps/y's)|s e S}|C£C} 

= £d{p s log((ps/ys)(ys/y's) I S£ clc£ C} 

- U p s log(ps/ys) |s £ S} 

+ Z{E{ps log(yc/pc)|s e C}JC£C} 

= H(pg;ys) - H(pc;yc). 

3.2 AtQon.tth.mz d'aj'u&tzmznt multX.plX.cattj altzn.natl{ : Posons : 

v ( 0 ) _ _ . < 1 ) _ ^ 1 ) , ( 0 ) . - . . „ ( 2 ) r ( 2 ) , ( 1 ) . m , 
y c - <3C » y e - c (y c > mc) ; y Q

 c (y Q ? mc> ; 

(n+l) _ (n+l) . (n) . m , 
y s - c ( v s ; m s } ; 

c'est-à-dire que, partant de y ' = q , on ajoute alternativement les 

y à mg (où ce qui revient au même à pq) suivant des partitions 

C ( n + 1 ) appartenant à EC. 

Certes, comme dans le cas modèle le plus simple de l'ajustement 

alternatif à deux marges m et m 2 (cf. Madré, op. laud.) , chaque 

ajustement détruit en partie l'effet du précédent (en ce sens que 

C (C(yg , mg) ; mg) est ajusté à mg suivant C , mais ne l'est plus sui

vant C) ; toutefois, comme on l'a montré, tous les ajustements s'ac

cordent à rapprocher du but, qui est pq. 

Reste à choisir l'ordre de succession des ajustements C , 

C , C , . . . : il est vrai } (rf 53./(.),que la convergence de y
 n vers 

pg a lieu quel que soit cet ordre, pourvu que toutes les parties de 

EC interviennent une infinité de fois ; étanL reprises in

définiment dans le même ordre. Toutefois la démonstration donnée au 

63 "S suppose qu 

but ; i.e. tel que 

§3 "S suppose que C est choisie pour rapprocher au maximum du 

H(mC(n+l)
 ; yc^n+l)* = Sup{H(mc;y

(
c
n))|C « EC} 

http://AtQon.tth.mz
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(la démonstration vaut encore si H(m c ( n + 1 ) ; y^n+i)
 ) représente une 

fraction u(n) du maximum, telle que la série de terme général u(n) 

diverge). On. spjtrlei&L aciers oLf Wgôritfvmjt 1%l -

3.3 VzmoYU>tn.atlon dz la zon\)zn.gznzz dz Valqon.ltkmzl: Il suffit de 

montrer que quand n -* « , tend vers zéro la distance H(p ; y g
n). Pour 

cela, on considérera simultanément une autre distance : 

HEC(pg ; yg) = E{H(pc ; yc)|C £ EC}. 

Notons k = CardEC . Il est clair qu'à chaque itération la dis
tance H diminue d'une quantité au moins égale à HEC/(k-l) ; de façon 
précise on a : 

H(p s;y
( n

s
+ l î) < H(pg;y

(
g
n)) - (HEC (Pg ;y

 (
g
n) ) / (k - 1)) 

(en effet, HEC est une somme de k termes ; dont l'un, ajusté à l'ité
ration n , est nul ; et dont le plus grand est -celui afférent au 
C(n+1) choisi). 

Pour établir que la suite H (pg;y
 {£+1) ) tend vers 0, plus vite 

qu'une suite géométrique (de raison inférieure à 1), il suffit de 

montrer qu'il existe une constante K telle que : 

KH (Ps;yg) < HEC(pg;yg) ; 

on aura alors, comme demandé : 

H(PS , y
( n + 1 )) * H( P g , y

( n )) (l-(K/(k-l))). 

Reste à établir l'existence de K. 

Pour cela, on remarque d'abord que seul nous intéresse pour y , 

le domaine compact Y défini par : 

Y = {vS YS e L ( p S } ; H ( pS ; y S } ~ H ( p S ; q S ) } 

(i.e. la partie de la fibre de p g situé à une distance de p , infé

rieure à celle de q g ) . Sur un voisinage v de l'origine p , les 

deux distances H et HEC sont équivalentes à des distances quadra

tiques (c'est l'équivalence classique entre distance du x2 et entro

pie relative) et donc équivalentes entre-elles ; sur Y - v, le rapport 

HEC/H est borné inférieurement, comme l'est tpute fonction positive 

ne s'annulant pas sur un compact. Ceci établit l'existence de K et 

donc la convergence de l'algorithmel , 

3.4 VzmonAtn.atlon gznznalz dz la convzn.gzncz : Notons n = CardEC ; 
supposons que les partitions C éléments de EC sont numérotées de 
1 à n : 

EC = C ; . . . ; C r ; ...; C n ; 

simplifions la notation C(y ; p ) (posée au § 3.1, pour désigner le 

résultat de l'ajustement de y à p suivant la partition C) , en no-

tant simplement C(y_) (étant entendu, une fois pour toutes que l'a

justement se fait à p ; ou, ce qui revient au même, à m ) . Alors 

http://alqon.lt
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on a un opérateur O 
P 

O = cn • C11'1 o ... o c1 

qui est le composé des ajustements successifs à p suivant les parti
tions prises dans l'ordre du numérotage choisi. Notre but est de mon
trer que si yg e L(pg), la suite : 

y s •• ° P <ys» '••••• ° p < V •• ° p+1 (ys> = ° p (y s» ' • • • 
converge nécessairement vers p . La démonstration se fait en plu
sieurs points : 

a) L'opérateur Op envoie la feuille L(pg, dans elle-même ; elle 
ne laisse fixe que le point pg ; et rapproche strictement tout point 
de pg en ce sens que : 

yg e L( P g) - {Pg} •* 

" ^ S ' - V V ^ s ^ s ' - V -

preuve de a : Soit yg L(pg) ; C
r e EC : il est clair que Cr(yg) est 

dans la feuille L(pg) ; de plus (cf. § 3.1)) ou bien C
r(yg) = y , ou 

bien C (yg) est strictement plus proche de p que ne l'est y . On 

voit donc que l'opérat-ur O qui est le composé de Cr, ne peut 
P que 

rapprocher yg de pg ; de plus il le rapproche strictement sauf si 

chacune des opérations Cr successivement effectuées a laissé fixe 

yg : mais cela signifie que yg est déjà ajusté à pg suivant toutes 

les partitions C , et par conséquent que pg = y (puisque la solu

tion du problème d'ajustement est unique : cf. § 2) . 

b) Soit Y une partie compacte de L(p ) ; p_ / Y ; alors il 
o o 

existe un nombre a strictement positif tel que : 

V yg e Y : H (pg ; 0p (yg)) < H (pg ; yg) - « 

preuve de b : Sur Y la différence H(pg ; yg) ~ H (pg;0p (yg)) est une 

fonction continue ; qui atteint son minimum ; lequel ne peut être nul 
puisque, par hypothèse p ^ Y. 

c) Soit R et e deux réels positifs ; alors il existe un entier 
N tel que , V yg e L'pg) : 

H(pg ; yg) < R «* H(pg ; 0
N
p (yg)) < e 

preuve de c ; Prenons pour Y la partie compacte de L(p ) définie par : 

Y = {ys ys e L ( p s } ; H ( ps ; ys } e (E ' R)} ; 

soit a le nombre positif correspondant à Y dont (b) affirme l'existen
ce : il suffit de poser : 

N = [(R - E)/O] 

(où [x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal à x) . 



\_GEN. AJUS. MARGES] 3 6 9 

Du point (c), il résulte que la suite des 0 (y„) converge vers 

pg ( et même, que la convergence est uniforme en y g). 

r Remarque : Au voisinage de p , l'opérateur 0 comme les C est tan-
b p 

gente à une application linéaire ceci permet d'étudier explicite

ment la convergence : on le verra au § 4 sur l'exemple de l'ajuste

ment a des marges. 

4 Itudi*. zKemzntaXh^ dz ta convzKgzncz aéymptotlquz dz Valgouttmz 

RAS dan* Iz ca-6 dz t* ajuétzmznt à dzà ma.n.gzb : Pour simplifier 
les notations considérons le cas ternaire S = I.J.T ; on cherche à 
ajuster aux trois marges binaires d'une mesure mg donnée, la mesure 

initiale qg = m . m . mT , produit des marges simples de mg . On note

ra yg un point de la fibre Mq g) supposé proche du point cherché pg. 

La fibre L(q_) = L(p_) = L(y ) est définie comme l'ensemble des me-s s s 
sures dont la densité par rapport à qg (ou yg , ou pg) est égale au 

produit de trois fonctions dont chacune ne dépend que de deux des 

trois variables (i,j,t). Si on se place près de pg , les densités con

sidérées sont voisines de 1, et on peut Sl-mplifor les calculs par 

la formule valable au 1-er ordre : (l + e)(l + e')^(l + e + £' ) . De 
g 

plus pour la densité d = (yc/pc) , on utilisera la décomposition ex-
S pliquée par A. Baner en termes pr(a)d , associés aux parties a de 

l'ensemble à 3 éléments {I,J,T} ; mais pour abréger l'écriture on 
notera : 

ys/ps « 1 + y
1 + y J + yT + yIJ + yJT + yTI ; 

dans cette décomposition le terme constant est 1 si yq comme p a 

masse totale 1 ; et le terme en U T est absent parce que y ^ L(p ) . 

Avec ces notations on a : 

(yI/mI) = iYj/Pj) « 1 + y1 ; (Vj/nij) ̂  1 + yJ 

^ij^ij^^u^ij^ 1 + yJ + yJ + yIJ ' 

et des formules analogues pour les paires (J , T) et (T , I) . Ceci per
met de suivre (aupremier ordre) l'effet de la correction de la marge 
I.J de la loi y pour l'ajuster à celle de m . Si on pose : 

y S = ^IJ^IJ^S '* 

(i.e. : y'. .. = (m. ./y . . ) y . ..) , on a pour la densité de y ', 
2 îjt i] Ji] Ji]t * i S 

(y'g/Pg) * i + yT + yJT + yTI 

file:///_GEN
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En fait, il subsiste des termes d'ordre supérieurs en i, j, et 

ij. Mais on conçoit qu'en ajustant alternativement aux trois marges 

en IJ, JT, TI, on converge rapidement vers p g ; plus rapidement même 

que selon la démonstration du § 3.3. Eventuellement, on peut désirer 

ajuster simultanément aux trois marges binaires, pour cela il faut 

poser : 

y s = ^u^u* ^JT^JT1 ^TI^TI* 

(Yj/nij) (Vj/rrij) (yT/mT) . yg ; 

où les quotients ((yT/m ) des marges simples ont été ajoutés aux quo-
* T ** J "T 

tients des marges binaires afin que les termes y , y , y ne soient 

pas retranchés deux fois de (ys/pg) (e-g. pour y une fois avec 

(m][J/yIJ) et une fois avec (m^/y^)) . 

Dans le cas quaternaire et au delà, (e.g. ajustement de qg à 
toutes les marges ternaires de m pour S = J1.J2.J3.J4), il est enco
re possible d'effectuer un ajustement simultané, mais la formule en 
est complexe et nous recommendons donc d'ajuster aux marges désirées 
prises une à une en reprenant celles-ci plusieurs fois de suite dans 
le même ordre. 

Pour la pratique, il importe de noter que les ajustements suc
cessifs considérés ici restent rigoureusement dans la fibre L(qg) ï 

si donc, ce qu'il est aisé de vérifier, la convergence a lieu, c'est 

bien vers l'unique solution p_ intersection de M q g ) et de L (mg) . 

NOTA. On a supposé au § 2 : "que qïj a pour suppurt S et que 

L (mq) contient d^s mesures ayant pour support S ". Cette dernière 

Condition peut n'être pas vérifiée dans la pratique si S = I.J.T. 

Soit pa r exemple I un ensemble de pays, J un ensemble de marchan
dises et T une suite d'années : k(i,j,t) = exportation de j par i 
pendant t . Il est vraisemblable que les marges sur I.T et J.T ne 
comportent pas de zéro : que chaque année t des exportations se 
produisent pour tout pays i ; et aussi pour toute marchandise j . 
En revanche, avec une nomenclature J où figurent des postes tels 
que céréales, bois, matériel aéronautique,... la marge I.J compor
tera des k(i,j) nuls : (le pays i n'exportant jamais de j ). Soit 
donc Z' le support de ]a marge sur I.J : 

Z = { (i, j) i € I ; j e J ; M i , j) j* 0} ; 

il faudra se placer non dans S = I.J.T, mais dans S' = Z.T. comme loi 

initiale on prendra non q = m . m . m (produit des trois marges 

simples du tableau ternaire donné), mais qg, = mg . m T . En fait ce

ci revient à faire sur q = m . m . m , une itération préalable 

pour l'ajuster à la marge m ; dans la pratique la restriction du 

support se fait donc automatiquement ! 


