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SUR L'INTERPRÉTATION STATISTIQUE DE LA MÉCANIQUE 

QUANTIQUE : L'ÉVOLUTION DE LA MATRICE DE DENSITÉ 

[INT. STAT. QUANT] 

par J.P. Benzécri* 

4 TklAe, 4 : VOVLK un AyAtcme. hzaatidz comme. joKmé. de. deux compo&an-
te.* la dlpolanl^atlon de. la matKlcc de. dent*lte. de. l'une, de, ceUe^-a, 
peut H.é\àulto,ti de, V application de, l' équation dt Sckïdd'lnaeA au h y à terne 
global. " —: 

4.0 Pour expliquer cette thèse, nous considérerons d'abord, au § 4.1 
la description d'un système composé : l'espace des états d'un tel sys
tème est le produit tensoriel des espaces des états de ses deux compo-
santés. A toute matrice de densité du système on associe classiquement 
une matrice de densité partielle pour chacune des composantes. Même si 
le système est dans un état pur i> , avec pour matrice de densité w(^), 
les matrices de densité partielles peuvent être de rang strictement su
périeur à 1, donc décrire des états de mélange. En particulier, à par
tir d'un état initial pur IJJ , qui est le produit tensoriel de deux états 
des composantes, le système peut (tout en étant dans un état pur r- con
formément à l'équation de Schr.) évoluer vers un état dont chacune des 
matrices de densité partielle est un état de mélange :-. si on se res
treint à considérer une seule composante, il y a donc dépolarisation. 
C'est ainsi que s'explique la dépolarisation associée S. un processus 
de mesure, ainsi que la diffraction incohérente : on le verra au § 4.2 
sur des exemples d'expériences et au § 4.3 sur un schéma formel. 

4.1 description d'un système compose. 

4.1.1 Notation* pouK les états pun.s : Nous nous bornons à considérer 
un système à deux composantes, et notons respectivement EA et EB les 
espaces des états afférents à celles-ci. L'espace des états du système 
est donc EA <2> EB. Si, en particulier a et 0 sont deux états des compo
santes, a © 3 est un état du système ymais plus généralement une com
binaison linéaire I a(u) ® 3(u) décrit aussi un état pur du système , 

bien qu'on ne puisse associer à celui-ci un état déterminé de chacune 
des composantes. 

Soit A l'opérateur sur EA associé à une grandeur relative à la 
première composante : A définit aussi une grandeur associée au systè
me si l'on pose : 

A( a ® 3 ) = {AoO © 3 ; ou en général : 

A(E {ot ®3 } =Z { (Aa )© 0 } u u u u u u 

ceci revient à associer l'opérateur A sur EA, l'opérateur A ® ô sur 

EA ® EB (où 6 désigne l'opérateur identité de EB). De même à une 
— ™ ^ _ — ^ 

(*) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 
Le présent article fait suite à celui publié dans CAD Vol XI n° 1. 
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grandeur B relative à la deuxième composante est associée la grandeur 

<S ® B, relative au système. Il est clair que A et B sont simultané-

ment mesurables pour le système ; car les opérateurs A ® <5 et ôAA® B 

commutent. 

Reprenons pour A et B les notations du § 2.2 : 

A : vecteurs propres {al,... ,ai,..., an} ; valeurs propres {al,..., ai,...,bnb 

B : vecteurs propres {01,... ,3 j,..., 0m} ; valeurs propres . {bl r..., bjf... ,bm}. 

Alors pour A © ÔBB , chacune des valeurs propres ai de A, ac

quiert la multiplicité m (dimension de EB) avec pour vecteurs propres: 

{ai & 01,... , ai ® 0j,..., a i ® 0 m ] ; 

chacun des produits tensoriels ai ® 0j est à la fois vecteur propre 

pour A © <5BB relatif à la v.p. ai ; et pour ôftA © B, relatif à la v.p. 

bj. Un vecteur d'état quelconque, vecteur ty de norme 1 du produit ten
soriel EA © EB, peut être décomposé suivant la base des m.n vecteurs 

ai © 0j : 

ty = £{x±. ai x 0j|i = 1,..., n ; j = 1,..., m} ; 

la probabilité que la grandeur A (associée à l'opérateur £ © 6 ) pren-
BB 

ne pour le système la valeur ai, n'est autre que : 

prob(ai) = E{|xi:j|
2|j = 1,..., m} , 

norme de la composante de ty dans le sous^espace propre de A ® ô affé
rent à la valeur propre ai ; résultat usuel dans le cas d'une va
leur propre multiple. 

4.1.2 Matrice de densité du système et matrice de densité partielle : 
L'espace E des états du système composé est le produit tensoriel 

EA © EB ; une matrice de densité W pour le système est donc un élément 
hermitique, positif du produit tensoriel. 

E ® CE = (EA ® EB) ® (CEA ® CEB) * {EA ® CEA) ® (EB © CEB) ; 

il apparaît sur cette formule que la matrice de densité du système ap
partient au produit tensoriel des espaces des matrices de d, des compo
santes et peut donc s'écrire comme somme de produits tensoriels de deux 
telles matrices. 

On a vu au § 4.1.1 que toute grandeur A afférente à la première 
composante est une grandeur pour le système ; et on a calculé la proba-r 
bilité d'une valeur propre de ai de A pour un état du système, en fai
sant usage de la base sur EB associée à une grandeur B relative à la 
deuxième composante. Ceci suggère un problème plus général : le systè
me étant dans un état de mélange W, calculer la probabilité des diver
ses issues de la mesure de la grandeur A pour le système :' En fait ce 
problème se résout comme au § 2.3 : à partir de W, (état de mélange du 
système) on calcule une matrice de densité partielle V pour la pre
mière composante : et la probabilité des résultats de mesure (pour le 

système) d'une grandeur A afférente à celle-ci, se calcule alors sur 
W sans référence à l'autre composante. 
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Il nous suffira de donner sous forme inva.ria.nte l'application 
linéaire r. : A 

E © CE •* EA © CEA ; W -* Wft ; 

et de vérifier dans la base particulière utilxs-ée au § 4.1el qu'on a 
bien le résultat déjà trouvé pour prob(ai) dans ,1e cas d'un état pur 
w(ij;) du système. Par linéarité le résultat s'étendra à un mélange quel^ 
conque. 

En termes algébriques ; l'application linéaire rB est le produit 
c
 A 

tensoriel de l'application identité de EA ® EA dans lui-*pëmef par 

l'application trace de EB ® CEB dans C (corps des complexes) ; soit : 

r : a © Ca ' ® 0 ®c0'-> <0',0> a ® ca ' . 

Si on fait usage d'une base on a (avec les notations du § 4.1.1): 

W - EW , . ., ai©Coi'00j ® c0j' ; 
J- / -1- t J r J 

W =ZW. , . .t<0j\0j> ai ®
 cai' 

- Ei,i£ j{Wi,i';J,J > « i » C « f } 

où on a tenu compte de 1'orthonormalité des 0j pour passer d'une somme 
quadruple à une somme triple dans l'expression de W . 

Dans le cas d'un état pur W = {\\i ®CIJJ) on a : 

* = Z i j { x i j a i • 6 j } 

W = Z , { x x . , . , a i ® c a i ' ® 0 j ® C 0 j ' } ? 
-1- / -1- r J r J J -J 1 J 

WA = Zi,i' {Ej{xij xil;j}ai®
Cai'} ; 

avec, en particulier, pour le terme diagonal coefficient de ai © CoCi, 
la valeur £.{|x..|2} trouvée au § 4.1.1 pour prQb(ai). Ce qui, comme 

annoncé, prouve que les résultats de mesure, sur le système, d'une gran
deur afférente à sa première composante, dépendent exclusivement de la 
matrice de densité partielle W . 

On voit que la matrice de densité partielle W d'un état pur 

W = w(ip)> peut être n'importe quelle matrice positive de rang ir (oQ 

m désigne la dimension de EB, espace des états de la deuxième composan

te) ; si ni > n, W est une matrice de densité quelconque. En se plaçant 

dans la base où W est diagonale il suffit en effet de poser :• 

WA = Z i p i ai ® Coti ; W =VW= ^'t / 

tfr = Z|pi1/2 ai © 0i | i = 1,... ,n}. 

Il est clair que la matrice de densité partielle W_ , relative à 
B 

la deuxième composante, est toute analogue à W . 

http://inva.ria.nte
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4. 2 Exemples simples de dépolarlsatlon d'une matrice de densité 
partielle 

4.2.0 Choix des exemples : Pour introduire les principes de la mécani
que ondulatoire, R.P. Feynman (The theory of fundamental processes ; 
Benjamin ; 1962 ; cité, "Th. of F.P.") part de l'expérience des fen
tes d'Young (réalisée avec des électrons) et cite la diffraction des 
neutrons sur un cristal, exemple qu'il explique plus en détail ailleurs 
(Quantum meckanics and path intégrais ; R.P. Feynman & H.A. Hills ; î*c 
Graw-Hills 1965 ; cité "Path I"). Il s'agit, là comme ici d'un système 
dont la première composante est le corpuscule incident (électron, neu
tron...) ; et la deuxième, la cible (écran percé de fentes et éventuel
lement muni d'un système d'observation ; cristal..) ; avec, au-delà , 
un écran d'observation où apparaissent éventuellement des figures 
d'interférence ou de diffraction. La matrice de densité partielle du 
corpuscule au-delà de la cible peut être un état pur ou un état de mé
lange : dans ce dernier cas, on dit qu'il y a eu destruction de la co
hérence. Nous considérons ces deux exemples : au § 4.2.1, les fentes 
d'Young ; au § 4.2.2, la diffraction des neutrons. 

Dans l'expérience d'Young, on détruit la cohérence si on obser
ve la trajectoire au niveau des fentes. Il en est ainsi dans tout pro
cessus de mesure : on le montre au § 4.3 en considérant la matrice de 
densité partielle du corpuscule soumis à la mesure, relativement au 
système formé du corpuscule et de l'appareil de mesure. 

Mais quel que puisse être l'intérêt des schémas généraux on doit 
noter que l'appareil par excellence, destinés à saisir les événements 
mettant en jeu des particules individuelles, est la chambre de détec
tion ; chambre de Wilson, chambre à bulle, système de plans de fils... 
Cet exemple complexe nous ramène au problème posé par Heisenberg "de 
la frontière entre l'objet et 1 ' observa teur"" (ou l'appareil de mesure); 
frontière mouvante que tente de décrire la thèse 5 : nous traiterons 
donc au § 5.1 des chambres de détection. 

4.2.7 Détermination du point de passage dans l1 expérience des jentes 
d*Voung : Rappelons par une figure cette expérience, réalisée^ 

initialement avec un flux lumineux incident, -mais qu'on appliquera à 
des corpuscules chargés de masse f̂cO -, tels que des électrons (cf. 
Feynman ; Th. of F.P. ; p. 2). A la partie de l'onde incidente qui 

))) 
«craiv perce, 

ÛNT.$TMQU*NT!> 

§4-2.4 

C; eowvn d obs&rVàïion 

passe par la fente (1) si la fente 
l'écran C la fonction d'onde ty (c) 
TJJ?(C). La linéarité de la propagation entraîne que si 

(2) est obturée, correspond sur 
; de même pour la fente (2) on a 

(1) et (2) sont 

simultanément ouvertes, l'onde sur l'écran est iK(c) + *2(c) 

Supposons qu'il y ait entre les fentes un dispositif d'observa
tion B, (utilisant, e.g. , selon Feynman, une source lumineuse) : l'hy*-
pothèse la plus générale considérée par nous sera que B admet un sys
tème de trois états orthonormés. 
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0O : état initial, ou absence d'observation du passage d'un 
corpuscule. 

0 : passage enregistré en (1) ; 

0 2 : passage enregistré en (2). 

(pour alléger les notations, nous omettons la possibilité d'une double 
détection simultanée, en (1) et (2)) . 

Le passage effectif de l'onde par (1), (ou, si l'on préfère, la 
propagation de l'onde incidente quand la fente (2) est obturée) pro
duit un état conjoint du dispositif d'observation B et de l'écran C, 
dont le vecteur d'état est : 

* x © (a1 0Q + ab 0X+ ab' 02) ; 

de même, pour un passage par (2) on a : 

* 2 ® (a' 0Q + ab'01 + ab 02) ; 

en écrivant ces formules, on peut, tenant compte de la symétrie entre 
(1) et (2) et de l'unitarité, choisir les phases de 0. et 0 2 en sorte 
que soient satisfaites les conditions : 

a, a', b e R ; b' complexe ; 

a 2 + (a') 2 = b 2 + |b'|2 = 1. 

Au total, après passage de l'électron, l'état du système à deux 
composantes (appareil de détection B, écran C) est : 

<*! +^2)®(a
,0o) + (b^1+b'^2)®(a01) + (b

,ij;1+b^2)®(a02) . 

Si la source lumineuse est forte, il y a toujours observation 
effective : a' = 0 , a = 1 ; sinon a ^ 1. Si la longueur d'onde de la 
lumière servant à l'observation est petite (vis—à-^vis de la distance 
des fentes), il ne peut y avoir de confusion entre (1) et (2) :• b' = 0 ,. 
b = 1 ; sinon b ^ 1. 

En appliquant les formules du § 4*1.2, on trouve que la matrice 
de densité partielle du corpuscule sur l'écran est : 

(a') 2 (^1+^2)®(
c^1+

c^2)+a
2(b^1+b>2)©(b

c^1+B'
c^2) 

+ a2(b'i|;:L+b^2)x(b'
Ci|;1+b

C
lJ;2ï . 

Si l'écran est pavé de détecteurs quasi ponctuels, on a pour 
probabilité d'enregistrement au point c (ou densité de présence sur 
l'écran C) : 

(a') 2| 4»1(C)+T(P2(C) |
2+a2(|b^I(c)+b'1iJ2(c) |

 2+ |b ' ^ (c) +bijj2 (c) |
 2) , 

La formule se simplifie dans des cas extrêmes : 

(X) : absence de dispositif d'observation : a1 = 1 ; a = 0 ; 

(Y) : dispositif d'observation parfait : a ' = b , = 0 ; a = b = l; 
—1/2 

(Z) : observation en B totalement inefficace : b = b' = 2 ' ; 

on a alors pour densité de présence sur l'écran : 

(X) : l^fO+ij^tc) | 2 ; (Y) : | ̂  (c) | 2+| if>2 (c) |
 2 ; (Z) : comme (X) . 
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En dehors des cas de cohérence parfaite entre ^ et ^ (X et Z) ; 

ou d'absence totale de cohérence (Y), on a un continuum d'états inter
médiaires ; gradation qu'il importe de rapprocher du caractère discon
tinu inhérent au saut quantique (cf. § 2.4, in fine). 

4.2.2 Distraction cohérente et distraction Incohérente des neutrons 

polarisés Sur un cristal : Voici comment Feynman explique ces 
deux modes de diffraction (Path I. pp. 17 sqq) . les neutrons diffractës 
sans changement de spin "émergent seulement dans certaines directions 
déterminées par la loi de Bragg, comme pour les rayons X", en fonction 
de la longueur d'onde de Broglie du neutron et de la maille du réseau 
cristallin. Au contraire, la diffraction avec changement de spin est 
une "diffraction diffuse, dans toutes les directions,.. . La loi de 
conservation du .moment angulaire requiert qu'avec le spin du neutron 
bascule le spin du noyau sur lequel celui-là a été diffusé... Donc en 
principe ce noyau pourrait être déterminé,... pourvu qu'on eût noté 
avant l'expérience le spin de tous les noyaux... et réexaminé le cris
tal après diffusion d'un neutron... Il n'y a pas d'alternatives suscep
tibles d'interférer. Les ondes sphériques qui émergent de ce noyau par
ticulier décrivent le mouvement du neutron diffusé, et seules les on
des-issues de ce noyau participent à cette description... . L'important 
est qu'en principe on peut, sans perturber le neutron diffusé... déter
miner le noyau en cause... même si la détermination n'est pas faite... 
il s'agit d'alternatives qui s'excluent et donc n'interfèrent pas." 

Quoi qu'il en soit de cette explication rapide et suggestive, on 
peut dans cet exemple-ci, comme dans celui des fentes d'Young, voir 
sur la fonction d'onde du système formé de la particule diffusée et du 
cristal, si les termes correspondant aux différents noyaux sont ou non 
cohérents entre eux. Sans entrer dans le détail, supposons que l'état 
du cristal est décrit par un vecteur y :• 

Y = 0 {i|i£(n)|n e N}, 

donnant pour chaque noyau n de l'ensemble N , son spin e = +,-, 

Si le cristal est initialement polarisé son état est 

¥ = © {ty (n)}. Le neutron incident est décrit par une onde plane ini

tiale TT (x) (où l'indice - rappelle la valeur du spin). 

L'interaction du neutron avec le cristal crée d'une part des ter
mes de diffusion sans changement de spin de la forme : 

f Y+ ® w~(x,n) 

où w"(x,n) est une onde sphérique de neutron à spin -, centrée sur le 
noyau n (et f désigne une constante de couplage) ; et d'autre part 
des termes : 

f ' V^n ® tlJ
+(x,n) , 

où V_ est la fonction de spin du cristal, modifiée par le passage à 

- du spin du noyau n ; et w (x,n) est, comme w~, une onde sphérique 

de neutron centrée sur n , mais avec spin + ; (et f ' désigne une autre 
constante de couplage). 

La somme des termes sans changement de spin s'écrit ; 

Z„{fV+ ® uf (x,n)} = f Y+ ® E {of (x,n)}, n n 

expression où le vecteur d'état du cristal, apparaît en facteur de la 
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somme des ondes diffractées sur tous les noyaux ; somme qui est donc 
une véritable fonction d'onde, décrivant un état pur du neutron. 

Dans le cas du changement de spin on a au contraire une somme de 
termes orthogonaux entre eux, par le seul fait que sont orthogonaux 

les 4'_n correspondant à deux valeurs distinctes n' et n". Ces termes 
ne peuvent interférer ; la matrice de densité des neutrons diffusés 
avec changement de spin décrit un état de mélange : 

En{w
f (x,n) ® c(u)f (x,n))} 

En revanche, comme le souligne Feynman (Th. of F.P. ; p. 3) , il 
peut y avoir diffraction cohérente avec changement de spin du neutron,, 
si sont excités dans le cristal des ondes de spin. De plus dans le cas 
de la diffusion sanç changement de spin, il y a une certaine diffusion 
incohérente (i.e. la matrice de densité partielle du neutron, n'est pas 
un état pur) parce que la réponse des noyaux ne se borne pas à changer 
ou non de spin, mais que leur fonction d'onde de position est altérée. 
Si on a le hamiltonien exact, cette incohérence peut être calculée de 
façon précise, suivant le schéma suivant. A chaque noyau n , corresr 
pond un terme : 

f CV+ + a An) ® uT(x,n) , 

où (a An) est une modification petite, perpendiculaire à la fonction 

d'état initiale f du cristal. La somme s'écrit :• 

(f Y+ ® Zn*{uf (x,n)}) + £n{fa An ® oT(x,n)}. 

Si on suppose que les An sont orthonormés (ce qui semble possi

ble : puisqu'il s'agit de noyaux séparés) et les <o (x,n) normalisés (ce 
2 2 

qui est une simple notation) le terme incohérent a pour norme f a n ; 
si de plus on suppose les w (x,n) orthonormés (ce crui est sujet à eau*-

2 
tion) le terme cohérent a pour norme f n. 

4.3 Schéma formel de la dépolarlsatlon d'une matrice de densité : 

Dans ce schéma, nous généralisons la description de l'expérience 
des fentes d'Young en reprenant dans la mesure du possible les nota
tions du § 4.2.1. 

4.3.1 Cas où l'appareil de mesure a un nombre jlnl d'états distincts 

directement observables : On considère le système formé d'un ob
jet à observer A (décrit par un vecteur ^ de l'espace des états EP) r 
et d'un appareil de mesure B. On suppose que l'espace EBi des états de 
celui-ci est engendré par une base orthonormée finie BQ , contenant 

d'une part un vecteur d'état 6Q (état initial ou état d1 absence 

de .mesure ) et d'autre part un ensemble B de vecteurs d'état 3 cor
respondant chacun à une issue effective du processus de mesure. De 
plus on admet dans ce § 4.3.1 que l'état de l'appareil après la mesure 
est connu de façon certaine, comme étant l'un des éléments de B . 

Dans le cas d'une mesure toujours effective et parfaite, le vec
teur d'état initial du sytème, ty ® 3 , se transforme en : 

Z{prB<*) ® 01 3 € B} , 

où les pr& sont des projecteurs, réalisant une partition de l'identité 
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(i.e. dont la somme est l'application identité de EA dans EA : 
£p{prB} = 6). D'où pour la matrice de densité partielle de l'objet ob
servé la transformation : 

* © C* •* E{prB<*)'« C(prB(iij)) | 0 € B} ; 

ce qui constitue une dépolarisation. Si l'appareil de mesure a une pro

babilité a de fonctionner et une probabilité (a1)2 de rester dans 

l'état initial (avec : a, a' e R+ ; a2 +(a')2 = 1) , on aura après la 

mesure pour état du système : 

a'ijj © B Q + aZ{prB<i|0 ® 3 | 3 e B } . 

On peut envisager que l'appareil donne des mesures fausses ; ce 
qui formellement correspond à une suite d'opérateurs opB qui ne sont 
pas des projecteurs prB . Plus précisément, la transformation unitai
re la plus générale de \\> ® B s'écrit : 

UopBdM © 3 | 3 e B Q} ; où B Q =B u {BQ } 

avec pour la suite des opérateurs opB (de EA dans EA) la condition : 

E{CtopB ° opB|B e B Q} = 6 

et 
où op désigne l'opérateur conjugué hermitique de op (conjugué du 
transposé) ; et 6 est l'opérateur identité de l'espace EA des états 
(de l'objet observé). 

Sur une matrice de densité w = w ©(B ® CB ) décrivant l'état 

initial, le processus de mesure a, plus généralement, l'effet suivant : 

w = wA ©(BQ © CBQ) -* V ; 

W = Z{(opB' o w- o ctopB)®(B'xCB) |B€)B ; B'e B } 
« o o 

Ayant supposé (cf. supra) , comme il est naturel que B est une 

base orthonormée de l'espace EB des états de l'appareil de mesure, re

prenons les notations du § 4.1.2. On a pour la matrice de densité W 

résultat de la dépolarisation de w par le processus de mesure : 

WA = Z{opB o wA o
 ctopB|B e Bc}. 

Quant à la probabilité, Prob(B), que le résultat de la mesure 
ait été B, elle apparaît sur la matrice de densité partielle W , la
quelle se calcule comme W, : 

A 

WB = E { t r a c e ( o p B ' • wA o c t o p B ) . ( B ' ® CB) |B c BQ ; B'c B Q } 

= E { t r a c e ( ( c t o p B ' o opB) o w _ ) , ( B ' ® C 6 ) | B e B ; B ' e B } 

A O O 
d'où pour la probabilité Prob(B) que l'observation de B fournisse le 
résultat B : 

Prob(B) = trace «ctopB • opB) ° wft) 

Il apparaît sur cette formule qu'il convient d'associer à chaque 
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et résultat de mesure B l'opérateur hermitique positif ( opBo opB) de 

EA dans EA ; et que cet opérateur doit être noté Prob(B) puisque sa 

valeur sur l'état w du système est précisément la probabilité que 

sorte le résultat B ; on a donc : 

Prob(B) = CtopB ° opB ; £{Prob(B)|B e BQ} =6 (identité de EA); 

ces dernières identités montrent que, comme il convient, les probabili
tés Prob(B) sont pour tout état initial w des nombres positifs dont la 
somme est 1. 

Kéciproquement, supposons donné sur EA un ensemble d'opérateurs 
hermitiques positifs Prob(B), indicés par B parcourant un ensemble fi
ni quelconque B , avec la condition £{Prob(B)|B eB } = 6. on peut for
mellement (i) concevoir un processus de mesure qui à partir d'un état 
w du sytème A, fournisse chacune des issues 6 de B , avec la proba
bilité trace(Prob(B) o w A). Il suffira pour cela de trouver pour tout 
B un opérateur opB tel que c opB ° opB = Prob(B) ; ce qui est possi
ble, puisque Prob(B) est hermitique positif (son spectre étant, de 

plus, nécessairement inclus dans l'intervalle (0,1)) . Le couplage du 
système A dans l'état pur ty avec un hypothétique appareil de mesure 
dans l'état B_ réalisera la transformation : o 

ty ® ^ •+ Z{opB(^) ® 313 e B }. 

Dans le cas où les Prob(B) sont des projecteurs commutant deux à 
deux et ayant pour somme l'identité, on retrouve la notion usuelle de 
processus de mesure en posant opB = Prob(B). Mais dans le cadre propo
sé ici, on introduit aisément tous les taux d'erreur et de non-fonc
tionnement qu'on désire. 

Une question se pose ici : quelle est la forme la plus générale 

d'une application linéaire (sur R) lin de EA ©s
 CEA dans lui-même, 

conservant dans leur ensemble les matrices de densité (i,e. les opéra
teurs hermitiques positifs de trace 1) ? Dans le cas où lin est un 
isomorphisme de l'ensemble des matrices de densité avec lui-même (lin 
inversible) on peut montrer que lin est défini soit par un opérateur 
unitaire (un) de EA, soit par un opérateur antiunitaire (au) ou isomé^ 

trie linéaire de EA sur CEA) : 

lin(ijj ®C \JJ) =un(i|0 ® c(un(ip)) ; ou : 

lin(^ ®c ty) -c(au(*))® au(ijj) * 

en d'autres termes : 

lin(w ) = un « wA °
 C un = un ° w ° un" ; o u :' 

lin(wA) = % u ° W A ° Ctau)=C(au ° wA° au
-1) . 

Dans le cas général où lin n'est pas inversible nous conjectu
rons qu'il existe soit une famille d'applications linéaires op de EA 

dans EA, soit une famille d'appl. linéaires ap de EA dans CEA, avec : 

lin(wA)= Z{opB <>wA o
 CtopB|Be B} ; I{CtopB ° opB | 3 e B} = ô ; ou 

lin(w-)= Z{°(apBoW o CtapB)|Be B} ; Z{ctapB o apB | B e B} = ô . 
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4.3.2 Cas où on ej&ectjue successivement deux observations avec des 
appareils sans action l'un sur l'autre : Supposons qu'après 1*ob

serva t£ĉ rr~de-~B̂ —ôir~êTr̂ cTû̂ ~lInê „deuxième ôFservation C avec un appa
reil de mesure tout analogue à B, et indépendant de celui-ci. Un tel 
dispositif correspond à celui de l'expérience d'Younc, E étant le sys
tème des fentes et C l'écran (à ceci près qu'on distingue sur.l'écran 
une infinité d'impacts possibles...). Comme au g 4.3.1 pour B, on note 
YO le vecteur d'état initial de C, et C une base orthonormée de vecteurs 
d'états contenant yo ; et on suppose que l'interaction de A avec C a 
pour effet la transformation unitaire ci-dessous : 

\\) ® yo •+ E{opY(i|;) ® Y|Y e C 0 *
; o û ^ e E ? ' 

et les opY sont des applications de EA dans EP satisfaisant à la condi
tion: 

Z{CtopY o opYJY e C } = ô (identité de EP). 

Si A est mis successivement en interaction avec B et C on a 
une transformation en deux étapes : 

* ® 6o®Yo "* Z<°PBW ® B| 0 eBQ} ® Y O 

•+£{ (opY o opB (¢)) © B © Y [ 6 £ B Q ; Y e CQ}. 

La probabilité que la mesure C fournisse le résultat y , n'est 
autre que la norme au carré du vecteur, qui dans l'expression ci-des
sus figure en facteur de Y ? soit : 

2 
Prob(Y) = |£{<opY o opBW) ® B | B e BQ| 

= Z{\ opy ° opBdM |2 |B e B Q } . 

Cette probabilité peut encore s'écrire comre l'espérance rathé-
matique de la norme au carré d'une somme de vecteurs de EP, affecté 
chacun d'un facteur de phase \p distribué aléatoirement ; soit : 

2 
Prob(y) = Esp|opYZ{exp(i^B) opB(iJj)|B e BQ}| . 

On dit communément que la première mesure a aporté une "pertur
bation de phase" à chacun des termes opB(^) (lesquels, dans le cas où 
la mesure B est parfaite, ne sont autre que les composantes de ^ dé
finies par des projecteurs prB). 

Il semble qu'il y ait là non un phénomène physique, mais un ar
tifice mathématique, conçu pour qu'une somme de normes(au carré) de
vienne la norme (au carré) d'une somme de vecteurs. En fait la dépola
risation résulte réellement de ce que l'on considère le système compo
sé AB, dont les vecteurs d'états, OPY °opB(iJ>) ® B (afférents aux dif
férents p) sont orthogonaux entre eux, alors que les vecteurs d'état 
opY o' opB(ijj), (du système A), ne le sont pas. 

Si l'on part d'un état initial de A décrit par une matrice de 
densité w» f on a les transformations successives ; A 

WA X (30 ® °60) ® (ïO ® Cy0] * 

. . . i .{(opj8' O W A o c t o p B ) © (B1® CB) |B' F £ £ BQ}x {yo © C ^ ) H * 

• . » E{ (opY'oopB' 0wAoClopB oCtopY)©(B ,^CB)®(Y'®v)lB,B ,€Bo;Y,Y ,€Co}. 

Sur c e t t e exprÊss io j i , l a p r o b a b i l i t é Prob(Y) de l ' i s s u e Y, se 

c a l c u l e comme l a t r a c e du c o e f f i c i e n t de ( Y ® Y ° ) ; s o i t : 
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Prob(Y) = trace(Z{(opYaOp^o^o
C0p|5eCtopy)x(B,xcB)|B,3,eBo}) 

r̂ E{trace(opY ° opB ° w o opB° opY)|BeB } 

T Z{trace(CtopB°CtopYoopY °opB)° wA | B eBQ} ; 

( compte tenu de ce que la trace d'un produit n'est pas changée par 
permutation circulaire des facteurs ; et trace (U 0 V) = trace(V) x 
trace (V)) . 

Ceci permet de définir Prob(Y) comme un opérateur hermitique po
sitif sur EA : 

Prob(Y) = £{ctopB°CtopY °opY °opB|6 e BQ} ; 
et dans le cas particulier où ( opYo opY) commute avec tous les opB on 
et peut écrire (compte tenu de E{ opB ° opB =6) : 

Prob(Y) - £{ctopB o opB o CtopY c opY | B e BQ} =
 Ct6pY o opY ; 

le résultat est alors le même que si la mesure B n'avait pas été ef
fectuée (cf § 4.3.1) . 

On doit maintenant considérer sur des systèmes plus complexes la 
dépolarisation de la matrice de densité, objet de la thèse 4. Il est 
particulièrement utile de discuter de la théorie quantique des mesures 
photographiques des trajectoires des particules dans les chambres de 
détection. Mais parce que cette théorie montre bien entre l'objet et 
l'observateur ce que W. Heisenberg appelle une frontière mobile, nous 
l'exposerons avec la thèse 5, consacrée à la notion de limite ; thèse 
eulement énoncée ci-dessous. 

Thèse 5 : L'état d'un système quantique ne peut être décrit par une 
fonction d'ordre, ni par une matrice de densité ; mais par une limite 
projective des matrices de densité. 

Bibliographie : elle est la même que celle donnée avec le 1-er arti-
Cle IINT. STAT. QUANT.lin CAD Vol XI n° 1 p. 109. 


