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SUR L'INTERPRÉTATION STATISTIQUE DE LA MÉCANIQUE 
QUANTIQUE. CHAMBRES DE DÉTECTION ET MESURES 

EN CASCADE 

[INT. STAT. QUANT.] (3) 

parJ.P. Benzécri 

5 Tfoe-ôe. 5 : L'état d'un &y&tè.me, quantlque. ne peut é\tn.e. decn.lt pan. 

une, jonction d'onde., ni pan, une. ma.tn.lcz de den&lté, mal* pan, une 

. limite. pKoj<tctl\)e de. matn.lce& de, densité. 

Avant de tenter d'explorer des structures mathématiques nouvelles, 
nous poursuivrons dans cet article le commentaire de la phrase déjà ci
tée (§ 1 **) de W. Heisenberg. 

" ... en mécanique quantique, le frontière entre l'objet et l'ob
servateur qui dans le temps et l'espace décrit et mesure, peut être dé
placée arbitrairement loin dans la direction de l'observateur" 
(Festschrift ; p. 27): 

5. 7 Particule et chambn.e de. détection 

5.7.7 Délimitation du Ayàtème quantique 

Dans ses leçons de 1930 (cf. Principes ; Ch V § 1, p. 54) 
W. Heisenb.erg écrit : 

il est utile de discuter de plus près la théorie quanti
que des photographies de Wilson. Nous rencontrons immédiatement dans 
la notion d' "observation" l'arbitraire déjà indiqué, et il apparaît 
comme une pure question d'opportunité de savoir si on doit considérer 
la molécule d'eau qui va être ionisée comme faisant partie du système 
de la particule a ou bien comme un moyen d'observation. 

Heisenberg considère d'abord que le système décrit par une fonc
tion d'onde est réduit à la seule particule a. Il montre que dans le 
cas du paquet d'onde gaussien le plus simple, le centre se déplace en 
ligne droite à vitesse constante ; cependant que la variance s'accroît 
linéairement en fonction du temps. Toutefois, une telle évolution ne 
se poursuit qu'en l'absence d'interaction de la particule a avec la va
peur d'eau qui emplit la chambre. 

.... Chaque ionisation nouvelle d'une molécule d'eau transforme 
le paquet en un "mélange" de paquets analogues..,. Si l'ionisation est 
accompagnée d'une détermination de position, on extrait de ce mélange 
un paquet plus petit... Ce paquet constitue le point de départ pour le 
calcul d'une nouvelle trajectoire, etc. Les analyses des diverses por
tions rectilignes de trajectoire sont fonctions de la grandeur de la 
variation relative de 1'impulsion de la particule lors de l'ionisation. 

(*) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 

(**) cf. les deux articles précédents IINT. STAT. QUANT.J in CAD Vol 
XI n°s 1 & 2. 
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De ce point de vue, la trajectoire de la particule a résulte 
d'une suite de propagations régies par la mécanique ondulatoire inter
rompues aléatoirement par des détections par ionisation, Heisenberg 
n'indique pas comment préciser cette conception par le calcul ; et le 
lecteur a d'autant plus de peine à imaginer un tel calcul, que la tra
jectoire ainsi conçue ne lui apparaît pas comme un être mathématique 
de format bien défini, étant en interaction avec un très grand nombre 
de molécules d'eau, dont une partie aléatoire seulement est ionisée ; 
et provoque la formation de gouttelettes qui constituent proprement la 
trajectoire observée. 

On obtient une représentation de la trajectoire plus complexe 
mais mieux définie en décrivant par la mécanique ondulatoire le systè
me formé par la particule a et l'ensemble des molécules d'eau. C'est 
ce qui a été fait par Heisenberg {toc. cit.) qui cite N.F. Mott (The 
wave mechanics of a-Ray Trachs ; in Roy. Soc. Proc. A, vol 125 ; pp 
79-84 ; 1930) . Les deux auteurs suivent à peu près la même voie. Tous 
deux renvoient aux travaux de C. Darwin sur les trajectoires, et uti
lisent l'approximation de Born. N'ayant pout but que de montrer la 
forme des solutions,les auteurs ne considèrent explicitement dans les 
calculs que deux molécules d'eau. Heisenberg assimile la particule a 
incidente à une onde plane monochromatique ; plus concrètement Mott 
considère une onde sphérique issue d'un noyau radioactif : H. démontre 
que deux molécules d'eau ne peuvent être simultanément ionisées que si 
le vecteur qui les joint a approximativement la direction de l'impul
sion de la particule a ; chez Mott, les deux molécules doivent être a-
lignées avec le noyau radioactif. Heisenberg va plus lojn que Mott en 
suggérant comment préciser par le calcul dans quelle mesure s'ajuste 
à une droite la trajectoire réelle d'une particule en interaction a-
vec un très grand nombre de molécules d'eau (cf. § 5.1.3) mais les no
tations de Mott nous paraissent plus faciles à généraliser pour décri
re explicitement le système formé de la particule a et de l'ensemble 
de toutes les molécules d'eau (cf. § 5.1.2). 

Aucun des auteurs ne va au-delà de l'ionisation des molécules 
d'eau : en fait le même ensemble de molécules est ensuite le siège du 
processus de condensation des gouttelettes ; seules observées. De ce 
point de vue, ce que Heisenberg appelle "la frontière entre l'objet et 
l'observateur" ne délimite pas seulement un objet naturel, (par exem
ple l'ensemble des molécules d'eau, à l'exclusion du système de photo
graphie des trajectoires) ; mais, au sein d'un objet donné, un ensem
ble de phénomènes physiques : ici l'ionisation des molécules, à l'ex
clusion de la condensation qu'elle provoque. 

Etant au premier rang de ceux qui ont conçu la mécanique quanti
que et son interprétation, Heisenberg ne semble pas embarrassé par les 
représentations surprenantes résultant de ces conceptions, qu'il expli
que pour les justifier. Venant en deuxième ligne, Mott semble plutôt 
communiquer au lecteur, la solution de difficultés qui l'ont lui-même 
arrêté quelque temps. Il ne cache pas sa surprise devant une onde sphé
rique "fuyant lentement du noyau"(which slowly leaks outof-the nucl eus) et 
qui pourtant se manifeste comme une trajectoire rectiligne, alors qu'on 
attendrait que des atomes fussent ionisés au hasard dans l'espace. Il 
ne lui paraît pas satisfaisant d'invoquer confusément le principe de 
complémentarité (non cité explicitement par lui, mais sous jacent à son 
exposé) pour distinguer entre une onde de probabilité de désintégra
tion à l'intérieur du noyau, et une particule se propageant à l'exté
rieur comme un paquet d'ondes de direction déterminée. S'il n'imagine 
pas en toute généralité, comme le fait Heisenberg, de "déplacer une 
frontière", Mott distingue nettement deux possibilités : 

Si le système considéré est la particule a (a-ray) et elle seu
le, alors le gaz de la chambre de Wilson est le moyen par lequel nous 
observons cette particule ; que nous devons considérer en tant que 



UNT. STA1 . QUANT. ] (3) 323 

telle dès qu'elle est en dehors du noyau ; car c'est à ce moment que 
s'effectue l'observation. Si, cependant, nous considérons la particu
le et le gaz ensemble comme un système unique, alors ce sont les ato
mes ionisés que nous observons ; l'interprétation de la fonction d'on
de devrait simplement nous donner la probabilité que tel ou tel atome 
soit ionisé. Jusqu'à l'interprétation définitive, on ne devrait aucu
nement parler du rayonnement a comme d'une particule (no mention should 
be made of the a-ray being a particle at ail). 

Selon Mott, la difficulté réside en ce que nous nous représen
tons l'onde comme décrivant seulement le mouvement d'une particule a 
dans l'espace tridimensionnel : alors que la fonction d'onde représen
te l'état conjoint de la particule et des molécules d'eau, et dépend 
de toutes les coordonnées de l'un et des autres. C'est en effet en 
partant de la fonction d'onde qui décrit les deux composantes d'un 
système qu'on a, au § 4, obtenu pour la matrice de densité de l'une 
de celles-ci une description précise, (par l'équation de Scrôdinger) 
de la dépolarisation, ou destruction de la cohérence. 

5.1.2 fonction d'onde et équation de SchKbdlnqen. : Le système considé
ré comprend d'une part une particule incidente, d'autre part un ensem
ble I de molécules ou d'atomes constituant le milieu continu de détec
tion (molécules de vapeur d'eau dans la chambre de Wilson ; molécules d'un 
liquide en état métastable dans la chambre à bulle ; . . . . ) . Pour soutenir le 
raisonnement par des formules simples et explicites, Mott suppose que 
ces détecteurs élémentaires sont des atomes d'hydrogène, dont de plus 
le noyau est fixe. La particule incidente chargée agit sur l'unique 
élection de l'atome détecteur, qui peut passer à un état excité, et 
éventuellement, être ionisé. Bien que la réaction entre la particule 
incidente et les noyaux de la cible joue un rôle essentiel dans l'ex
périmentation en chambres à bulle, il s'agit en effet, d'un phénomène 
exceptionnel qu'on peut écarter de la description des trajectoires 
rectilignes. Nous supposerons, comme Mott que les centres détecteurs 
sont fixes, et considérerons seulement qu'ils peuvent changer d'états, 
sans en préciser davantage la description. Ce modèle physique étant 
admis, on pose les notations suivantes : 

x : coordonnée (tridimensionnelle) de la particule incidente ; 

I : ensemble des détecteurs (atomes, molécules ....) ; 

a : coordonnée (tridimensionnelle), supposée constante, du cen
tre du détecteur i ; 

q : coordonnée interne multidimensionnelle, du détecteur i ; 

q :{q liel} : ensemble des coordonnées internes des détecteurs; 

J : ensemble des états internes j d'un détecteur ; avec état 
fondamental noté 0 ; les états forment un système de fonctions d'onde 
orthonormées ; 

tyl(q) : la fonction d'onde de l'état j ; 

E-* : le niveau d'énergie de l'état j ; on supposera que le ni
veau de l'état fondamental (ou état initial du détecteur) est 

E = 0 ; et que E3 > 0. 

S = J : l'ensemble des états conjoints du système de tous les 
détecteurs i ; 

s = {s(i)| i e1} e S : un état conjoint particulier ; s est 
une fonction sur I à valeur dans J ; s(i) est l'état du détecteur i; 
on note o l'état tel que V i e I : o(i) = 0 . 

E = Z{Estl']i £ 1} : énergie du système des détecteurs dans 
l'état conjoint s . 
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^(q 1) = n{i/jS<l) (q1* (q1)! i e 1} : fonction d'onde du système des 
détecteurs dans l'état conjoint s. 

I s i 

F(x,q ) = Z{f (x) ¥ (q )ls e S} : expression générale de la fonc

tion d'état relativement au système des états des détecteurs. Il ne 

nous a pas paru utile de considérer des états dépendants du temps : 
F(x,q ,t), fs(x,t),... ; parce que les états propres de l'opérateur 
de Hamilton (états stationnaires d'énergie déterminée E), suffisent 
classiquement à décrire comme des paquets d'ondes, tous les états évo
lutifs du système (formé de la particule incidente et des détecteurs. 

fs(x) = {fg(x)|s eS} : l'état du système total formé de la parti

cule incidente et des détecteurs peut être décrit par une fonction 

d'onde vectorielle fg(x) où ne figure explicitement que la coordonnée 

x de la particule incidente ; les composantes f de f étant indicée 

par l'ensemble S des états conjoints du système I des détecteurs. 

H = -(h2/(8TT2M)) A + ^{(H1 + K1)! i e 1} : le hamiltonien du sys-
i tème total ; M est la masse, de la particule incidente ; H désigne 

le hamiltonien du détecteur i ; considéré comme libre ; et K1 est un 
terme d'interaction du détecteur i avec la particule incidente ; on 
ne considère pas d'interaction entre les détecteurs. 

K = K(x - a ; q ) : tous les termes d'interaction sont de même 
forme. 

K ^ f q 1 ) = E{Kj. , (x-a1)^' (q1)! j'e J} : l'action de K sur les 

fonctions détat d'un détecteur s'exprime par une matrice hermitique 

K j dont les termes K-V., sont fonction du vecteur joignant la particule 

incidente au centre du détecteur. 

Exemple de N.F. Mott : Les interactions de l'électron de l'ato
me détecteur avec le noyau de celui-ci et avec la particule inci
dente sont décrits exclusivement par un potentiel électrostatique. 

y : coordonnée tridimensionnelle de l'électron du détec
teur i ; 

q = y - a : coordonnée relative au centre ; 

H1 =-(h /(8TT me))Ây
1 -e / | y1-a1] : hamiltonien du détecteur 

supposé libre ; où -e = charge de l'électron ; m = masse (réduite) 
de l'électron. e 

K = 2e /|x-y | : terme d'interaction ; on a supposé que la 
particule incidente a pour charge 2e (particule a). 

VK^Nq 1) = mZ(iJ<xV)¥2-z(±)+W)|i€I ; jeJ} : 

dans cette formule z désigne un état conjoint des détecteurs 

(zeJ =S) ; et z-z(i) +j est l'état obtenu à partir de z en modi
fiant seulement le détecteur i , qui de l'état z(i) passe à l'état j; 
(à moins que j ne soit égal à z(i)). 
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Z{K1}F(x;qI) =Z{K±} Z{f^(x)yZ(q1) | z e S) 

= E { f ( x ) K z ( i , . , ( x - a i ) r z ( i ) + j , ( q I ) | z e S ; i £ I ; j ' € J} ; 
z j 

Pour faire apparaître dans le dernier membre de cette formule, 
s I les coefficients d'une combinaison linéaire des fonctions ¥ (seS=J ), 

on effectue un changement de notations en posant : 

s = z - z(i) + j' ; j = z(i) ; 

z = s - s(i) + j ; j' = s(i) . 

D'où pour le terme d'interaction : 

^{K1! i e 1} F ^ q 1 ) = 
E{fs-s(i)+j(x) KJs(i) (x-a1)*3^1)! s £ S ; i £ I ; j e J}. 

On écrira maintenant l'équation de Sdrôdinger pour le système 
total (formé de la particule incidente et des détecteurs) comme un sys
tème différentiel liant les fonctions f (x) ; c'est-à-dire comme un 

s 
système différentiel linéaire pour la fonction d'onde vectorielle 
fs(x). On a d'abord : 

(-Ax + Z{(H
i+Ki)| i £ I}) FCx^1) = E.Ftx^1) ; 

2 2 dans cette formule, comme dans la suite, on met A pour (h /(8TT M)) A ; 

et E désigne l'énergie du système total ; qui est aussi l'énergie ci-
2 

nétique (p /(2M)) de la particule incidente ; les détecteurs étant ini
tialement tous dans l'état 0. On peut récrire : 

KK 1} F ^ q 1 ) = (Ax + E -^{H
1}) F(x,qX). 

Il est aisé de calculer dans les deux membres les coefficients 

de chaque fonction d'état Ys de l'ensemble des détecteurs ; et on éga
le ces coefficients ; d'où le système 

V S e S : (Ax + (E - E
S)) fs (x) 

7IKÎ (Y - a^) • = Z{K s(i) ( x ~ a f s - s ( i ) + j ( x ) l i e I '' j e J } ; 

c'est l'équation différentielle du second ordre satisfaite par la fonc

tion d'onde vectorielle fg(x)={f (x)| seS}. On notera que dans le se

cond membre de l'équation différentielle satisfaite par une composante 

f , interviennent seules (avec f ) les composantes f afférentes à un 

état conjoint z qui ne diffère de s que par l'état d'un seul détec
teur i. 

5.1.3 approximation de Bon.n telon \kott et Hel&enben.g : Sans pouvoir 

achever la résolution de l'équation différentielle satisfaite par fg(x), 

nous croyons utile de préciser la forme de la solution ; d'autant plus 
qu'on ira au-delà de l'approximation de Born ; ce qu'il serait souhai
table de faire dans de nombreux problèmes de physique (où l'on n'est 
pas,comme ici, aidé par des approximations quasi classiques). 

file:///kott
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5.1.3.1 L1équation lnte.ah.ale et &e& condition* aux, limiter : Puisque 

chaque composante f (x) satisfait une équation de Laplace, avec pour 

second membre une combinaison linéaire de celles des autres composan

tes f dont l'indice z ne diffère de s que par l'état d'un seul dé

tecteur (au plus), on peut lier f aux f par une équation intégrale 

classique ; à propos de laquelle W. Heisenberg (cf. "Principes", Ch V 
§ 1 p. 60) , invoque le principe de Huygens ; tandis que N.F. Mott ren
voie au traité de Courant-Hilbert. On a : 

f s ( x ) = g s ( x ) + z ^ s i j ( x î | i e I '' j e J } '* 

équation où pour affronter la complexité des calculs on a noté : 

g (x) : une solution arbitraire de l'équation homogène 

(Ax = (k
S)2) gs(x) = 0 ; 

kS = (2-ir/h) (2M(E-ES))1/2 ; i.e.: kS= 2ïïpS/h ; où : (pS)2/(2M)= E - ES ; 

9sij(x) -/dx'lx-x-r^xpdlc^x-x'l) fs-s(i)+j
(x,)KJs(i) <x,"ai>-

Les fonctions g (x) peuvent être fixées par les conditions aux 

limites, compte tenu de l'interprétation des composantes f (x) : 
2 

|f (x)| = densité de probabilité (non normalisée) que la parti
cule incidente soit en x, alors que les détecteurs sont dans l'état 
conjoint s . 

A l'infini, on a un faisceau incident qui n'a pas interagi avec 
les détecteurs, (dont l'état conjoint est o) ; ce faisceau se dépla
ce vers la chambre de détection, et sa fonction d'onde peut être no
tée : 

g(x) = exp(i ït°x) ; où t° = 2 p/h. 

Les autres fonctions g (x) sont identiquement nulles : N.F. Mott, 

qui se borne à considérer deux détecteurs, écrit simplement (avec ses 
notations, qu'on reconnaît dans les nôtres : cf. p. 82 de son article) : 

"Now it is clear that our starting conditions, namely that atoms are 
in the normal state before collision, require that G(R) = 0". 

Ces considérations nous apparaîtront d'autant plus "claires" 
que nous comprendrons mieux en quel sens physique les fonctions f 
sont sources les unes des autres. 

5.1.3.1 Développement en &én.le telon Vapproximation de Bon.n : Nous 
partons de cette approximation qui, bien qu'elle ne soit r>as ici plei
nement légitime (cf. § 5.1.4), fait découvrir la forme de la solution. 

L'équation intégrale du § 5.1.3.1 peut s'écrire schématiquement: 

f = g + 0p f ; 

où on a omis l'indice S (qui n'apparaîtra dans la suite que s'il 
faut distinguer les composantes f ) ; et où Ûp f désigne la combinai-

s i 
son linéaire d'intégrales où figurent les coefficients K si^\ du 

http://lnte.ah.ale
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hamiltonien d'interaction (entre la particule incidente et les détec
teurs i). D'où le développement tormel : 

f = (l/-®lp))g = ZiOfa g n = 0, 1, 2,..., n} ; ou encore : 

f = *:{f(n)|n = 0,1,..} ; f ( 0 ) = g ,f ( 1 ) = ©p g ; f ( 2 ) -flft q ).-... .-

En regardant l'interaction K comme une perturbation, on peut 

postuler que l'opérateur Qp a, en un certain sens, une norme petite 

e ; d'où f = 0 (e11) , terme général d'une série convergente. 

Par hypothèse, fq ~ 9c a pour seule composante non nulle l'on

de incidente fi = exp(i k°x). En général, si on note |s| le nombre 

des détecteurs touchés dans l'état |s[(i.e. |s| = Card I(s) = (i| i el; 
s(i) ? 0}) on a : 

f S = 0 ( £ l
S l ) ; 

autrement dit, le terme f n'apparaît dans le développement qu'à par

tir de l'ordre n = |s|. Pour le prouver, on établit par récurrence 

l'hypothèse (Hn) : 

(H ) : V S e S : n < I s|-1 => f *n) = 0 ; 
n = 

(H0) étant manifestement vraie, montronsque (Hn) résulte de ( H n - 1 ) . En 

effet, soit s, tel que n£ |s| -1, on voit dans l'équation intégrale 

que f(n) a pour termes sources les f^n~l) = fi-sU)+j ' D O U r l e s c* u e l s 

z ne diffère que de s qu'en ce qu'en un point i au plus, et qui sont 

donc tels que |z| > |s|-l > n ; donc nuls d'après l'nypothèse (H n_ 1). 

Cette démonstration fait voir, de plus, que si |s| = n, la sour

ce de f(n) est constituée des seuls termes f^n~1) non nuls, c'est-à-di

re des n termes f ^ s U l + O ' ^ 1 d i f f è r e n t d e s e n u n P o i n t i o ù 

s u ) ^ 0 et z(i) = 0, et sont donc tel que |z| = |s|-l. 

5.1.3.3 Hypothèàe* phyâlqueà et jonme de* ienmiu du développement : Afin de 

préciser la forme des composantes f de fg , d'après leur terme prin

cipal f ,Sl, Mott et Heisenberg font deux hypothèses physioues (qui s'a

joutent à celle du caractère perturbatif de K : K ^ e, requis pour 

l'approximation de Born). 

a) les coefficients K1,(X) de la matrice d'interaction K j dif
fèrent significativement de zéro sur une boule {x| | x| < Rdet} , dont le 
rayon Rdet (appelé rayon de détection) est grand vis à vis de la lon
gueur d'onde de Broglie, X , du corpuscule incident. 

b) Les nivaux d'énergie E3 des détecteurs (au dessus du niveau 
fondamental 0) sont négligeables vis à vis de l'énergie E de la parti
cule inc idente. 

Ces hypothèses permettent d'appliquer au second membre intégral 

de l'équation fg n + 1 ) = ®P f s ^ ' l e l a n 9 a 9 e intuitif habituel dans 

l'étude du rayonnement et de la diffraction ; d'où on déduira la for

me des f non nuls, en procédant par récurrence sur |s|. 
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On sait d'abord que sous l'approximation de Born fQ n'est autre 

que l'onde incidente. Les termes d'ordre 1 correspondent à |s| = 1 , 

cas où la particule incidente a interagi avec un seul détecteur i : 

est constituée d'un terme unique (cf. supra) {i} = I(s). La source f*1* 
(0) s 

fs-s(i1+0 ^ u i n ' e s t a u t r e <3ue l'onde incidente elle-même ; physique
ment, f ' résulte de la diffraction de cette onde sur le détecteur i 

s 

dont l'effet s'étend à la sphère de centre a 1 et de rayon Rdet. Du fait 

des hypothèses a et b la diffraction se produit exclusivement vers 

l'avant dans un cône étroit dont l'angle d'ouverture est a priori d'ordre 

de grandeur (X/Rdet) ; le moment de l'onde diffractée diffère très peu 

de celui de l'onde incidente, c'est-à-dire en termes mathématiques, 

que le gradient (h/2ïïi)) Vf est équivalent au p de l'onde incidente. 

(Toutes ces assertions se démontrent classiquement en considérant la 

cohérence en phase des termes de l'intégrale qui exprime f * J ) . 

D'où le schéma : 

(ni 1C4)= {ï,} • 

M 

^71^^¾¾¾^ ify 

Le calcul des termes d'ordre 2 non nuls f (2) est tout analogue-

On sait déjà qu'on doit avoir |s| = 2 ; i.e. I(s) = {il,i2} ; et que 

la source de f comprend a priori deux termes f„ J dont les indices s z 

sont zl ec z2 : 

zl : I(zl) = {il} ; zl(il) = s(il) = jl 

2.X : I(z2) = {12} ; z2.(i2) = s(i2) = j2 

c'est-à-dire les états z où est touché un seul des deux détecteurs 
(il et i2), touchés dans l'état s. Mais pour que(par exemple) f 

:(2) 

(1) 
zl 

une contribution intégrale non nulle, apporte au terme 
(1) il faut que f*-, (qui n'est autre que la fraction de l'onde incidente 

diffractée sur il) ait dans son cône de diffraction le détecteur i2. 

D'où il résulte que f (2) ne sera non nul que si il et i2 sont ap

proximativement alignés dans l'axe du faiseau incident ; auquel cas, 

(en notant il le détecteur d'amont, et i2 le détecteur d'aval) il n'y 

a qu'un seul terme source non nul f„, ; et l'onde diffractée f occu-
zl s 

pe elle-même un cône étroit dont le sommet est le détecteur d'aval 

a . D'où le schéma : 
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<tfbodU ff 

On poursuit fa même au-delà de l'ordre 2 : "aucun DOint nouveau 
n'apparaît dans cette généralisation", selon Heisenberg (cf. "Princi-

:(|s|) 
s 

l'ensemble I(s) des détecteurs touchés est quasi aligné dans l'axe du 

faisceau incident ; ce qui permet de numéroter ces détecteurs d'amont 

en aval i.. ,..., i, , ; le support de l'onde f'i'^'est un cône étroit 
1 I si ( I s h 

de sommet i|_i ; la source de f ' ' est l'unique terme afférent à 

l'état z qui ne diffère de s gu:en ce que i. r n'est pas touché. 
D'où le schéma : ' s | 

12. 

N.B. : les angles notés ——*3C! sont «* X/Rdet ; ils sont 3 comme l'an
gle d'ouverture grandement exagérés, sur la figure. 

5. 1.4. Considération* qua&l classique* et jorme de la solution réelle : 
Légitime dans son principe, et satisfaisante dans ses résultat-s 

si on ne considère qu'un ensemble I de quelques détecteurs, l'approxi
mation de Born ne se justifie plus pour une chambre de détection réelle 

où toute trajectoire ne rencontre pas moins de 10 atomes sur un cm de 

son parcours ; et elle conduit à des résultats absurdes. Si, ainsi qu'on 
1 21 

l'a fait plus haut, on interprète f (x) comme la densité de probabi
lité (non normalisée) que la particule incidente soit en x, alors que 

les détecteurs sont dans l'état conjoint s, on voit en particulier 
2 2 

qu'attribuer à |f (x)| la valeur constante |gfi(x)| = 1, implique qu'il 

soit possible que la particule incidente traverse la chambre sans être 

détectée. Il est tout aussi absurde d'attribuer à un terme f (x) (pour 
i1 si s 

| si > 1) un module décroissant comme (1/1 x -a I ) sur son cône de 
diffraction : car cela implique qu'au-delà du détecteur i. . , la parti
cule poursuive sa trajectoire dans la chambre sans n'être plus détec
tée. Si on note Libr le libre parcours moyen dans le milieu détecteur 
d'une particule telle que la particule incidente (i.e. de masse, charge 
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et vitesse données), l'onde diffractée f (x) doit s'écrire (à l'inté-
tieur de son cône support : 

fs(x) ~ *>{6) exp((!x-a
ijs|l(ik -Libr~1/2))/Ix -ails,i ; 

formule où v>(9) est un facteur de direction (laissé dans le vague) et 
-1/2 2 

Libr ' introduit la décroissace exponentielle de |f | correspondant 

au libre parcours voulu. Sur l'équation de Schrôedinger (ou l'équation 

intégrale qui équivaut à celle-ci), cette extinction exponentielle est 

réalisée par les très nombreux termes source f où I(z) = I(s)+iv , iv étant 

un quelconque détecteur situé en aval de iiqt dans le cône support 

qu'assigne à f l'approximation de Born. 

A cette correction essentielle près (la décroissance exponentiel
le) , l'allure de la solution fg est celle figurée à la fin du 5 précé
dent ; avec en outre pour le cône support de l'onde diffractée une ten
dance à s'ouvrir en calice du fait des interactions : *=z^ La consi
dération des libres parcours permet d'affirmer que seuls contribuent à 
la description du processus les termes f pour lesquels les détecteurs 
touchés (ensemble I(s) sont alignés approximativement sur une droite 
parallèle à l'axe du faisceau et distribuées sur celle-ci suivant un 
rocessus de Poisson ; en un point x, du milieu de détection, seuls 
sont non nuls des termes f (x) pour lesquels I(s) se termine à une dis
tance de x de l'ordre de Libr, ]s| étant de l'ordre du quotient par 
Libr de la distance parcourue dans le milieu du détecteur. Après la li
mite d'aval du milieu détecteur, (si rien n'arrête la particule inciden
te) l'onde diffractée peut se propager indéfiniment sans être absorbée. 

5./.5 Modèle de solution exacte : Comme modèle où les approximations 
faites peuvent être évaluées avec précision, nous considérerone le cas 
où il n'y a qu'une seule dimension spatiale (x e R) ; puis nous suggé
rerons la généralisation au cas tridimensionnel. 

5. / Particule unique traversant une bawibtzde potentiel symétrique : 
On a l'équation : 

f" + (E + K(x)) f = 0 ; 

où K(x) est réel, symétrique (K(x) = K(-x)), régulier, limité à une zo

ne de rayon R (i.e. si |x| > R, K(x) = 0) et petit vis-à-vis de E. On 
1/2 prend pour condition aux limites à x = - °° : f(x) = exp(iE ' x) . Alors 

la solution peut être approchée par la formule : 

f(x) = ((E +K)/E)"1/4 exp(i(E +K(x))1/2x) ; 

il est rigoureusement vrai qu'au-delà de x = R on a : 

f (x) = exp(i(E1/2x + *>)) ; 

l'angle de déphasage ^ étant approché par 

*> ~Ji((E+K(x)î/2 -E1/2)dx|x e (-R,+R)}. 
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5.1.5.2 Un seul détecteur à deux états placé à V origine et d'énergie 

d'excitation négligeable : La fonction f. n'a ici que deux 

composantes : fQ (le détecteur est au niveau 0), et f. (le détecteur 

est au niveau 1, d'énergie El <<E). L'équation de Schrodinger est : 

fj + EfQ + K((x)fx = 0 

fj +(E-El)f1 + K(x)fQ =0 

(où on a noté K(x) , la seule composante K . = K Q de la matrice K _ 

décrivant l'interaction entre particule et détecteur ; et K(x) a les 

mêmes propriétés qu'au § précédent). Le système se résout en négligeant 

El, et prenant pour inconnues intermédiaires les fonctions f =fQ + f-, 

et f_ = fQ - f ; lesquelles se séparent. Il suffit de donner la solu

tion, pour x = +» et -» : 

x = -oo : fQ = f+ = f_ = exp(ipx) ; ̂  = 0 ; 

x 

fQ = cos ̂ exp(ipx) ; f = i slmp exp(ipx) ; 

1/2 formules où p = E , e t *p a l a même e x p r e s s i o n que c i - d e s s u s (en E e t 
K(x)) . 

5./.3.5 Un ensemble de détecteurs du même type : Ce cas se résout com

me le précédent ; on suppose (pour simplifier) que les intervalles 

d'action (a -R, a +R) n'empiètent pas entre eux. Puisque chaque détec

teur n'a'que deux états 0 et 1, un état conjoint s est décrit par 
(x) 

l'ensemble I(s) des détecteurs qui sont au niveau 1. La composante f 
i 1 si 

est nulle tant que x est inférieur à l'abscisse a de celui des d é 
tecteurs touchés (i.e. dét. de I(s)) qui est le plus à droite (en aval). 
Au-delà on a (en dehors des zones d'actions des détecteurs) : 

f (x) = (isin*>)IsI cos*> C a r ( x )~ , s !exp(ipx) ; 
s 

où on a noté car(x) = Card ( i l i e l ; a < x } . 

Si les détecteurs sont distribués à peu près uniformément, le 

terme en cos^> assure une décroissance exponentielle de f en fonction 

de x ; tandis que le terme en sirn^ donne l'ordre de grandeur : on a 
retrouvé la forme de solution proposée d'après Mott et Heisenbevg pour 
le cas tridimensionnel. 

5 . 1.5.4 Généralisation éventuelle du modèle en dimension 3 : Au § 5.1.5.2 

en négligeant l'énergie d'excitation des détecteurs, on a pu introdui

re les combinaisons linéaires f et f_ qui satisfont à des équations 

de Schrodinger séparées dans les potentiels respectifs E +K(x) et 

E -K(x). La solution du § 5.1.5.3 s'obtient par le même principe de 

séparation en effectuent un changement de base qu'il suffira de mon

trer dans le cas où Card I = 3 (3 détecteurs) : chaque composante de 
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la nouvelle base est notée f , „ , i.e. indicée par une suite de 
t, e , e 

trois signes ((, + ou -) ; f , „ est une combinaison de huit termes 
£ , e , e 

f , le coefficient de chacun d'eux étant celui de la séquence de 0 et 

1 qui lui correspond dans le développement formel de 
(0+E1) (0+e'l) (0+e"l) = 000 +e" 001 + e' 010 + e'e" 011 + elOO + ... 
f
e , £ ' , e » = %oo + £,,fooi+e,foio+e,e"foii+Efioo+ee"fioi+eE,fiio+eE,e,,fiii • 

La fonction f , „ satisfaisant à l'équation de Schrodinger : e, e , e 

A f „ + (E +eK(x-al)+e'K(x-a2)+e"K(x-a3)) f . ., = 0 

Sous les hypothèses physiques faites (énergie des détecteurs 
négligeable vis-à-vis de E ; rayon de détection grand vis-à-vis de 
la longueur d'onde de Broglie de la p. incidente ; ...) cette équa
tion décrit un flux quasi classique de particules aans l'espace ; ce 
qui pourrait en faciliter l'étude. 

5.2 Mesures en cascade : N'ayant pu (au § 5.1) étudier en détail 
que deux niveaux : celui de la particule incidente, et celui des molé
cules détectrices, sans aller jusqu'à l'observateur, nous proposons 
ici un schéma où il est facile de multiplier les niveaux. 

5.2.1 Description du modèle : Les notations adoptées sont analogues à 
celles du § 4.3. On suppose maintenat qu'il y a un système A, et une 
suite d'appareils : B, C, ...., X, Y. Les liens entre le système et 
les appareils sont différents de ceux considérés au § 4.3.2. Seul l'ap
pareil B est en interaction directe avec A ; l'appareil C, qui agit 
après B, n'a d'action que sur B ; ... ; etc. ; jusqu'à l'appareil Y qui, 
agissant en dernier n'a d'action que sur X. Pour simplifier l'écriture, 
on se bornera ici à un système à 4 composantes : A, B, C, Y. 

Les espaces d'états sont notés EA, EB, EC, EY. Pour chacun des 
trois appareils on a un état initial, et une base orthonormée, conte
nant le vecteur d'état initial. 

B0 e Bc ? Y0
 e co '" n0 e Yo • 

L ' e f f e t de s i n t e r a c t i o n s s u c c e s s i v e s à p a r t i r d ' u n é t a t pur,*^eEA, 
s ' é c r i t : 

* © B0 ® Y0 © n 0 -

• • • £ { o p 8 < i p ) ® 31 6 e B 0 } © Y0 © n0 •+ 

• • • Z { o p B < * ) © O P Y ( 0 ) ® y | B € B 0 , y e C 0 } ® n 0 *> 

• • •Z{op3(i / j ) © o p y ( B ) © o p n ( Y ) ® n | B e B o , Y e C 0 , n e Yo } . 

D a n s c e t t e f o r m u l e , f i g u r e n t d e s o p é r a t e u r s o p 3 , opY, opn a s s o 
c i é s a u x é t a t s d e b a s e d e s a p p a r e i l s d e m e s u r e : 

op& e L(EA , EA) ; opY e L (EB , EB) ; opn e L (EC , EC) ; 

et i 
avec la condition d'unitarité £{ opB ° opB | B € BQ } = Ô (identité de EA) 
et les conditions analogues pour les opy et opi) . De plus, si on con
sidère BCY comme constituant ensemble un appareil unique, on peuc aus
si écrire : 
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* © Bo ® Yff © no -

• • • X{op e Y n ( ip ) © 6 © Y ® n | B e B „ , Y ^ C 0 , n eYQ] ; a v e c 

0 P g Y n e L(EA,EA) ; I { C t o p 3 Y n » o p ^ j B € B 0 , Y e C 0 , n e Y0} = ô 

5 . 2 . 2 Action sur une matrice de densité : S i l ' é t a t i n i t i a l de A e s t 

d é c r i t p a r une m a t r i c e de d e n s i t é w on a d e même : 

wA x (g0® c e o ) «) ( ï 0 ® c
Y o ) & ( n o ® c n o ) ^ 

E e e , { o p e " ° WA ° C t ° p B ) ® (B* © c B)}®(Yo® C Yo)®(no® c ) -
MtJ "• no 

Z 33 ' Y Y' { ( 0 P & ' ° w
A

o C t ° P B ) ® (opY ' o3'®CBCotopY)® (y '© °Y)}® (n o® °n o ) •* 

2 33 ' Y y « n n i f t 0 PB , °w A o c t op3ï®(opY , o3 , ® c 3o C t opY)®(opn , oY , ®V C t opn)^ 

E t , en c o n s i d é r a n t BCY comme un s e u l a p p a r e i l , l ' é t a t f i n a l c o n 
j o i n t WA B C y d e A e t d e s a p p a r e i l s B , C, Y s ' é c r i t : 

" " ^ B S ' Y Y ' n n ^ ^ B ' Y ' n ' ° W A ° C t o P B Y n ï ® < B ' ® c B ) ® ( Y , ® C Y Ï ® ( n ' ® c n ) -

On v é r i f i e s u r l e s f o r m u l e s , q u e , comme i l e s t n a t u r e l , l a m a 
t r i c e d e d e n s i t é d e A d a n s l ' é t a t f i n a l e s t l a même q u e s i s e u l e x i s 
t a i t l ' a p p a r e i l B ( c f . § 4 . 3 . 1 ) : e n e f f e t C e t Y n ' a g i s s e n t o a s 
s u r A . On a : 

WA = t r a c e p a r t i e l l e (WA B C y) s u r L (EB,EB)®(L(EC,EC)« (L(EY,EY) , 

où on a n o t é WA B C y l a m a t r i c e de d e n s i t é d e l ' é t a t f i n a l c o n j o i n t ) ; 

WA = £ { ( o p 3 ' ° wA ° C t o p 3 ) . t r a c e ( c t o p Y ° opY * ° i^*®0^) . . . 

. . . t r a c e ( c o p n o o p n * c ( Y '® C Y ) < n , n ' > } 

d a n s c e t t e somme s e u l s s o n t n u l s l e s t e r m e s en n = n ' . E t c o m p t e t e n u de 

l a c o n d i t i o n d ' u n i t a r i t é £{ c opn ° opn} = ô , i l v i e n t : 

WA = S 3 3 ' Y Y , { ( 0 p e ' °WA e C t ° P e ) t race(C topYoopY'°(B' ©CB))^Y,Y*>} ; 

q u ' o n t r a n s f o r m e d e l a même m a n i è r e en : 

WA = E 3 3 ' { ( o p e ' ° W
A °C t°P^Î <B,B'>] - Z {opB o wA o C t o P 3 } . 

Q u a n t à l a m a t r i c e de d e n s i t é c o n j o i n t e W du s y s t è m e à o b s e r 

v e r e t du d e r n i e r a p p a r e i l ( l e p l u s é l o i g n é " d a n s l a d i r e c t i o n d e l ' o b 

s e r v a t e u r " ) on l a c a l c u l e l e p l u s s i m p l e m e n t en f o n c t i o n d e s o p é r a t e u r s 

t e u r s o p a & Y , en p r e n a n t une t r a c e p a r t i e l l e de W A B C y p a r r a p p o r t à 

L(EB ,EB) © L ( E C , EC) . En f a i t s e u l e c o m p t e l ' e x i s t e n c e d ' a p p a r e i l s 

i n t e r m é d i a i r e s e n t r e A e t Y, q u e l q u ' e n s o i t l e nombre (BC p o u v a n t 

i c i ê t r e a s s i m i l é à un s e u l a p p a r e i l , comme BC X d a n s l e c a s g é 

n é r a l ) . I l v i e n t : 
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W A y = trace partielle(WABCy) sur LlEB ,EB) ® L(EC , EC) 

(op3Yn. ° w A o C top 3 Y n)x( n' x
cn) |3 eB 0, Ye C0} 

La probabilité Prob(n) que l'état final du dernier appareil soiti 

apparaît comme la trace du composé de w et d'un opérateur hermitique 

positif noté Prob(n), et appartenant à L(EA , EA) : 

prob(n) = Z{Ctop3Yno op |3 eB0, ye C0}eL(EA , EA ) ; 

probabilité de l'issue n = trace (Prob(n) o w ). 


