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CORRESPONDANCE ENTRE DEUX ENSEMBLES ET PARTITION 
DE CES DEUX ENSEMBLES 

[CORR. PART] 

par P. Cazes 

On rencontre en analyse des correspondances des cas divers où (?es 
partitions des ensembles jouent un rôle essentiel : nous citerons l'a
nalyse des questionnaires, les tableaux décomposés en une suite de 
blocs diagonaux en dehors desauels il n'y a aue des zéros ; les modè
les plus généraux de tableaux construits par blocs suivant des struc
tures hiérarchiques. Dans de tels cas les facteurs sont souvent répar
tis en deux groupes : d'une part des couples de facteurs dont chacun 
est constant sur toute classe de la partition dont l'ensemble (I ou J) 
est muni ; d'autre part des couples de facteurs dont chacun a moyenne 
nulle sur toute classe de la partition dont I ou J est muni. L'objet 
du présent travail est de préciser les conditions les plus qénérales 
où une telle structure se réalise. Afin de simplifier les calculs, dans 
la mesure du possible, on se placera dans le cadre de la géométrie eu
clidienne multidiirensionnelle, avec décomposition d'espaces en sommes 
directes, et produits tensoriels. 

1 Rappel dz la définition rfe.4 &ac£e.uLi6 : Une correspondance f 

étant donnée sur le produit I * J, chacun des deux ensembles I et J 

est muni de la loi marginale f_ ou fT. Ainsi l'ensemble R des fonc-

tions à valeur réelle définies sur I devient un espace euclidien, no

té L , , l'espace des fonctions de carré sommable sur I : le produit 
I I scalaire de deux fonctions 9 et I|J étant donné par la formule 

O 1 , i|;I> = £{6 1 ljJ1 f. |i e 1} 

L'espace L ? contient d'une part la droite des constantes (défi-

nie par la fonction 1, souvent notée ô ), et d'autre part l'hyperplan 

H des fonctions de moyenne nulle (lequel est orthogonal à la droite 

des constantes). De même pour J, on a L 2 et H . 

L'analyse des correspondances peut être regardée comme une décom

position canonique de la fonction densité d de fTT par rapport au 
I o 

produit f_ f_ : la formule de reconstitution s'écrit en effet : 
i j 

d i j = f. . / { f . . f .) = 1 + Z {\V2<p i i? * } ; 

où les ip , ^ sont des fonctions de moyenne nu l le , l es facteurs 

(*) Professeur de statistique à l'Université Paris Dauphine (CEREMADE). 
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normalisés. Avant toute analyse, il est clair que la fonction d -1, 
est une somme de produits deux à deux d'une fonction sur I par une 
fonction sur J ; c'est dire que : 

dIJ - ô1 6J € H1 ® HJ. 

Il est également classique d'associer à f__ une structure eucli-
IxJ 

dienne sur l'espace R des fonctions sur I x J : on a alors un espa

ce L 2 avec le produit scalaire : 
<çIJ , nIJ> = £ U i j nij f1;j|i « i, j e J} i 

et L - , L 2 sont des sous-espaces de L _ , parce que, en bref une fonc

tion d'une variable est un cas particulier de fonction de deux varia-

les, la norme L_ étant d'autre part respectée. L'analyse de f_, s'in-
IJ terprète alors comme l'étude dans l'espace euclidien L ~ de la figure 

I J I J 
formée par les deux sous-espaces L 2 et L„ , les facteurs *p , 0 
étant les couples de vecteurs pour lesquels est stationnaire le cos 
(c'est-à-dire en terme statistique le coefficient de corrélation au 
carré). 

On peut encore remarquer (ce qui est à peu près classique, sinon 

dit explicitement dans les cours...) que toute fonction Ç sur I*J, 

(telle que d ) définit à la fois une application linéaire de L 9 dans 
T -y T 

L 2 et une application linéaire de L". dans L 2 , (ces deux applica

tions étant transposées l'une de l'autre), suivant les formules : 
V *>Z e j * 2 : U* 1) = otJ ; où : 

V j e J : a3 = Ziv1 f Cij|i e 1} 

et de même 
V *J e LJ

2 : Ç(^J) = 31 ; où : 

V i € I : 61 = £{Çljf . i|jj|j e j] . 

Pour comprendre ces formules, il suffit de considérer le cas où 

£ est un produit de deux fonctions d'une variable, p , v : 

V i e I, V j £ J : C
lj = P1 Vj ; 

on a alors : 

£(</) = <*>Z , \iI> vJ ; Ç(<pJ) = < / , vJ> u1. 

L'intérêt de ces applications est d'abord que pour la fonction 

d , elles coïncident avec les applications usuelles associées aux 

transitions f T et f T , c'est-à-dire à la projection orthogonale de 
I J J I IJ 

L 2 sur L 2 et de L 2 sur L 2 , au sein de L , ; on a en effet : 

V V1 e hT
2 : dCP1) = V1 o fJx = a

J
 ; 

(i.e. : V j £ J : a
j = I-/*1 f\}= l± {«/f ±dL j } ) ; 

J 
V *u € L

u
2 : d(^) = tyJ

 0 f 
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C'est pourquoi, pour une fonction quelconque Ç il est commode 
de noter : 

«j - « V * ^ = s i j f j 

z\ - u \ } ; c\ r*D f . 
i 

Et les applications £ (̂*) , Ç (î J) s'écrivent alors comme des tran
sitions : 

ÇGP1) =aJ = ̂ 1 • Ç^ ; 

.1 
J " 

Mais ce qui nous importe ici est qu'en associant des applications 
linéaires à toute fonction sur I.J, on peut facilement écrire toutes 
les décompositions de fonctions et de tableaux subordonnés à des par
titions sur I et J. 

2 Décompositions oKtkoQonalzs CL6*ocio.e.& à dzs partition* 

Comme au § 1 on considère une correspondance fT, , I et J étant 
lu 

munis des lois fj et f . De plus, on suppose données une partition X 
de I et une partition Y de J ; la classe d'un élément, i ou j, étant 
notée : 

x(i) e X ; y(j) e Y. 

Considérons d'abord l'un des ensembles, soit X. 

On a sur X une loi f définie par : 

V x e X : f = E{f. |i e x} 
Y 

(en effet, x est une partie de I). L'espace L 2 des fonctions de carré 
sommable sur X, avec la norme associée à f , s'identifie au sous-espa-

I 
ce de L 2 formé des fonctions qui sont constantes sur chaque classe x: 

(«p1 e LX2 ) o (V i, i' e I : x(i) = x(i') => ̂ 1 = «p1 ' ) 

I X 
Dans L 9 , le supplémentaire orthogonal de L „ n'est autre que le 

I/X 
sous-espace, noté H ' des fonctions y ayant moyenne nulle sur chaque 

x : 

(ifi1 € H I / X ) «• (V x e X : E O 1 f | i e x} = 0) 
X X I 

La projec t ion $ sur L 2 d'une fonct ion quelconque \p sur I , 
s ' o b t i e n t en f a i s a n t l a moyenne de \p sur chacune des c l a s s e s x : on a: 

V x e X : *>x = Z{<pL f ± / f x l i e x} , 

I/X I I/X 
Quant à la p r o j e c t i o n y de <p sur H r l e plus- simple e s t de 

I X 
la calculer comme la différence y - y ; et il est clair que la fonc
tion ainsi obtenue a bien moyenne nulle sur chaque x , puisque préci
sément on soustrait de v*1 la moyenne <^xtl) .calculée sur la classe x(i) 
de i. 

I X 
Le passage de ^ à ̂  peut s'exprimer par un calcul de transition. 

Si on pose : 
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V i , i ' e l : r . = s i ( x ( i ) = x ( i ' ) ) a l o r s f. / f ... s inon zéro ; 
X I I X I/X 1 x i x ' 

on a <p =(£ 0 r T . Par d i f f é r e n c e , ^ se c a l c u l e a u s s i par une t r a n -
I I I I/X I I 

s i t i o n . S i on p o s e t T = ô T ~ r I f o n a ^ = *> 0 t T ; 

Les mêmes calculs avec des notations semblables se font pour J et 
Y. 

Considérons maintenant le produit tensoriel euclidien L 2 (S? L 2 ; 

c'est-à-dire les fonctions de deux variables i et j avec la métrique 

f f (et non f T T). Ce produit tensoriel se décompose en somme directe 

orthocronale de 4 sous-espace s : 

LJ
2 © L

J
2 = U

X
2 ©H

1/*) ® (L
Y
2 @H

J / Y) 

= (LX ® LY ) © (HI/X ® LY ) ©(LX ® HJ/Y) © (HI/X ®HJ/Y); 

Pour comprendre cette décomposition, il suffit de la considérer 
pour une fonction de i et de j qui est le produit de deux fonctions 
d'une seule variable ; soit (avec les notations déjà utilisées au § 1): 

rIJ I ~ J .in i j 

on a alors : 

CIJ = (yX © vY) + (uI/X ® vY) + (yX ® vJ/Y) + (yI/X ® v J / Y ) , 

ce qu'on peut écrire : 

çIJ a çXY + I/X;Y + CX;J/Y +cI/X;J/v 

Dans le cas d'une fonction £ quelconque la décomposition se cal
cule en faisant des moyennes partielles, par rapport à l'une ou l'autre 
des deux variables i et j (ou les deux) sur les classes de la parti
tion correspondante. On note 

Çiy = I{Çij(fj/fy)l j € y} ; 

Çxj = Z{Çij(fi/fx)|i € x} 

ÇXy = H{£ij (f±/fx) (fj/fy) 'i
 e x ; j e y} ; 

D'où pour £ -1 la décomposition en quatre termes : 

çij = çX(i)y(j) + (çi y(j) _ çX(i)y(j)j + (çX(i)j _ ̂ (Dyfjjj 

+ (j.ij . çiy(J) _ çx(i) j + çX(i) y(j)} . 

I /X Y on vérifie par exemple que le deuxième terme appartient à H / ^ L 2 , 

car en tant que fonction de i et j , il a moyenne nulle sur chaque 
classe x et est constant sur chaque classe y. 

Pour les applications linéaires Ç , et Ç _ on a les décompositions 

correspondantes en 4 termes ; par exemple pour £ T : 

+ ( t J j ' e J j • fcIi>-
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(formule qui résulte de ce que r + tJj = <$J , l'identité ; et de mê
me pour I). 

3 Décomposition orthogonale, zt analyse, jactofiizllz 
Revenons au problème considéré initialement : caractériser les 

correspondances pour lesquelles les facteurs vont par couples, soit 
constant sur les classes des partitions X et v de I et J, soit de 
moyenne nulle sur ces classes. Avec les notations du C 2 cela impli
que, compte tenu de la formule de reconstitution rappelée au f 1 : 

,IJ .XY _,_ ,I/X;J/Y 
d = d + d ; ou encore 

dI/X;Y = Q ;dX;J/Y = 0 . c . e s t _ à _ d i r e . 

V i e I, j e J : d ± y ( j ) = d
X ( i ) y ( j ) = d x ( i ) j ; 

formule qu'on peut récrire non plus en terme de densité, mais en ter
me de masses : 

V i € I, j e J : f. ,., f , ,f.=f ,., ,.,f.f.=f ... . f. f ,.,. i;y(D) x(i) j x(i);y(]) i j x(i);^ i y(n) 

I/X *Y X•J/Y 

Kéciproquement si d ' ' = 0 et d ' ' = 0 , les facteurs ont la 

forme particulière expliquée ci-dessus : car la décomposition canoni

que de d , s'o 

des deux termes 

que de d , s'obtient en faisant séparément la décomposition canonique 

d " c LX„ fr L Y ; d 1 ^ ' ^ e H 1 ^ © H J / Y ' 3XY 
2 ^ ^ 2 

et ces deux décompositions canoniques donnent des facteurs des deux 
types voulus. 

Les facteurs du premier type peuvent être calculés en analysant 
la correspondance sur XY obtenue en cumulant la correspondance f T T sur 

chacun des blocs x y ; les facteurs du deuxième type peuvent aussi se 
calculer séparément (si on le juae bon) en analysant la correspondance 

I/x * J/v 
sur I xj dont la densité est (1+d / ) {correspondance dont le ta
bleau peut comporter des nombres négatifs ; irais oui a bien pour mar
ges fI et f j ). 

Les facteurs des deux types peuvent encore se définir dans l'es

pace L „ muni de la métrique associée à f__ : pour les facteurs du 1-er 
X Y 

type, on considère la figure formée par les deux sous-espaces L 2 et L 2 : 

T X T 1 . T Y T J 

Les couples de facteurs (̂  , </? ) du 1-er type peuvent être ca

ractérisés comme des couples (y? , ip ) réalisant la stationnarité de 

l'angle : car il est clair que s'il y a stationnarité si on se place 

dans L 2 et L 2 , il y a a fortiori stationnarité si on restreint la 
Y y 

variation des vecteurs à des sous-espaces L ? et L « -

De même pour les facteurs du 2-ème type, on pourra étudier la fi

gure formée par les deux sous-espaces H ' et H . 

Dans le cas général où d est quelconque relativement aux deux 
partitions X et Y, il n'y a pas de facteurs des types 1 et 2 ; ou du 
moins, s'il y en a, ce ne sont pas tous les facteurs. Mais on peut 

XY I /X * J /Y 
avec les deux termes d et d ' construire une correspondance de 
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densité d» aussi voisine que possible de la correspondance donnée, et 
n'admettant que des facteurs des types 1 et 2 : il suffit de poser : 

d'IJ = dXY + d
I / X ï J / Y ; i.e. (cf. supra f 2) : 

d.ij = dx(i)y(j) + (diJ_diY(J) _ dx(i) j + dx(Dy(j)) 

= diJ _ diy(J» . dx(i) j + 2dx(i)y(j)> 

L'analyse de cette correspondance fournit des facteurs qu'on peut 

interpréter dans L 2 par les fiaures formées par deux couples de sous-
espaces : 

(LX2 , L
Y
2 ) , et : (H

I/X , HJ/Y) ; 

car les angles formés par les vecteurs de l'un ou de l'autre couple 

sont les mêmes que L 9 soit muni de la métrique associée à f , (donné: 
IJ T 7 ^" 

de densité d ) ou à f.j.j (construit : de densité d' °) : en effet les 
I/X*Y X*J/Y 

termes en d ' et d ' ne contribuent pas au produit scalaire 
(*X , ^Y) ou (v>I/X , / / Y ) . 

4 RzmafiqiLZ 

La méthode du § 3 permet de résoudre un problème analocrue, que 
nous exposons brièvement pour son intérêt géométrique, sans"envisager 
d'application pratique. 

Les ensembles I et J étant comme précédemment munis de parti
tions X et Y, on cherche la condition pour que tout couple de facteurs 
non triviaux soit formé ou bien d'un facteur sur I constant sur toute 
classe x, associé à un facteur sur J centré sur toute classe y ; ou 
bien d'un facteur sur I centré sur tout x, associé à un facteur sur J 
constant sur tout y. 

En terme géométrique cela s'écrit globalement : 

dIJ = 1 + d
X'-J/* + d

1/*'* ; ou encore = 

dXY . 1 . dI/X;J/Y = Q 

Ce qu'on peut récrire en termes de valeurs des densités par deux 
conditions dont la 1-ère résulte en fait de la 2--eme ; 

V x e X , V y e Y : dXy = 1 ; 

V i e I, V j € J : 1 + dij = d1 Y™ + dX(i) i ; 

ou encore en terme de masses : 

v i . i . v J . J , ^ - ^ i V ' W V W + V i ) J ( V W -
On peut dire, en bref, que ce cas est complémentaire de celui 

traité au § 3. 


