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9.1 

Chapitre 9  

Fonction zêta à1une variété algébrique 

(9.1)• Paragraphe -préliminaire: quelques conséquences du Nullstellensatz. 

Soit K un corps fini à q éléments, et soit 

/ P 1 (X 1 , ... , xn) = 0 

( 2 ) ) 

i P I >(X1 , . . . , x a ) = o 

un système de r équations polynomiales à n inconnues et à coefficients 

dans K • On peut associer à ce système plusieurs objets: 

(i) Lfensemble algébrique affine des zéros de ( 2 ) dans K n , K dési 

gnant la clôture algébrique de K ; cet ensemble sera noté V ; un point 

x = (x̂  , . •. , xft) de V est tout simplement une solution commune dans 

K n (et non plus nécessairement dans K11 , comme aux chapitres précédents) 

des r équations F (x) = 0 , ... , F

r(x) = 0 • 

(il) L'idéal J de KQx3 engendré par les r polynômes F f ... , F^ . 

(III) L'idéal I de K[x] formé des polynômes G tels que G(x) = 0 

en tout point x de V . 

(IV) L'anneau (ou plus précisément la K-algèbre) A = KL^Q/ I • c'est 

1'"anneau de coordonnées de V 11, généralement noté X £vj • 

Des considérations algébriques élémentaires, plus les deux formes classi

ques du théorème des zéros (= Nullstellensatz) de Hilbert (voir par exemple 
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[LaJ , chapitre X, paragraphes 2 et 3, ou £«ToJ , chapitre i) permettent 

d!affirmer ceci: 

(i) L'idéal I est la racine de l'idéal J , c'est-à-dire l'intersection 

des idéaux premiers de K [ x J contenant J , ou encore l'ensemble des élé

ments de K £xj qui sont nilpotents modulo J (Nullstellensatz, première 

forme)• 

(ii) A =s K [v] est donc une algèbre réduite, c'est-à-dire dépourvue d'élé

ments nilpotents; en outre, elle est de type fini sur K : si ^ , ... , 

sont les images canoniques de X f ••• f X & dans A , on a évidemment 

A = , ... , | J . 

(iii) Si x = (x̂  , ... , x ) est un point de V , on a 

K[X^ , ... , x^J = K(x̂  , ••• , x^) 

(en abrégé, K £xj = K(x) ), puisque le point x est algébrique sur K 

(ses coordonnées x^ sont par hypothèse dans la clôture algébrique K de 

K ). L'homomorphisme canonique K [ X J —> K [x*] (laissant K invariant 

élément par élément, et appliquant chaque X sur la composante x^ corres

pondante) a donc pour image un corps, et pour noyau un idéal maximal .K ; en 

outre, par définition de V , J C M , donc I C M , et M donne par 

passage au quotient selon I un idéal maximal 4 ^ de A , parfaitement déter

miné par- x £ V , et qu'on dira associé à V ; naturellement, 

(1) A / ^ ~ K [ x ] / M C± K[xJ = K(x) , 

et l'isomorphisme composé A j 1 ^ K(X) est entièrement défini, par le 

fait que, pour chaque i , il applique (mod sur la i composante 

x^ de x (et que d'autre part c'est un K-isomorphisme...) 
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(iv) Inversement, si 4ÎU est un idéal maximal de A (correspondant de façon 

unique à un idéal maximal M de KJ^Xj contenant I ) , il existe au moins 

un X-ioomorphisme (p : A > K ayant exactement pour noyau , ce qui 

équivaut à dire que le corps À / IMS est une extension algébrique (de type 

fini, donc de de^ré fini) de K (Nullstellensatz, deuxième forme); si alors 

on pose x^ = C{) (̂ \) et x = (x̂  , ... , x^) , on a évidemment 

(2) A l<uu d K[x] « K(x) , 

l'idéal de K [ x J formé des G tels que G(x) = 0 est M > I 3 J , 

et x est un point de V ( J est engendré par les F....) 
J 

(v) Ainsi, à tout point x de V correspond exactement un idéal maximal 

de A , et tout idéal maximal de A peut être obtenu par ce procédé. 

Problème: étant donné 4*u , idéal maximal de A , combien y a-t-il dans V 

de points x tels que soit l'idéal maximal associé à x ? ou encore, 

combien de points de V le procédé décrit en (iv) fait-il correspondre à 

? Réponse: exactement m = £A / W : K3 • En effet, posons ^ = la 

classe de (mod et, pour chaque K-homomorphisme Cp : A K ayant 

pour noyau 'srts , désignons par Cp le K-isomorphisme de L = A / 

dans K déduit de lp par passage au quotient. Comme 

(3) (x, , . . . , x n > = («f'ClJ) , ... , «f'crà) ) . 
t 

il s'agit en fait de compter le nombre de K-isomorphismes (Jf de L dans 

la clôture algébrique K de K ; et il y en a bien m = £L : K] , puisque 

l'extension L/K est séparable. Ces "plongements" de L dans K sont d'ail

leurs évidemment conjugués les uns des autres par le groupe de Galois de K/K , 

c'est-à-dire en réalité de F m I F , L s'identifiant nécessairement à 
q m q 
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F m et K à F . Finalement, on a ce résultat très précis: 
q Q. 

si L = A j iMs et si m = [L : ; si d!autre part x -

(x̂  , ... , x^) est un point de V correspondant à -U^ , il y a 

sur V exactement m points correspondant à , qui sont expli-
2 m-1 

citement x , x , x q , ... , x^ (avec la notation évidente 

X = f • • • * ) • • • ) 

(vi) Convenons de dire que deux points x et y de V sont conjugales 

sur K s1 il existe un entier j tel que y = : la conjugaison est 

évidemment une relation dféquivalence dans V • Si xeV et si £K(X) : Kj 

= m , la classe de conjugaison de x contient exactement m points: x , 
2 qm-1 

x f x^ , ... , x , et les alinéas (iii), (iv) et (v) permettent en 

particulier d'affirmer ceci: 

Proposition 1. - Soit "ftC l'ensemble de tous les idéaux maximaux (le "spectre 

maximal11 Spm(A) ) de l'anneau de coordonnées A = K CvJ î pour tout 

1M, £ rYtfL , posons deg(^) = [A / % KJ et lùi<*u = q d e g ^ ^ ( 

est donc égal au nombre d'éléments du corps résiduel A ) # Alors les 

correspondances x H* et ^ \—> x définies en (iii) et en (iv) éta

blissent une bijection entre l'ensemble des classes de conjugaison de points 

de V et l'ensemble 7\t ; si la classe de x <£ V correspond à £ 

<y\ts , on a 

(4) K(x) ~ kjttu , card(K(x)) = , et 

(5) card(Cx) = [K(x) : K] = [k : Kj = deg(^) . 

(vii) La proposition 1 permet d'indexer bijectivement les classes de conju

gaison de points de V à l'aide des é *X\t ; si = la classe 



9.5 

correspondant à îiu , la famille ( U ^ ) ^ é ^ e s* alors une partition de 

V , et 1 1 , 1 ensemble partitionne1' (V, (U^> ) ^ ̂  № ) possède alors les trois 

pro pri61(j s suivant es : 

(EPF1 ) L'ensemble de base V est dénombrable. 

(EPF2) Chaque é 3ît ) est un ensemble fini. 

(2PF3) Pour tout entier positif m , l'ensemble des i*u e *3tC tels que 

card(U^) = m est également fini. 

(9.2). Fonctions zêta: définitions. 

Un rappel pour commencer: soient F un corps de nombres algébriques, 

0^ l'anneau des entiers de F et s une variable complexe. On sait (voir 

par exemple [bS^ , chapitre 5) que la fonction zêta correspondante peut 

être définie par 

Çv(s) « H , / d . N ^ - S ) 

où, dans le membre de droite, 4vw parcourt l'ensemble des idéaux maximaux 

de 0 , et où = card(0 j^Wu) ; le produit infini converge uniformé-

ment sur tout compact dans le demi-plan Re(s) > 1 , et la fonction ^ 

ainsi définie est a priori "une fonction holomorphe dans ce demi-plan. 

Soient maintenant K un corps fini à q éléments, A = K^Ç^ ^ n J 

une algèbre de type fini sur K et 0î6 l'ensemble des idéaux maximaux de A . 

Si MU e 3îC , A est une extension algébrique de degré fini de K (voir 

[La] , chapitre X, paragraphe 2), donc un corps fini: nous poserons 

(6) [A / W : Kj = deg(^) ; card(A / W ) = q

d e g M - f 
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ce qui correspond aux notations du paragraphe précédent. Considérons alors , 

le produit 

(7) 1 f 1 / (1 - ï W 3 ) 

où s désigne toujours une variable complexe. On vérifie assez facilement 

qu'il est absolument et uniformément convergent sur tout compact du demi-

plan Re(s) > n : pour le voir, on se ramène d'abord au cas où A = l'an

neau de polynômes K [x̂  , ... , X } , puis, par récurrence, au cas où n = 1 , 

c'est-à-dire où A = K [x^] = un anneau principal; et on procède alors 

comme pour l'anneau Z des entiers relatifs (auquel correspond la fonction 

zêta de Rieinann) en transformant le produit (?) en série de Dirichlet par 

l'astuce "eulérienne" bien connue. Ceci justifie la définition suivante: 

Définition 0. - Conservons les notations de l'alinéa précédent. On appelle 

fonction \ (= zêta minuscule) de l'algèbre A la fonction d'une variable 

complexe s , holomorphe dans le demi-plan Re(s) > n (au moins...) et 

définie dans ce demi-plan par 

(8) t (s) = I 1 / (1 - W " S ) . 

Les produits infinis étant peu maniables, nous allons immédiatement 

transformer cette définition en faisant le changement de variable 

(9) t = . a"3 

. , , . , , «T —S -s deg(^) . deg(^) ,. x qui donne évidemment Wwu = q = t ; a'ou 

Définition 1 . - Mêmes notations. On appelle fonction Z (= zêta majuscule) 

de A la fonction d'une variable complexe t , holomorphe dans le disque 
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1 ^ 1 *C Q n ( a u moins...) et définie dans ce disque par 

I (10) z.(t) = M 1 / (1 - t d e g W ) . 

La relation N ^ ~ S = t d e C ^ ^ et le fait que 

1 / d - t m) = 1 + t a + t 2 r a + 

permettent alors d'énoncer 

Proposition 2. - (i) Les coefficients du développement de Taylor de Z (t) 
xi 

au voisinage de 0 sont des entiers positifs. 

(ii) Les deux fonctions ^ A et Z^ sont liées par la relation 

( 1 1 ) * A ( f l ) = H^~SÏ • 

Dans ce qui suit, nous nous occuperons surtout de Z , et nous laisse-
JX 

rons de côté les questions de convergence (à ce propos, et pour ce qui con

cerne la définition la plus générale de la notion de fonction zêta, voir [of] , 

[Br] , chapitre III (3 Partie), et surtout [SgJ ). Nous considérerons donc 

essentiellement Z^(t) comme série formelle en t à coefficients dans l'an

neau Z des entiers relatifs (ou dans le corps Q des nombres rationnels). 

Prenons en particulier pour A l'algèbre K[v] associée à l'ensemble 

V des solutions de ( Z ) algébriques sur K (voir paragraphe 1 ). Pour tout 

m > 1 , posons X = F m , considéré comme l'unique extension de degré m 
^ m _ q 

de K contenue dans K , et désignons par N le nombre de points de V 
m 

rationnels sur K . c'est-à-dire à composantes dans K (de façon précise, , , m ' m 

(12) \ = card(V A (Km)
n) . 

On a alors le résultat suivant: 
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j Proposition 3» - Dans l'anneau de séries formelles Q [[t]] , on a 

I (13) iogz A(t) = 21 ^ t B • 

Démonstration. Par définition, 

ioe z A(t) - X iog 1 / 0 - t d e s W ) 

ou, plus explicitement, 

(14) logZA(t) » X ' (t
d 6 g M

 + t 2 d e ^ / 2 + ... ) . 

Pour tout j >. 1 , désignons par D. le nombre (fini, d1 après les résul-

tats du paragraphe 1 ) de ^ 6 016 tels que deg(-^K) = j ; la formule 

(14) donne immédiatement 

(15) iogZA(t) = 2 _ i t m , 
A m»1 m 

la "somme intérieure" ^ jD étant étendue à l'ensemble des diviseurs 

positifs j de m ; mais jD. est égal au nombre de points x de V tels 

que [K(X) : Kj = j , puisque, d'après la proposition 1 , ces points se ré

partissent en D. classes de conjugaison dont chacune contient j points. 

J 

Comme l'assertion £K(X) : KJ = j équivaut à l'assertion K(x) = K_. , 

d'une part, et que d'autre part l'assertion x € (K ) équivaut à lf asser

tion K(x) C & m $ elle-même équivalente à l'assertion "il existe j | m 

tel que K(x) = K. " (voir chapitre 1 , paragraphe 5 , remarque 3 ) , on cons-
J 

tate finalement que jD. = N , et l'égalité (15) démontre directe-

ment la proposition 3. 

Cette proposition mène à une nouvelle définition: 

Définition 2. - Soit V un ensemble algébrique quelconque (disons, affine 
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ou projectif •••) défini sur K , corps fini'à q éléments, et, pour tout 

m ^ 1 , soit N le nombre de points de V rationnels sur K = F ~ . 
^ m r m q m 

On appelle fonction Z de V la série formelle en t à coefficients ra

tionnels définie par 

(16) Zy(t) « exp { 2 1 ^ t m j . 

Encore une définition. Soient ¥ un ensemble et (U^ une parti

tion de W , le tout possédant les trois propriétés suivantes: 

(EPF1) L'ensemble W est dénombrable. 

(EPF2) Chaque (^t!^) est un ensemble fini. 

(EPF5) Pour-tout entier m ^ 1 , l'ensemble des 1£ £ !|2 tels que 

card(ll^) = m est également fini* 
o 

Si alors, pour tout \£ £ ̂ 2 , on pose card^^) = deg(l^), on peut 

décréter 

Définition 3 . - On appelle fonction Z de 1'"ensemble partitionné" V/ la 

série formelle en t à coefficients entiers définie par 

(17) zSt) « Tl 1 / (1 -tàe^V) 
(la convergence du produit dans Z [[t]] étant assurée par les propriétés 

(EPF1, 2, 3)). 

Dans le cas particulier où ¥ = un ensemble algébrique affine V 

défini sur un corps fini et où la partition de W est formée des classes 

de conjugaison, on retombe évidemment sur ses pieds: 2^(t) = 2^(t). 

Proposition 4« - Soient ¥ et (U - ) ^ , Y ) comme ci-dessus. Pour tout 

7 J f cr 
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entier m ^ 1 , notons N le nombre d1 éléments x de W ayant la 
m 

propriété suivante: 

si \j (x) = le ^ £ ^ tel que x é , alors deg(^(x)) 

(c'est-à-dire c a r ( i ( U v ( x ) ^ d i v i s e m • 
o 

Alors 

(18) logZw(t) = YL ^ t m . 

1 

Démonstration. La même que celle de la proposition 3. 

La proposition 4 implique ceci, qui n'est pas visible immédiatement 

sur la définition 2: 

Théorème 1. - Quel que soit l'ensemble algébrique V , Z^(t) est une 

série formelle à coefficients entiers. 

Démonstration. Faire W = V prendre pour partition de W les orbites 

(= trajectoires) pour l'action naturelle sur les points de V du groupe de 

Galois de K/K , et appliquer la proposition 4 (en vérifiant la cohérence 

des notations, ce qui est immédiat). 

(9.3). Propriétés classiques des fonctions zêta des ensembles algébriques. 

Les principales propriétés des fonctions Z^(t) sont données par les 

théorèmes suivants: 

Théorème 2 (Dwork). - Quel que soit l'ensemble algébrique V , Z^(t) (qu'on 

sait déjà être une série formelle à coefficients dans Z ) est en fait une 

fraction rationnelle (en t ) à coefficients dans Z . 

Théorème 3 (v/eil). - Si V est une courbe pro.iective non singulière irréduc-
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tible et de genre g , on a 

(19) Zy(t) = P(t) / (1 - t)(l - qt) , 

où P(t) est un polynôme à coefficients entiers de la forme 

(20) 1 + ... + q St 2 g =. (1 - oc t)(l -.oc t)...(l - oc t) , 

» * 2g 

les o< (qui sont évidemment des entiers algébriques, et qui sont les in

verses des racines de P(t) ) possédant en outre les propriétés suivantes: 

1 / 2 
(KR) Pour chaque valeur de i , j ex j = q 1 

(ISP) oc | =• qc* 1 est une permutation de l'ensemble des cx^ • 

(Si on revient à la variable s telle que t = q~S , (lIR) signifie 

que "tous les zéros de la fonction £y( s) = S) sont sur la droite 

Re(s) = 1 / 2 ": c'est l1 "hypothèse de Riemann" pour la fonction Çy(s) ... 

Par ailleurs, compte tenu de (19) et (20), (EF) équivaut à affirmer que P(t) 

vérifie 1'"équation fonctionnelle" ?(t) = qSt2gP(l/qt) ). 

Plus généralement: 

Théorème 4 (Dwork) • - Si V est une hypersurface pro.jective non singulière 

plongée dans un espace projectif de dimension n ( V est donc elle-même 

de dimension n - 1 ), si V est de degré d et si n ou d est impair ( ), 

on a 

(21) Zy(t) = P ( t ) ( - I ) n / (1 - t)(l -q t ) . . . ( l -q n" 1t) , 

P(t) étant un polynôme à coefficients entiers, de tenue constant égal à 1 

et de degré d"1 \ (- 1) n + 1(d - 1 ) + (d - l ) n + 1 } . 

( * ) Cette hypothèse ( n ou d impair ) peut être supprimée: voir £20 J . 
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Pour n = 2 , ce théorème 4 redonne partiellement le théorème 3 (il 

redonne le théorème 3, à lf exception des précisions (HR) et (EF) relatives 

aux zéros de p(t) ), puisque le genre d'une courbe plane projective non-

singulière et de degré d est donné par g = (d - 1 ) (d - 2) / 2 • 

Voici quelques indications bibliographiques relatives aux démonstrations 

de ces théorèmes. 

Pour le théorème 3, voir les deux mémoires de Veil sur les courbes al

gébriques £l8j (méthodes géométriques, très techniques); voir également 

le livre de Weil £wej , chapitre VII, §6 (méthodes dfanalyse de Fourier 

sur l'anneau des adèles du corps des fonctions algébriques K [vj de la 

courbe V , relativement élémentaires). 

Pour le théorème 2, voir l'article original de Dwork [6j (voir aussi 

[5] ); signalons également les exposés de séminaires [Be] et [Sf] , ain

si nue le chapitre 3 de [BrJ) ; la démonstration de Dwork utilise essentiel

lement l'analyse p-adique. 

Pour le théorème 4, voir le mémoire de Dwork [?J , ainsi que les ar

ticles L20j e ^ £21J , qui sont le développement des méthodes p-adiques 

inaugurées dans [5j et [6j . 

Indiquons enfin que le théorème 3 avait été démontré dans des cas parti

culiers par Davenport et Hasse (courbes planes du type - Y = ^ ou 

Y n = 1 - X331 : voir [ 3 J ), et que les théorèmes 2 et 4 avaient été con

jecturés (et démontrés dans certains cas particuliers) par Weil, dans son 

article [19] • 
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Dans ce qui suit, nous allons donner, "à la manière de [3j et £ l 9 j 1 1, 

le calcul explicite des fonctions Z de quelques variétés algébriques sim

ples, et nous vérifierons ainsi sur des exemples les théorèmes 2 à 4: voir le 

paragraphe 5 ci-dessous. Nous utiliserons les résultats du chapitre 6, para

graphe 4, ainsi qu'un théorème de Davenport et Hasse relatif au comportement 

des sommes de Gauss par ''extension du corps de base", théorème dont l'énoncé 

et la démonstration vont faire l'objet du paragraphe 4. 

(9 A) • Le théorème de Davenport et Hasse. 

Théorème 5 (Davenport-Hasse) • - Soient K = F^ un corps fini à q élé

ments, X = F une extension de degré m de X , Tr et H la trace 

m qm 

et la norme relatives à l'extension X / X , 0 un caractère additif non 
m ' 9  

trivial (c'est-à-dire distinct du caractère unité) de X , et (̂ un carac

tère multiplicatif de X . Posons 0 = Ô ° Tr et X = ^ d H , Alors 

(i) 0 est un caractère additif non trivial de ; X est un caractère 

multiplicatif de X^ ; si X es"t n o n trivial, X est lui-même non trivial. 

(ii) Les sommes de Gauss t(7() - X ( X | S ) (relative à X ) et x ( X ) = 

T ( X J 0 ) (relative à K ) sont liées par 

(22) T ( X ) = (- l) m- 1-c(X) m . 

Tiv/? (x) 
(Remarque. Si on prend pour 6 le caractère "habituel" x l—s» Ç P , 

ième 

où ^ est une racine primitive p de l'unité dans C , 0 n'est autre, 
T r x / F W 

à cause de la transitivité de la trace, que x > . m P f c'est-

à-dire le caractère additif "habituel" (relatif à X ) construit avec la même 
m 

racine primitive p i e m e ¿9 l'unité que ô ). 
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•Démonstration, (i) résulte immédiatement du fait que Tr : K + —> K + et 
-x m 

•x- * 

N : —> K sont des homomorphismes surjectifs (voir chapitre 1, théo

rème 6). Prouvons (ii)o Pour tout polynôme unitaire P à coefficients dans 

K , disons p(u) = U*1 + â U*1""1 + + a^ , convenons de poser 

(23) (p(p) = e(a1)X(ah) ; 

À l'aide de 0 et X , définissons de même ÎÊ(Q) pour tout polynôme uni 

taire Q à coefficients dans K ; Lp et & sont évidemment des "carac-

m l 

tères multiplicatifs" sur K [ïïj et K £uj respectivement: 

(24) ^(P 1 ? 2) = C^(Pl)Cf(P2) , i C Q ^ ) = § (0 , )$(Q 2) • 

Considérons alors les "séries L 11 associées à et à J .c'est-à-dire 

les séries formelles en t et u définies respectivement par 

(25) L(t f < f) = X (f(p) t d e s ( P ) , 
P 

(26) L(u,$) = X $Cq) u d e g ( Q ) , 
Q 

P parcourant l'ensemble des polynômes unitaires de X [uj et Q l'ensemble 

des polynômes unitaires de [ U j . On a 

(27) L ( t , ij>) = c Q + ĉ t + c 2t
2 + ... 

avec c n = Ù>(1) = 1 , 0 . = B(a.)%(a.) = T ( X | 0 ) , et, 
u 1 ' a ^ K 1 1 

pour h ^ 2 , 

( a C- K 1 ) ( a he K
 n J 

puisque, 0 étant supposé non trivial, le premier facteur du second membre 

est nul (voir chapitre 5, théorème 2, (8) ). Ainsi 

(28) L(t, ij>) = 1 + x ( X | 0 ) t , 



9.15 

et de môme 

(29) L(u, £) = 1 + t ( X 1 © ) u • 

Par ailleurs, comme tout polynôme unitaire de K £UJ se décompose d'une ma

nière et une seule en produit de polynômes irréductibles et unitaires de 

K [ u j , et que de plus (p est un "caractère multiplicatif1', la définition 

(25) donne, par la transformation eulérienne classique, 

(30) L(t, <f) = 1 / (1 " (f(P) t d 6 g ( p ) ) ; 
irréd 
unit. 

ae même, 

(31) L ( u , î ) = 1 / ( 1 - $(Q) u d e g ( Q ) ) . 
irréd 
unit. 

Considérons alors L(tm, $) , qui peut s'écrire, en groupant, pour cha

que P (irréductible et unitaire dans K [uj ), les Q (irréductibles et 

unitaires dans K tllj ) qui divisent P : 

(32) L(tm, §) . F I ( HT 1 / (1 - § (Q) t* d e * ( Q ) ) l . 

P [ Q I P ) 

Donnons à P une valeur fixée, et transformons le produit entre accolades. 

Posons h = deg(p) , et soit £ une racine de P dans une clôture algébri

que de K et K . On a I K : K1 = m par définition de K , et 

£K( j; ) : Kj = deg(P) = h parce que P est irréductible (et coïncide 

donc avec le polynôme minimal de £ sur K ). Dans ces conditions, le degré 
K ( 5 ) : K j est égal au plus petit commun multiple de m et h , puisque L m J 

K (£) est le plus petit corps (dans la clôture algébrique choisie de K et 
m 

K ) qui contienne à la fois K et K(^) (voir chapitre 1, paragraphe 5, 
m m 
remarque 3); si d désigne le plus grand commun diviseur (m, h) de m et 
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h , on a donc • K ( D ] = ra/d et [ K m ( | ) : K ] = h/d 

(voir le diagramme ci-contre). 

/

nr* L'avant-dernière égalité signifie évidemment 

N* 1 1/^ que le polynôme P se décompose dans K 
K K(£) en produit de d facteurs irréductibles et m 

unitaires , ... , de même degré h/d 

^ ' (rappelons que / K est abélienne); posons 

h/d « k , et désignons par et la 

trace et la norme de - ̂  par rapport à K , et par b̂  et. b^ la trace 

et la norme de - |* par rapport à ; on a alors 

(33) P(U) = U*1 + a ^ " 1 + ..'.+ 6^ , 

d'une part, et d'autre, part, Q désignant celui .des dont ^ e s^ racine, 

(34) Q(U) = + b^"" 1 + ... + b k ; 

ainsi, 

(35) (f(P) = e(a 1)X(a h) , § ( Q ) ' - © ( b ^ X ^ ) . 

Or, on a évidemment, par définition de b̂  et par transitivité de la trace, 

T r < V - T r K / K ( V - T r x / K e T r K ( ^ ) / K = T r K ( | ) / K ( " ^ 
m m m * m m ^ 

• T r K ( r ) / K ° \ ( ^ / ^ ) ( - ^ = T r K ( 5 ) / K ( - ( m / d ) ^ ) 

= (m/d) Tr K(£) / K(-F) = U/d) & 1 . 

Calcul analogue pour les normes; ainsi, on a 

(36) T r f y ) = (m/d) a, , N(bk) = a ^ 4 , 

d'où immédiatement, compte tenu de (33) et (34), • 
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(37) I (Q) = Cf ( P ) m / d , 

ce qui montre en particulier que les d polynômes Q = , ••• f qui 

divisent P donnent la même valeur au caractère ^ . D'où • 

(38) T" ! 1 / o - $(Q) t

m d e g ( Q )) = 1 / d - U>(P)m/d t D h / d ) d . 
Q | P 1 

Soient maintenant respectivement S >̂ une racine primitive m i e n i e 

m ic 
ième 

et une racine primitive k de l'unité dans C ; quel que soit le nombre 

complexe (j> , on a l'égalité ^ 

(39) (1 - lf ̂  t m h / d ) d = F I ( 1 _ <f (^t)
h) : 

j = 0 

les deux membres sont en effet deux polynômes en t à coefficients complexes, 

de même degré mh , ayant même terme constant 1 , et ayant pour racines les 

mêmes nombres {J>^H £ k

_ i £ m~^ ( 0 ^ i < d , 0 < j < m ) avec le mê

me ordre de multiplicité d (rappel: k = h/d . . . ) ; grâce à (39), (38) de

vient ainsi, puisque h = deg(p), 

m-1 
(40) f i 1 / (1 - i(Q) t m deg (Q)) = P I 1 / (1 - CP (P)(ÇJt)deg(P)) 

Q I P j = 0 
( ^ signifie ); revenant aux formules (32) et (30 ), on obtient 

(41) L(tm,£) - T T L(lh ,<P) , 
3 = 0 

puis, en utilisant les relations (28) et (29), 
m-1 

(41) 1 + T (X|0)t m = F 7 ( 1 + x(X ' l0)^t); 
j = 0 

de là le résultat cherché, en identifiant les coefficients de tm dans les 

deux membres et en remarquant que l f >^ = (- 1 )m"~^ . 
0 £ j * m-1 

Corollaire. - Soient n ^ 2 un entier et ^ , ... , n caractères 
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multiplicatifs non triviaux de K ; m f K et h (== N r / Tr ) ayant la ' m K / K 7 J 

m' 

même signification que précédemment, soient , . . . , X ^ les n carac

tères multiplicatifs non triviaux de égaux respectivement à ^ ° N , ... , 

Y c N . Alors 

(i) Si le caractère X-| ̂ 2 , # # ^ n

 e s^ l̂ ~m&ne
 non trivial, on a, pour les 

sommes de Jacobi, 

(42) ^ ( X , . . . , = (- 1 ) ^
1 ) ^ - 1 ) k ( X 1 , . . . , X / • 

(ii) Si au contraire le caractère )̂  ^ ••• X n

 es"fc "trivial, on a ( * ) 

(43) TV ( X i x n ) = ( - o ^ ^ c x , ,.... , Xn)
n • 

Démonstration. Appliquer le théorème 5 et les formules (33) et (32) du cha

pitre 5 (proposition 6). 

(9.5). Calcul explicite de quelques fonctions zêta. 

Les notations ( K , q , m , K , V , Ẑ .(t) , ... ) restent les 

mêmes que dans les paragraphes précédents. Nous allons utiliser systémati

quement l'évidence suivante: 

Proposition 5. - Dire que Z^(t) est une fraction rationnelle sur Z , de 

décomposition sur C égale à 

(44) 1~1 (1 - o ^ t j / r T (1 - Ç>.t) 

équivaut à dire qu'il existe deux familles d'entiers algébriques o< , ... , 

<y et ^ , ... > ̂  j telles que, pour tout m ^ 1 , on ait 

(45) N m = f,'-*?-...-*'. 

( * ) éventuellement au signe près (mais peu importe...) 
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Démonstration. En effet, le logarithme de la fraction rationnelle écrite en 

(44) ost évidemment égal à 

. n m , m 
^ + * Q t

1 ~ — tm 

m ̂  1 m 

tandis que, par définition, le logarithme de Z^(t) est égal à 

XL ± 
m > 1 m 

Espace affine à n dimensions. Si V = lfespace affine à n dimensions, 

on a évidemment N = card((K )n) = = (q n) m : ainsi, la relation 
m m 

(45) est vérifiée avec I = O , J = 1 , = q11 , et on peut affir

mer ceci: 

Proposition 6. - La fonction Z de l'espace affine à n dimensions sur 

K = F est égale à 1 / (i - qnt) • 
Q. 

Espace pro.iectif à n dimensions. Dans ce cas, on a 

N n = ( ( q T + 1 - l)/(qm- 1) - ( q T + ( q n - 1 ) m

+ . . . + 1 J 

la relation (45) est vérifiée avec I = 0 , J = n + 1 , les ^ égaux 

a 1 , q,..., q , q ;d'ou 

Proposition 7» - La fonction Z de l'espace pro.iectif à n dimensions sur 

K = F^ est égale à 1 / (i - t)(l - qt)...(l - qn~1t)(l - qnt) . 

En particulier, la fonction Z de la droite projective sur X = F 

est égale à 1 / (i - t)(l - qt) : ce qui vérifie le théorème 3 pour g = 0 

(et même le démontre dans ce cas, puisque d'après le théorème de Chevalley 

toute courbe de genre 0 sur un corps fini admet un point rationnel sur ce 
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corps et eut donc birégulièrement équivalente à la droite projective sur ce 

corps). 

Voici quelques exemples plus particuliers. 

2 3 

Courbe pro.jective plane d1 équation Y = 1 - X (avec q S 1 (mod 6 )). 

Le nombre de points k distance finie et rationnels sur K = a été cal

culé au chapitre 6, paragraphe 5 (équation (E3) et formule (28)): c'est 
(40) N a f f = q + Tl 0(,<f) + ^ U > T F ) • 

^ et étant des caractères d'ordres respectifs 3 et 2 sur K . Avec 

les notations du paragraphe 4 ( X = N et de même $ = © N , et 

aff 
•N = N / v )? o n orient pl u s généralement le nombre N de points de la 

K M / K M courbe à distance finie et rationnels sur K : 
m 

(47) N f f = + TC ( X , f ) + i t ( X , § ) . 

Comme d'autre part la'courbe a exactement un point (d'inflexion) à l'infini, 

rationnel sur K donc sur chaque K , le nombre N^1*0^ de points de la 
m M 

courbe à distance finie ou infinie et rationnels sur K est donné par 
M 

(48) = q m + 1 + T T ( X , § ) + n ( X , § ) . 

Posons alors 

(49) o<1 = - ^ C X , f ) ; « 2 = -«(X.<f) -

Le corollaire du paragraphe 4 (formule (42)) pennet de réécrire la relation 

(48) sous la forme suivante: 

(50)' N p r 0 j = q m + 1 - ' « * - <*_m . 
m l c 

En vertu de la proposition 5 énoncée au début de ce paragraphe, on obtient 

donc finalement 
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Proposition 6. - Pour q = 1 (mod 6 ), la fonction Z de la courbe pro-

2 3 

jective plane sur K = F d'équation (affine) Y = 1 - X est 

égale à (1 - c 1̂t)(l - c*2t) / ( 1 - t)(l — qt) (o^ et * 2  

| étant définis en (48)). 

Ceci vérifie évidemment le théorème 3 avec g = 1 , puisque o( ^ et 

1/2 
oC ^ sont complexes conjugués de module q 

2 3 

Courbe pro.jective plane d'équation Y = 1 - X (avec q S - 1 (mod 6 )). 

Le calcul est analogue à celui de l'alinéa précédent, mais se trouve compliqué 

par le fait que l'expression de dépend maintenant de la parité de m ; 

en effet, si m est impair, on a q n £ - 1 (mod 6 ), donc (qm - 1 , 3) = 1 , 

d'où (voir chapitre 6, paragraphe 4 ) , - ^ et par conséquent 

(51) pour m impair. ^^ 0^ = ^ + ^ • 

Supposons maintenant .m pair, disons m = 2pu ; comme q S 1 (mod 6 ), 

* * 
on peut choisir dans le dual du groupe multiplicatif K~ = F p un carac-

q 

tère ^ ! d'ordre 3 et un caractère d'ordre 2 , puis construire les 

sommes de Jacobi T t ^ 1 » <f §) e"t ^^X 1»^ 1^ (relatives à Kg) , et en

fin poser 

(52) o<; = - ^ ( V , <f') ; « 2 - ? ' ) ; 

le raisonnement de l'alinéa précédent, appliqué au "corps de base" et à 

K = K 0 , extension de degré u- de K 0 , donne alors 
m » ^ 

(53) pour m = 2 JA, pair. 

K P r°^ = q

m + 1 - CX!^ - c x l ^ . 
m 1 2 

Admettons alors provisoirement le résultat suivant: 
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Lenrag 1 « - Les sommes de Jac.obi tl ( *)(1 , î 1 ) et tt ( 'X' , 1 ) introduites 

P 1 /p 
ci-dessus sont toutes deux égales à q (c'est-à-dire à (q ) . . . ) • 

1 / 2 1 / 2 
Posons alors oc ^ - i q ' et <* 2 = - iq ; les formules (51 ) et 

(55) donnent alors le résultat suivant, valable quelle que soit la parité 

de m : 

(54) N f ^ = q

m

 + 1 - < * * - « * . 

Ceci est formellement identique à (50), de sorte qu'on peut conclure comme à 

l'alinéa précédent (pour q S 1 (mod 6 )); on peut même en dire un peu 

plus, puisque (1 - « ^ 0 - * 2t) = ( 1 - iq1//2t)(l + iq^t) = 

2 
1 + qt ; ainsi 

Proposition 9. - Pour q H - 1 (mod 6 ), la fonction Z de la courbe 

projective plane d'équation (affine) Y 2 = 1 - sur K = F^ est 

égale à (1 + qt2) / (1 - t)(l - qt) • 

Naturellement, ici encore, le théorème 3 se trouve vérifié. 

Reste à démontrer le lemme 1 : ce que nous allons faire par un raisonne

ment d'"aller et retour entre calcul de sommes de Jacobi et calcul du nombre 

de points sur des courbes" (à ce propos, voir l 1 introduction de l'article de 

tfeil IJ9H )• Remarquons d'abord que le corollaire du théorème 5 (paragraphe 

4 ) , appliqué au "corps de base" F 2 et à F ? , extension de degré f de 
P 0? 

F 2 S permet de se limiter au cas où q = p , c'est-à-dire où K = F 
p f , 1 
(noter que puisque q = p S - 1 (mod 6 ), on a nécessairement p d - 1 

(mod 6 ), et f est forcément impair...), Posons alors pour abréger 

(55) Tt = -rc(X ,^ t) > " = ^Û'.f') i 
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TT et Tt sont complexes conjugués, et le nombre ÏI^0^ de points de la 

2 5 
courbe Y = 1 - X rationnels sur K_ = F 2 est donné par 

P 
(56) Txf°* = p 2 + 1 + TT + ri 

2 

(cas particulier de la formule (48) ci-dessus); comme p H 1 (mod 6 ), 

on a ainsi 

(57) TT: + ri H - 2 + (mod 6 ) . 

2 
Par ailleurs, précisément parce que p S 1 (mod 6 ), XL = F p contient 

P 

deux racines carrées ( 1 et - 1 ) et trois racines cubiques (disons, 1 , ^ 

et /] ) de l'unité; les points de la courbe rationnels sur se répar

tissent donc de la façon suivante: 

un point à l'infini; 

deux points sur l'axe des Y ; 

trois points sur l'axe des X ; 

enfin, les points à distance finie et non sur les axes, qui se groupent 

six par six, en familles du type (n x~ , (- 1) y n) , , 
1 0 0 0i£<£ 3, 0* ¿ ¿ 2 

avec évidemment ŷ  = 1 - , xqYq ^ 0 (voir figure ci-desscus; en 

fait, la courbe possède, quand on la "dessine" dans le plan affine sur , 

un groupe de symétries d'ordre 6 , phénomène qui ne se présente pas, et pour 

cause, en géométrie analytique réelle (les seules racines de l'unité dans le 
corps des réels sont 1 et - 1 ...))» 

f f 4 j 

; : , i : 

' 1 i 

1 . . , X. . 1-^> 

j ! „-i ; 

; i • 

H o 
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Il résulte de ce bilan que N^1*0^ est de la forme 1 + 2 + 3 + 6N1, donc 

divisible par 6 ; la congruence (57) se réduit ainsi à 

(58) + TI ~ - 2 (mod 6 ) . 

Maintenant, rc et rr sont deux entiers de Q ( e 2 T t i ^ ) , conjugués, et 

tels que TtTX, = p (voir chapitre 5-..)î comme p , congru à - 1 modulo 6 , 

est inerte dans Q(e 2^*^) , on a nécessairement 

(59) TI = ^ p , ^ = , 

où ^ et 7? sont des unités de Q ( e 2 l T i / ^ ) f donc des racines ô^ 1 1 1 6 3 £ e it u_ 

xiité. Compte tenu de (59) (et toujours du fait que p =f - 1 (mod 6 )), la 

congruence (58) devient 

(60) ' £ + £ s 2 (mod 6 ) • 

, , . > n , « Tfi/3 2rri/3 5-rri/3 nais, en donnant a Ç les valeurs 1 , e ' , e e , 

on trouve respectivement pour ^ + £ les valeurs 2 , 1 , - 1 , - 2 , 

- 1 , 1 : la relation (60) implique donc = = 1 , soit, en revenant 

à (59), Tf = TC = p , c.q.f.d. (puisqu'on a vu qu'on pouvait se limiter au 

cas q = p • • • ) 

Courbes pro.iectives planes d'équations Y^ = 1 - X"* , Y 2 = 1 -

(avec p ZFC 2 , 3 ). 

Les fonctions Z de ces deux courbes se calculent exactement comme celle 

2 3 

de la courbe Y = 1 - X étudiée ci-dessus; donnons cette détermination 

sous forme d'exercices: 
Exercice 1. - a) Etudier la courbe projective plane V définie sur K = F 
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par I1 equation (affine) = 1 - X? (genre, points à l1 infini,... ) ; 

montrer qu'elle est non-singulière. 

b) On suppose q H 1 (mod 6 ), et on désigne par )( un caractère multi

plicatif d'ordre 3 sur K; montrer que si a , = - Tt ( ){9 J() et o( = 

= ~ 7 1 ( Kf X ) f l£ fonction Z de V est donnée par 

(61) Zy(t) = (1 - 0(^)(1 - cy2t) / (1 - t)(l - qt) • 

c) On suppose au contraire q H - 1 (mod 6 ) ; montrer que dans ce cas 

(62) Zy(t) = (1 + qt2) / (1 - t)(l - qt) . 

Exercice 2. - a) Etudier la courbe projective plane définie sur K = F 
q 

par l'équation (affine) Y = 1 - X^ (genre, points à l'infini, singula 

rités) ; on désignera par V un "modèle projectif non-singulier" de la cour

be proposée (c'est-à-dire, en langage naïf, une courbe projective "fictive" 

obtenue en "démultipliant" les "points multiples" de la courbe proposée...). 

b) On suppose q S 1 (mod 4 ), et on désigne par Cj> et ^ respectivement 

un caractère multiplicatif d'ordre 2 et un caractère multiplicatif d'ordre 

4 sur K ; montrer que si ex 1 = - T* ( ̂  * ̂  ) et o( = - Ti ( f (j?) , 

la fonction Z de V est est donnée par 

(63) Zy(t) = (1 - o^tKl - <*2t) / (1 - t)(l - qt) . 

c) On suppose au contraire q EE - 1 (mod 4 ); montrer que dans ce cas 

(64) Zy(t) = (1 + qt2) / (1 - t)(l - qt) . 

2 3 

d) Etudier de la même manière la courbe Y = X - X et calculer sa 

fonction Z (se reporter au chapitre 6, paragraphe 5, équations (E4) et (E5)). 
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Calculons maintenant des fonctions Z de surfaces projectives. 

2 2 2 

La "sphère" X + Y + Z = 1 (avec p impair). 

Soit donc K = F^ (avec p , donc q ,. impairs) et calculons la fonc

tion Z de la surface projcctivo définie sur K par l'équation (affine) 

2 2 2 

X + Y -i- Z = 1 ; soit cp le caractère de Legendre sur K ; la formule 

(23) du chapitre 6, théorème 3, donne 

(65) N^ f f = q 2 + TT((p,ip,LF) 

(il s'agit évidemment du nombre de points à distance finie et rationnels sur 

K = ); ajoutons à ceci les points à l'infini rationnels sur K , qui for

ment évidemment un cercle pro.jectif sur K et sont par conséquent en nombre 

q + 1 (voir chapitre 6, début du paragraphe 5); nous obtenons 

(66) N^ r°^ = q 2 + q + 1 + Tc((p,if,ip) . 

Mais la somme de Jacobi T X ( <f > ̂  > ) s e calcule explicitement grâce à la 

3 3 

proposition 6, formule (33), du chapitre 5% elle vaut x (Cp) /x((p ) = 

= T ( c p ) 3 / ^ ( c p ) = T ( ^ ) 2 » (f(-l)q = (~l) ( q~ l ) / 2q (on s'est aus-

si servi du fait que Ip est d'ordre 2 donc égal à son conjugué, et du lien 

entre caractère de Legendre et caractérisation des carrés dans K ...)> ainsi 
(67) Hf°J = q 2 + {1 + ( - 1 ) ( 1 - 1 ) / 2 } q + 1 . 

Il suffit naturellement de remplacer q par q m dans cette formule pour 

trouver la valeur de N^ r 0^ ; le résultat se présente un neu différemment se
ra " . 

Ion que q est congru à 1 ou à - 1 modulo 4 t dans le premier cas, on 

a évidemment N^ r 0^ = q 2 m + 2qm + 1 ; dans le second cas, comme le 

"signe1' (-1)^ ^ ) / ^ est égal au "signe" (- l ) m , on a la formule ana-
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N TuPR0J 2m m / VIN „ м . , , 
logUG N ̂  = q + q + q) + 1 • Dans les doux саз, on pout 
appliquer la proposition 5 avec 1 = 0 , J = 4 , ̂  = , ̂ > ̂  ~ q , 

f> -?} = q (clans le premier cas) ou - q (dans le second cas), enfin Ç> = 1 , 

d'où en définitive le résultat suivant: 

Proposition 10. - La fonction Z de la surface projective définie sur X = 

2 2 2 
F par l'équation (affine) X + Y + Z = 1 est égale 
q 

si q H 1 (mod 4 ), à 1 / (1 -t)(l - qt)2(l - q2t) ; 

| si q H - 1 (mod 4 ), à 1 / (l - t)(l - qt)(l + qt)(l - q2t) . 

Ceci est naturellement conforme au théorème 4, avec P(t) = 1 - qt 

(premier cas) ou 1 + qt (second cas), polynôme qui se retrouve au dénomina

teur (puisque n = 3 est impair) et dont le degré est 

1 = 2"1 { (- 1) 3 + 1(2 - 1) + (2 - 1 ) 5 + 1 J . 

Surface projective d'équation 

= 1 (avec q S 1 (raod б )). 
Soit X 1111 caractère multiplicatif d'ordre 3 sur К ; la formule (23) 

aff 
du chapitre б donne ici pour la valeur 

La proposition 6, formule (32), du chapitre 5, et le fait que est un ca

ractère cubique, donc que X (- 1) = X((- О ) = X(- 1Г = 1 (et 

de même pour .̂ ), permettent de simplifier légèrement ce résultat: 

(68) N f f = q 2 - T l(XJ ) - T t(LX ) O r c(X,X,X ) + 3 T T(X,XJ) • 

Pour avoir N^ r°^ , il faut ajouter à ceci le nombre de points à l'infini de 

la surface étudiée, c'est-à-dire le nombre de points de la courbe projective 
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3 3 

d'équation affine X + Y + 1 = 0 ; le nombre de points à distance finie 

sur cette courbe a été calculé au chapitre 6 (équation (E6) et formule (39): 

le changement de 1 en - 1 ne change évidemment rien dans le résultat) ; ce 

nombre est q - 2 + Tt ( J() + T c(/,^f); quant au nombre do points 

à l'infini, il est égal à 3 , puisque K contient trois racines cubiques 

de - 1 ; ainsi, la courbe projective étudiée contient donc 

q + 1 + -rx TT (JF,X) 

points, do norto que 

(69) N * * * = q 2 - q + 1 + 3 T T ( X , L X ) + " 3 n ( X , X . X ) • 

Posons alors 

(7û) .TXL - rt(XJ.X) ; ^ 2 - - « ( 3 M . X ) ; 

les formules (69) et (42) donnent, par un type de raisonnement déjà fait plu

sieurs fois: 

/„„ > >TP
r0J 2m m m _ m 

(71) m q * q + + 1 + 2 

(noter que n - t = 3 - 1 = 2 , de sorte qu'il n'apparaît pas de signe 

" - " dans le membre de droite de (42)); on peut donc appliquer la proposi-

2 

tion 5 avec I = 0 , J = 9 , les j?> étant respectivement q , q , 1 , 

T T , T C ̂  , T T <| , T C 2 , n 2 et T T 2 ; et finalement 

j Proposition 11 « - La fonction Z de la surface projective définie sur K = 

= F ( q S 1 (mod 6 )) par l'équation (affine) X 5 + Y 5 + Z 5 = 1 

| est égale h 1 / (1 - t)(l - qt)(l - q2t)(l - T C ^ O - Ttgt)5. 

Bien entendu, on s'aperçoit une fois de plus que le théorème 4 est véri-
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3 3 

fié: on a l-(t) = (1 - T^t) 0 - t r t ) , ce polynôme se trouve au déno

minateur, il est de degré 

6 - 3 " 1 { ( - I ) 3 + 1 ( 3 - 1 ) + ( 3 - 1 ) 3 + 1 } , 

etc.• • 

Le lecteur se fabriquera lui-même d1 autres exemples, s'il cela peut le 

distraire. 

(9«6)# Quelques remarques pour terminer. 

Elles concerneront le théorème 3, dans le cas où g ^ 1. 

Remarque 1 « - En se servant du théorème de Riemann-Roch, on peut assez faci

lement voir que le théorème 3 est équivalent à l'assertion suivante: 

si V est une courbe projective non-singulière de genre g définie 

sur K = P . et si N est le nombre de points de V rationnels sur 

K , N , g et q sont liés par l'inégalité 

(72) ) q + 1 - N | £ 2gq l / 2 ; 

à ce sujet, voir par exemple £18] , ou [joj • Pour g = 1 , cette inégalité 

prouve que toute courbe projective non-singulière de genre 1 définie sur un 

corps fini K admet au moins un point rationnel sur K (ce qui permet, en 

caractéristique différente de 2 et 3 , de mettre la courbe sous la "forme 

normale de Weierstrass"; ce qui permet également, dans tous les cas, de la mu

nir d'une loi de groupe rationnelle sur K et admettant ledit point rationnel 

sur K comme élément neutre, donc d'en faire une "variété abélienne", etc...)» 

Noter d'autre part que (72) a été prouvée dans des cas particuliers au 

chapitre 6 (foraules (29) et (36): N signifiait M^ f f = H^Ù - 1 ). 
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Remarque 2. - Admettons le théorème 3. et -plaçons-nous dans le cas où g = 1 • 

La proposition 5, formule (45), avec = q , f 2 = 1 ' °S e " t ° ^ 2 

= les inverses des racines du numérateur de Z^(t), montre immédiatement que 

(73) Zy(t) = (1 - (q + 1 - + qt 2)/ (1 - t)(l - qt) . 

Ceci explique pourquoi les courbes Y 2 = 1 - X*̂  , Y* = 1 - X^ , avec 

q S - 1 (mod 6 ), et Y 2 = 1 - X 4 (désingularisée) avec q 'S - 1 (mod 4 ) 
2 

ont des fonctions Z de la même forme (1 + qt ) / ( 1 - t)(l - qt) : ces cour

bes ont ceci de commun que = N^ r 0^ = q + 1 . puisqu'elles n'ont qu'un 

point à l'infini rationnel sur X = F , et que par ailleurs 

(voir chapitre 6, paragraphe 4 , deuxième partie de la remarque 1 ) . 

Remarque 3* - Cette formule (73) montre plus généralement que la connaissance 

de N (c'est-à-dire du nombre de points de V rationnels sur K = F ) déter-

mine entièrement (pour une courbe de genre 1 , et toujours en admettant le 

théorème 3) la fonction Z^(t) de la courbe V considérée, donc la collection 

de tous les N = ïï^r0^ : ceci est intéressant du fait que, comme on l'a 
m m * 9 

constate notamment pour la courbe Y 2 = 1 - X 3 dans le cas où q est 

congru à - 1 modulo 6 , le calcul de 1 ^ peut être immédiat, tandis que 

le calcul (du moins, explicite) de Ng , par exemple, peut être beaucoup plus 

difficile. 

Thème d'exercices sur cette remarque. - Au paragraphe précédent, on a, à 

trois reprises (une fois explicitement: lemme 1 , et deux fois implicitement: 

exercices 1 et 2) calculé des sommes de Jacobi de manière à déterminer des 

fonctions Z ; inverser cette démarche pour, dans les trois cas cités, expli

citer les sommes de Jacobi en question à partir du fait supposé connu (voir 

2 
remarque 2) que lesdites fonctions Z valent (1 + qt ) / (1 - t)(l - qt) . 


