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Appendice II 

LE THÉORÈME DE BEZOUT 
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N o u s s u p p o s o n s ici que k es t u n corps algébriquement clos . Soit I u n idéal 

h o m o g è n e de fc[Xo,... , I n ] te l que X = V(I) — { 0 } / ~ soit u n ensemble fini de 

p o i n t s P i , . . . , P a de P n . A c h a q u e P t , n o u s al lons associer u n en t ie r s t r i c t e m e n t 

posi t i f ep . que n o u s appe l l e rons l'ordre de multiplicité de X en Pt; , t — 1 • • • s. 

Nous devons p o u r ce faire i n t r o d u i r e la no t i on de loca l i sa t ion . 

1. DÉFINITION. — On dit qu'un anneau (commutatif et unitaire) A est 
local si A possède un unique idéal maximal M . A/M est appelé le corps résiduel 
de A. 

2 . DÉFINITION. — Soit A un anneau et P un idéal premier de A. 

f f /' 
Ap = { — G A; g é P modulo la relation d'équivalence — ~ — si 

9 n 9 g f 

3<7 £ P,9 {fgê—gf') — 0 } . Ap est un anneau local dont l'idéal maximal est 
P • Ap et le corps résiduel K { P ) est le corps des fractions de A/P. 

3 . DÉFINITION. — Soit A un anneau gradué et P un idéal premier de 
f 

A engendré par des éléments homogènes ne contenant pas (&3>iA3. Arp\ — { —,/ 
g 

et g homogènes de même degré dans A, g £ P modulo la relation d'équivalence 
f ff i 

- ~ —, si 3g" <£ P homogène g"{fg' - gf) = 0} . 
g g 

4 . LEMME. — Soit I un idéal homogène de fc[X0, - • . , Xn] . Si 
x = ( x o , . . . , x n ) G V(I) et si xo ^ 0 , désignant par P l'idéal homogène 
de fc[Xo,... , X n ] des polynômes qui s'annulent sur la droite lx de A n + 1 pas
sant par 0 et x , on a un isomorphisme canonique entre fc[Xo,... , X n ] / J ( / > / j ) et 
k[X\j... ,Xn]/I0p0/i0 (où Io (resp Po) comme dans l'appendice I.déf.5 est l'idéal 
de Jfc[Xi,... , X n ] formé des h(l,Xu... , X n ) , h homogène dans I (resp P)). 

Démonstration. — Soit \I>o : k[Xo, • • • , Xn] ~* k[X\9 • • • > Xn] le m o r p h i s m e 

de fc-algèbres te l que * 0 ( * o ) = 1, * o № ) = X t , i = l - - - n . * 0 i ndu i t 
# o : k[X0>.,Xn]/I -> k[Xu...,Xn]/I0 p a r défini t ion de J 0 . 

Si g es t h o m o g è n e et n ' a p p a r t i e n t p a s à P , * 0 ( f f n i o d / ) <£ Po/Io- E n 

effet, a u t r e m e n t il ex i s te ra i t h h o m o g è n e d a n s P e t h1 G A ; [Xo , . . . , X n ] tels que 

</ - h + (Xo - l)h'. O r x' = (1, —,...,—) G / x . D o n c / i (x ' ) = 0 e t (?(x') = 0. 
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M a i s g é t a n t h o m o g è n e , g(y) — 0, Vy G lx e t g G P. Il en r é su l t e que \&o indu i t 
u n e app l i ca t i on 

\ £ x : fc[Xo,...,Xn]//(p//) -> fc[Xi,...,Xn]/J0/>0//0. 

C e t t e a p p l i c a t i o n est injective. Si \I> X (^) = 0 , il exis te h £ Po/Iç> te l que hty0{f) = 0. 

N o t o n s encore p o u r simplifier h u n r e p r é s e n t a n t de / i , ^ Po- Soit d = d e g / i e t 

soit H =>he fc[X0,...,Xn] ( A p p . 1.12). P u i s q u e # ( 1 , X i , . . . , X „ ) = h, H £ P 

et si F es t u n p o l y n ô m e h o m o g è n e de degré à! d o n t la c lasse m o d J es t / , il 

ex is te H9 e fc[X0,...,Xn] e t G G / tels que H F = {X0 - 1)H' + G. O n a 

= ]Ct=o.»$ H{,G = X)tGN ^ * ° ù ( r e s P e s t h o m o g è n e de degré i , I É N , 

ou nu l . Ident i f iant les t e r m e s de m ê m e degré d a n s ce t t e éga l i té , il v i en t 

HQ = Go G J p u i s q u e i* est u n idéal h o m o g è n e , 

H[ = X 0 i ï £ + G i G J , . . . j F ^ ^ . x = X o ^ + d # _ 2 + ^ d + d ' - i ^ I, 

H - F - XoH9

d+d,_x - H'd+d, + Gd+d'>XoH'd+d, = - Gd+d'+i • • • 

• • • X o - f f ^ ! = H $ — GsiXoHç — —Gs+i,Gi — 0 , i > 6 + 2. 

O n en d é d u i t qu ' i l exis te a G N te l que X%H'd+d, G I e t X £ i ï F G J . 
/ 0 / 

O r Xo $ P , JET ^ P; p a r définit ion — ~ - e t — = 0. Enf in , c e t t e app l ica -
9 1 9 

t i on es t sur jec t ive . Si / G fc[Xi,..., X n ] / J o , on c o n s t r u i t c o m m e en App.1 .12, 

F G fc[Xo,..., X n ] u n p o l y n ô m e h o m o g è n e tel que F(l> X\,..., X n ) m o d I0 = /. 
Si / ^ Po/Io, Fmodl £ P/L Enfin, on a jus te les degrés en m u l t i p l i a n t 

soit au n u m é r a t e u r soit au d é n o m i n a t e u r p a r u n e pu i s sance convenab le de 

c l X o m o d / ^ P/L 

5 . LEMME. — Soit k un corps algébriquement clos, J un idéal de 
fc[Xi,... , X n ] tel que rg * f c [ X i , . . . , Xn]/J < oo. Soit J = Q i D ••• D Q a une 

décomposition primaire irrédondante de J . On a un isomorphisme canonique 
entre fc[Xi,...,Xn]/J^7/J e t fc[Xi,... , X n ] / Q t - , i = 1 — s. 

Démonstration. — Nous al lons d ' a b o r d c o n s t r u i r e u n m o r p h i s m e 

m : k[Xt,...,Xnl/J^j - » k[Xu...,Xre]/Qt-. 

P u i s q u e J C Q t-, n o u s avons t o u t d ' a b o r d u n m o r p h i s m e k[X\,... ,Xn\/J —• 
* [ X i , . . . ,Xn)lQi. Soit *»' = ( * * , . . . , 4 ) e kn te l que ^Q~{ = {Xx-x\,... , X n - x l

n ) . 

Il ex is te JV tel que si a i + • • • + <xn > N, ( X i - x\)ai • • • (Xn - x j j " * e Qi. 
Si d o n c G <£ y/Qï, a u t r e m e n t d i t si G{xi) ^ 0, c l G m o d Q , = G{xi) + 
X ) | a | < i V C a ( X - x ' ^ m o d Q , - es t invers ible d a n s k[Xu...1Xn]/Qi. Si F e 

fc[Xi,...,X„], o n p o s e r a donc MclSmodj) = c l F m o d Q i • ( c l G m o d Q , - ) " 1 - ° n 

vérifie que c e t t e défini t ion es t c o m p a t i b l e avec la r e l a t ion d 'équiva lence . 

Hi es t é v i d e m m e n t sur jec t ive . M o n t r o n s qu 'e l le es t auss i inject ive. Si 

M i r e r a * ) = 0 a v e c G i VQ~i, on a F e Qi. P o u r voi r que f f ê^JJ = 0 , 

il fau t m o n t r e r qu ' i l ex is te G' G k[Xly • • •, Xn] te l q u e G ' ( x ' ) ^ 0 et G'F G J. 

O r la d é c o m p o s i t i o n p r i m a i r e J — Qi n • • • n Qs é t a n t i r r é d o n d a n t e (III . 1.9), si 

y/Q] = ( X i - x\,..., X „ - x^) on a x3 = (x\,..., x3

n) # x* si j ^ t. Il exis te donc 
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T{J) e l - - - n te l que x3

r{j) / x\{j) e t «y G N tel que (Xr{j) - a^y) )"* ' G Qy si 

j 7̂  ». Soi t G' = Uj^i (XrU) - < ( y ) P ' , <?'(*') ? 0 e t G ' F = nQ,- = J . 

6 . LEMME. — Sous les hypothèses du lemme 5, l'application canonique 

k[Xu...,Xn]/J-> 0 k[Xu...9Xn]/Qi 

qui à c l F m o d J fait correspondre J ^ - ! . . . ^ c l F m o d Q t -
 e s * u n isomorphisme. 

Démonstration. — C e t t e app l i ca t ion est c l a i r emen t inject ive. Nous al lons 

m o n t r e r qu 'e l le est sur ject ive p a r r écu r rence su r s . 

Si s — 1 , c 'es t év iden t . S u p p o s o n s l ' a sser t ion v ra i e p o u r 5 — 1 et soit 

£ k[Xu...>Xn]. Il s 'agi t de d é t e r m i n e r / G ..., Xn] te l que 

/ - / i 6 Q t » t = 1 • • • -s. P a r h y p o t h è s e de r écu r rence , il exis te / ' G A ; [ X i , . . . , Xn] 

tel que / ' - G Q t , i = 1 • • • s - 1. 

O r x V « S « = 1 • ' ' O n a donc F ( Q S + Q{) =V{Qa)nV{Qi) = x'ni1' = 0. 

D ' a p r è s I L 4 . 3 , 1 G Q8 + Qi- Il exis te donc g t G Q i , G Q s , t = 1 • • • s - 1, 

tel que 1 = gi + g\ e t 1 = n ^ i - s - i ^ + 0s)- ^ exis te donc h e Q3 te l que 

1 = 0 1 • "Qs-i + h. 

Soit f = f' + { f a - f ' ) g i - - - g - u f - fi = (/' - A) + (fs - f')g i • • • g - 1 G Q> 
si ¿ = 1 . . . / - / , = ( / , - / 5 ) ( l - ? i - ! / 5 - i ) = ( / , - / 5 ) / i e Q 8 . 

R e v e n a n t à la s i t u a t i o n considérée au d é b u t , n o u s s o m m e s m a i n t e n a n t en 

m e s u r e de définir epi , i — 1 • • • s. Soit xl = (xq, . . . , x j j G A ; n _ f l — {0} u n 

r e p r é s e n t a n t de P t e t soi t P% l ' idéal h o m o g è n e de A;[Xo, . . . , X n ] des p o l y n ô m e s 

qui s ' a n n u l e n t s u r la d ro i t e lxi de k*1*1 p a s s a n t p a r 0 et x \ Nous al lons voir que 

A;[Xo, . . . , X n ] / / ( p . / 7 ) es t u n fc-espace vectoriel de r a n g fini s u r k . 

Cons idé rons x* . Il exis te j , 1 < j < n ( d é p e n d a n t de t) te l que x* ^ 0. 

S u p p o s o n s p o u r fixer les idées que j = 0 convien t . E n c h a n g e a n t a u beso in la 

n u m é r o t a t i o n des on p e u t s u p p o s e r que x* ^ 0 , k — 1 • • • 5 ' où 1 < s9 < s. 

Avec les n o t a t i o n s de l ' append ice I, on a 

V(Io)=<t>;1(V(I)-{0}~nZo)= ( J 4 , . . . , 4 . 

P u i s q u e c 'es t u n ensemble fini n o n v ide , 1 < rgkk[X\,... ,Xn]/Io < oo (II.6.5.7) 

et /0 possède u n e décompos i t i on p r i m a i r e i r r é d o n d a n t e J 0 = Qi n ••• n Qai où 

V ^ = ( X i - 4 . - - - . ^ » - 4 ) =Pok> k = 1~-»'' Ov 
XQ XQ 

k[X0,...,Xn]/I(pk/i) - k[Xi,...tXn]/I0pk/i0 k[Xu...,Xn]/I0^/Jo 

c~k[Xu...,Xn]/Qk 

qui es t u n q u o t i e n t de k[Xi,..., Xn]/Io-

7 . DÉFINITION. — ep 4 = r g j f c * [ X o , . . . , X » ] / J ( p . - / 7 ) , t = 
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8 . THÉORÈME ( BEZOUT). — Soit fi,..., fn des polynômes homogènes 
de k[Xo,..., Xn] tous ^ 0. Soit d{ = deg fi , i = 1 • • • n . 

Si X = V ( / i , . . . , / n ) — { 0 } / ~ est un ensemble uni de points P i , . . . , P3 de 

pn 
^ ePi = ¿ 1 • • • rfn • 

t = l — a 

Démonstration. — fc a lgéb r iquemen t clos é t a n t infini, il ex is te u n h y p e r p l a n 

H de j f c n + 1 te l que P t £ # - { 0 } / ~ , i = Q u i t t e à effectuer u n 

c h a n g e m e n t de var iab les l inéaire , on p e u t s u p p o s e r que H = ^ ( X o ) de so r t e que 

si = (XQ, . . . , x n ) G fcn+1 — {0} est u n r e p r é s e n t a n t de P t , xl

0 ^ , i = 1 • • • s. 

Soit J = ( / 1 , . . . , / n ) . R e p r e n a n t l ' ana lyse c i -dessus , on a donc ici s ' = s e t 

^ e P t . = ] T r g f c [ X i , . . . , X n ] / Q t - = r g f c [ X 1 , . . . , X n ] / J 0 

(d ' ap rè s le l e m m e 6 ) . 

D ' a u t r e p a r t , ceci e n t r a î n e que V ( / i , . . . , / n , X o ) = {0} ; ( / 1 , . . . , / n ; Xo) 

sat isfai t donc d a n s fc[Xo,... , X n ] les hypo thèse s de ÏII .3 .1 e t d ' a p r è s I I I .3 .2 , 

¿1 • • • dn — rg jtfc[Xo,.. • , Xn]/I + Xo. 

Il s ' agi t donc de m o n t r e r que 

rg kk[X0, • • •, Xn]/I + Xo = rg , . . . , X n ] / / 0 . 

Soit 0Xo : A;[Xo, . . . , X n ] fc[Xi,...,Xn] , XQ G fc , le m o r p h i s m e te l que 
0 X o ( X o ) = x 0 , 0Xo(Xi) = X t , t = l - - - n e t soi t J ( x 0 ) = 0 z o ( J ) - M revien t 
a u m ê m e de d é m o n t r e r que : 

rg ^ [ X i , . . . , X n ] / 7 ( 0 ) = rg fc*[Xlf..., X n ] / / ( 1 ) . 

M a i s les var iab les ( X i , . . . , X n , X o ) son t c o m m o d e s p o u r I . E n effet, p u i s q u e 

V r ( / 1 , . . . , / n , X 0 ) = 0, V{I)nV{X0) = 0 e t (II.5.4) fc[X0,... , X n ] / J est 

u n e A;[Xo]-algèbre en t iè re . D ' a u t r e p a r t , n o u s avons r e m a r q u é (IIL2.2) que 

d i m V r ( / i , . . . , / n , X o ) = 0 e n t r a î n e dimV(I) = 1, p u i s q u e / i , . . . , / n , X o son t 

h o m o g è n e s . P a r su i t e (II .6 .5.0) , fc[X0] -> & [ X o , . . . , Xn]/I es t inject ive. J sa t i s 

fa isant éga l emen t les h y p o t h è s e s de I I I .3 .1 , A:[Xo, . . . , X n ] / I est u n A;[Xo] - m o d u l e 

l ibre ( III .3 .4 .1) . P l u s p réc i sémen t , si on m u n i t N n de l ' o rd re l ex icograph ique in

verse les ( c l X j * 1 • • • X £ n m o d J ) a £ N * _ e x p j(o) fo rment u n e b a s e d u fc[Xo]- m o d u l e 

k[Xu . . . , X n , X 0 ] / 7 et rg kk[Xu • • •, Xn]/I{0) = J f N n - exp 1(0). O n vérifie facile

m e n t que ( c l X f 1 • • • X £ n m o d J ( l ) ) a g N n _ e x p / ^ fo rment éga l emen t u n e b a s e de 

fc[Xl5...,Xn]//(l). 

9 . PROPOSITION. — Soit , s > n des polynômes homogènes 

de fc[Xo,...,Xn] t ous 7^ 0. Soit d{ — deg fi , i — l — -s. On suppose que 

di > d2 > > d3 > 0. Si X = V(fu...,f8) - { 0 } / ~ es t un ensemble uni 

de points Pu...,Pk d e P n , £ t = 1 . . . f c e P . < d i - - - d n . 
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Démonstration. — C o m m e en 8, on p e u t suppose r que si 
xl = (XQ, . . . , xl

n) G fcn_hl — {0} est u n r e p r é s e n t a n t de P t , xl

0 ^ 0 , i = 1 • • • k. Si 
/ = (fi,..., f8), on a a lors 

ePi = r g f c f c [ X i , . . . , X n ] / J 0 . 

De p l u s , c o m m e ci -dessus 7 ( 7 + X 0 ) = { 0 } . P a r su i t e ( II .7 .8) , d i m 7 ( 1 ) < 1. 

M a i s dimV(I) = 0 est imposs ib le , ca r V(I) n ' e s t p a s u n ensemble fini de 

p o i n t s d a n s k n + 1 . D o n c dimV(I) = 1. Le p o l y n ô m e de Hi lbe r t P(T) de 

fc[Xo,... , X n ] / i se r é d u i t donc à u n e c o n s t a n t e d . Soit iVi G N tel que si 

5 > Ni , rgfcfc[Xo, . . . , X n ] / I 3 = d. D ' a u t r e p a r t soi t AT2 G N tel que si 

s>N2, Tgkk[Xo>... 9Xn]/(I + X0)s = 0. Si 6 > sup iVi , 7V2 - 1, l ' app l ica t ion 

fc[Xo,..., Xn]s/18 — ^ & [ X o , . . . , X n ] s + i / J a + i 

es t donc u n i s o m o r p h i s m e . 

N o u s a l lons voir que si s > sup iVi , N2 — 1, l ' app l ica t ion canon i 

que fc[Xo,... ,Xn]s/I3 —* k[X\9... , X n ] / / o (cons i s tan t à envoyer X Q su r 1) est 

éga l emen t u n i s o m o r p h i s m e . 

C e t t e app l i ca t i on es t inject ive. Si / G fc[Xo,..., Xn}8 es t te l que 

/ ( l , X i , . . . , X n ) G ib> il exis te h G J h o m o g è n e tel que / ( l , X i , . . . , X n ) = 

/ i ( l , X i , . . . , X n ) . Il en résu l te qu ' i l exis te sf G N tel que ou b ien / = X Q h e t 

/ G / 3 ou b ien XQ f = he Ia+8i e t pu i sque 6 > sup iVi , i \ r 2 - 1 , / G I s . 

C e t t e app l i ca t ion est sur ject ive . Soit /i G fc[Xi,... , X n ] . Si d e g / i < 5 , 

il ex is te / G A;[Xo, . . . , X n ] h o m o g è n e de degré 6 te l que h = / ( l , X i , . . . , X n ) . 

Si 6 = d e g / i > 5 , il exis te H G A ; [ X 0 , . . . , X n ] h o m o g è n e de degré 6 te l que 

# ( l , X i , . . . , X n ) = h. Ma i s 

k[Xo,... ,Xn]3/I3 fc[Xo,... 9Xn]s/Is 

é t a n t sur jec t ive , il exis te JF G fc[Xo,... , X n ] s tel que H = X6

Q-
3FmodI6. O n a 

donc /1 = F ( l , X i , . . . , X n ) m o d J o 

li s ' ensu i t que rg fc&[Xi,..., Xn]/Io = d. 

Il exis te m a i n t e n a n t £ 1 , . . • , jfo G ^ [ X o , . . . , X n ] des p o l y n ô m e s homogènes 

tels que deg gi = d t , t = 1 • • • n , < 7 i , . . . , gn es t u n e su i t e régul ière de A ; [Xo , . . . , Xn] 
et J = (flfi,. • - ,flfn) C / (III .4.1) . P u i s q u e d i m V r ( J ) = 1, le p o l y n ô m e de Hi lber t 

Q(T) de Jb [Xo , . . . , X n ] / J se r édu i t à u n e c o n s t a n t e (IL7.4.1) qui v a u t d\ • • • dn 

d ' ap rès I I I .3 .2 . P o u r s assez g r a n d r g k k [ X u . . . , X n ] 5 / J s = di>--dn. P u i s q u e 

fc[Xx,..., X n ] 5 / J ô -+ k\Xu• • • , X n ] / J a es t surjectif, Vs G N , d < dx - • • d n . 

1 0 . REMARQUE. — Soit G fc[Xi,... , X n ] des p o l y n ô m e s n o n 

nécessa i r emen t h o m o g è n e s et soit d{ = deg / t*. O n s u p p o s e que d\ > d2 > • • • > d3 

que àïmV{fu...J9) = 0 e t d i m 7 ( g r / 1 , . . . , g r / , ) < 1 . 

Si ( / î , • • •> / t ) e s t u n e b a se s t a n d a r d de ca rd ina l m i n i m a l de I = ( / 1 , . . . , f3) 

p o u r u n o r d r e t o t a l su r N n vérif iant 1.1.1, deg / / < d\ • • • dn. 
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Démonstration.— Soit H — ( Y i , . . . L ' h y p o t h è s e signifie que V(I) 

est u n e n s e m b l e fini de po in t s x1,..., xl de kn e t que V(gr / 1 , . . . , gr f3) es t ou {0} 

ou u n ensemble fini de dro i tes i 1 , . . . , /* p a s s a n t p a r 0 d a n s kn. V(H) es t d o n c , 

d a n s fcn+1 , la r é u n i o n des dro i tes p a s s a n t p a r 0 e t les p o i n t s ( 1 , x%) , % — 1 • • • t de 

jfc n+ 1 e t des d ro i t e s 0 X V , j = 1 • • • t' , de A r n + 1 e t F ( F ) - { 0 } / ~ est u n ensemble 

fini de p o i n t s de P n ; P t , 1 = 1 • • c o r r e s p o n d a n t a u x dro i t e s de la 1ère s o r t e , 

p{9 , i9 = 1 . . >t' , c o r r e s p o n d a n t a u x dro i tes de la 2ème so r t e . O n a I = Ho e t 

r g f c f c [ X i , . . . , X n ] / J = cp, < ^ e P< + ^2 eP;t < d i - ' d n -

t=i...t î=i—t t ' = i - . f 

P o u r t o u t o r d r e t o t a l su r N n vérif iant 1.1.1, on a alors 

vgkk[Xu..., Xn]/I = t l N n - exp / < dx • • • dn. 

Soit A i , . . . , Au l 'escalier de exp I. Il s 'agi t de voir que |A t-| < d\ • • • dn , i = 1 • • • u. 

Soit Ai = ( a i 9 . . . , a n ) . Si 7 = (Tfii • • • iTfn) es t te l que 7» < a t- , t = l - - - n 

et T ^ a , 7 ^ e x p J . E n effet a u t r e m e n t A i , . . . , 7 , . . . , An se ra i t u n e a u t r e 

f ront ière de ca rd ina l m i n i m a l de e x p / . E n pa r t i cu l i e r , si ay 7^ 0, 

( a i , . . . , A : , . . . , a n ) - ( f c à la j e m e p l ace ) , 0 < k < a ; — 1, n ' a p p a r t i e n t p a s à exp I 

et ces é l émen t s son t d e u x à d e u x d i s t inc t s . O n a donc t r o u v é \A%\ = \a\ = £ . aj 

é lémen t s de N n - exp I. Donc | A t-| < H N n - exp I < dx • • • dn. 

C e t t e b o r n e p e u t ê t r e a t t e i n t e . Si o n m u n i t N 2 de l ' o rd re l ex icograph ique 

et si / 1 = x\ + x\ — 2 , / 2 = x\X2 — 1, u n e base s t a n d a r d de c a r d i n a l m i n i m a l de 

/ = ( / 1 , / 2 ) p o u r cet o r d r e est donnée p a r / { = x\ + x\ — 2x2 > / 2 — ̂ 2 ~ 2x2 + 1. 

A i - ( 1 , 0 ) , A 2 = ( 0 , 4 ) , | A 2 | = 4 . 


