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Metrische Kettenbruchprobleme

von

A. Khintchine
Moskau

§ 1. Einleitung.

Die metrische Theorie der Kettenbriiche ist die Gesamtheit
aller Satze, welche das Mal von Mengen aller durch eine be-
stimmte Eigenschaft ihrer regelmiafBigen Kettenbruchentwick-
lung gekennzeichneten Irrationalzahlen abzuschitzen erlauben.
Da es sich dabei fast ausschliefllich um Eigenschaften handelt,
fiir deren Bestehen nur der Rest der gegebenen Irrationalzahl
modulo 1 von Belang ist, wollen wir uns durchweg mit Zahlen
befassen, die zwischen 0 und 1 liegen; die regelméBige Ketten-
bruchentwicklung einer solchen Zahl hat die Gestalt

1
o= — 4 1
a —
! ay + . + 1
" oa, +. L
oder, kiirzer geschrieben,
a=1[a, Gy ...y Qp,...];

die natiirlichen Zahlen a; sind die Teilnenner der Kettenbruch-
entwicklung.

Das erste bekannte metrische Problem der Kettenbruchtheorie
rihrt von Gauf3 her. Bezeichnet man mit z,(«) die Zahl
(@415 @piss - - -] und mit m, () das MaB3 der Menge derjenigen
zwischen 0 und 1 liegenden Zahlen o, fir die

Zpla) <@
ist, so behauptete Gaul}, einen Beweis fiir den Grenzwertsatz

Ig (1
lim m, () — 21 +2)

o=er=s1
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gefunden zu haben !). Dieser Gauflsche Beweis ist indessen un-
bekannt geblieben; und viele Jahrzehnte hindurch kannte man
auch keinen anderen, bis 1928 Kuzmin 2) die Gaullsche Behaup-
tung bewies und dabei auch dem Restglied eine fiir die weiteren
Entwicklungen dullerst wichtige Abschidtzung gab; die Wichtig-
keit einer solchen Abschidtzung hat GauBl in einem Brief an
Laplace betont; es sollte ihm jedoch nicht gelungen sein, in dieser
Richtung etwas zu erreichen.

Aber noch bevor das Gaullsche Problem gelost war, hat sich
die metrische Theorie der Kettenbriiche ziemlich weit in anderen
Richtungen entwickelt. Es ist hier vor allem eine Reihe von
Untersuchungen zu erwidhnen, in denen Borel3) das Problem
vom wahrscheinlichkeitstheoretischen Standpunkt angriff, und
denen sich auch ein bekannter Satz von F. Bernstein 4) anschlief3t.
Diese Untersuchungen beruhen auf elementaren Abschitzungen,
dic Borel fir das Maf3 der Menge E(%) der Zahlen gefunden hat,
die der Bedingung a, =k geniigen. Es handelt sich hauptsich-
lich um Aufstellung solcher asymptotischer oberer Grenzen der
Teilnenner «a, fir » — oo, die fast allen (allen mit Ausschlufl
einer Menge vom Mafle Null) Irrationalzahlen eigentiimlich sind.
Die Untersuchungen gipfeln im bekannten Satz: ist @(n) eine
positive zunehmende Funktion, so ist die Abschdtzung

a, = O0{p(n)}

fast tiberall richtig oder fast iberall falsch, je machdem Z

(1)

konvergiert oder divergiert.
In den Jahren 1923 —1925 habe ich?®) einige Abhandlungen
verdffentlicht, in welchen ich das asymptotische Verhalten einiger
Mittelbildungen der Teilnenner zu erforschen suchte. Ich habe

1) Fir genauere Angaben vgl. F. UrsanN, Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung (1923), 184 —185. Es ist zu bemerken, dafl Gauf3 seine Behauptung
in wahrscheinlichkeitstheoretischer Form ausgedriickt hat. Auch in den modernen
Untersuchungen wird von der Mehrzahl der Autoren diese Ausdrucksweise benutzt,
so z.B. von Borel und Kuzmin. Ich ziche es vor, von Mengenmaf} statt von Wahr-
scheinlichkeit zu sprechen, da sich diese Ausdrucksweise, wie ich glaube, dem
Gegenstand nidher und direkter anpallt; eine Wahrscheinlichkeitsaussage erhilt
hier niamlich ihren prézisen Sinn erst, nachdem sie mittels einer passenden Kon-
vention auf die entsprechende metrische Aussage zurickgefiihrt wird.

2) Vgl z.B. seinen KongreBvortrag [Atti del congr. intern. Bologna 1928, 6, 83].

3) Siehe z.B. in Traité du calcul des probabilités, t. II, fasc. I, chap. IV.

4) Math. Ann. 71 (1912), 417.

5) Vgl. z.B. Math. Ann. 92 (1924), 115.
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bewiesen, daf3 das geometrische Mittel der n ersten Teilnenner
fir fast alle Zahlen bei n— oo beschrankt bleibt; noch praziser:
es gibt eine absolute Konstante y von der Beschaffenheit, daf3
fast iiberall

n

lim sup Va,a, . ..a, < vy

n—>w
ist. Ferner habe ich einiges liber das Verhalten der arithmetischen
Mittel festgestellt. Ich vermutete aber schon damals, da3 fiir
diese Mittelbildungen viel prizisere Gesetze gelten; nur waren
die von mir benutzten Hilfsmittel unzureichend, um diese Ver-
mutungen zu begriinden.

In den verflossenen zehn Jahren sind aber von zwei verschie-
denen Seiten her neue Methoden ersonnen worden, welche den
Problemkreis mit wesentlich kraftigeren Hilfsmitteln anzu-
greifen erlaubten. Es sind dies erstens die Ergebnisse der Kuzmin-
schen Arbeit und zweitens einige neue Methoden, die inzwischen
in der Wahrscheinlichkeitstheorie entstanden waren. Diese neuen
Hilfsmittel fithren, wie ich in dieser Abhandlung zu zeigen be-
absichtige, zu einer vollstdndigen Losung fast aller in meinen
fritheren Arbeiten aufgeworfenen Fragen. Es entsteht dabei eine
Reihe von metrischen Sdtzen, die, wenn sie auch nicht sehr tief
liegen, wie ich glaube, einfach, elegant und zum Teil unerwartet
erscheinen. Es laBt sich z.B. beweisen, daBl der Ausdruck

n

Va,a,...a, fast iiberall gegen einc gewisse absolute Konstante
konvergiert, und &hnliches gilt auch von vielen anderen Mit-
telbildungen.

§ 2. Verallgemeinerung der Abschdatzungen wvon Borel wund
Kuzmin.

Ehe wir zum eigentlichen Ziele der vorliegenden Untersuchung
iibergehen, miissen wir die elementaren Borelschen Abschét-
zungen sowie die von Kuzmin bewiesene verscharfte Gauflsche
Behauptung in einer gewissen Richtung verallgemeinern.

Wir bezeichnen allgemein mit E("“"nz’ o "n") die Menge der

Tis Tas o ooy Tg
zwischen 0 und 1 gelegenen Zahlen, die den Bedingungen

anIZrlb anZ:r?s ey ank:: Tk

genligen. IME soll allgemein das MaBl der Menge E bedeuten.
Die elementare Grundlage aller folgenden Abschitzungen bildet
der
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Hivrssatz 1. — Es ist
waE(nl, Ny o o vy Nyy nk+1)
'I'l, Tos e ooy Ty Tk+1 C
N
mE(%>n2s'-->nk) ri+1
1'1, 'r,, ey Tp

dabei ist C eine positive absolute Konstante, und die Zahlen
Ny, Mgy - - «y Mgy Mgy StRd samilich voneinander verschieden.
VorBEMERKUNG: Fiir den Fall, wo n,,; groBer als jedes n;
(1 <47=<k) ist, hat diese Abschatzung Borel gegeben; wir
brauchen aber fiir das Folgende den allgemeinen Fall.
Bewers: Ist

Tl’ Toy oo ey Ty
eine Reihe von ¢ natiirlichen Zahlen, so setze man fiir s <<t

Psa
[71 Tas « v o Tog] = ——,
s—1

[rs+15 Tsi2s ons rl] =&, [78+1’ Toigseees rt+1] :w;_

1,2, ...,
TisTasenosTy
den Endpunkten [r, 7,,...,7,] und [ry, 75, ...,7,4+ 1], die auch
in der Form

ps—l(rs + ‘rs) + ps—2 bZW ps~1(/"s + w.ls') + ps—z

qs—l(’rs + ‘rs) + qs—2 QS—I("'s + m.ls) + qs—2

geschrieben werden koénnen; folglich ist

Die Menge E ( ) ist nichts anderes als das Intervall mit

SRE(I’ 2,...,1 ) _ ! ps—l(rs +w3) +ps—2 o ps—l(rs +w;) + Ps-2 _
TisTas e e o Ty Qs—l(rs + ws) + Qs gs—l(rs + .Z';) + o

st_m; .

B [Qs~1(rs + ws) ‘f QS—2][QS—1(rs + ’z;) + qS*‘?] ’
daraus ergibt sich

I‘Ts_ms <2D2E(1’2’---’i)<l‘rs—w;|

2 . 2 TysToseoesT 2 2
qs_1(7s+2) 1272 > qS~—1rs
a0 ’
EmE(l,2,...,s—l,s+1,...,t): zgﬁE(l,z,...,t) >C,|ws—ws|
TisTasevevs Togs Tepaseees Ty TisTas oo s Ty q2 ?
re=1 s—1
1,2,...,t 1 1,2 ...,s—1,s41,...,1
(1) ME( ) < = ME( ),
Ty Ty e ooy Ty C?‘g Tys Tase v e s To1s Togp1s o5 Ty

wo C’ eine positive absolute Konstante bedeutet. Damit ist unser
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Hilfssatz fiir den Spezialfall bewiesen, daB die Zahlengruppe n,,
Ngs .-+ 5 Ny, Mgy, Von der Reihenfolge abgesehen, mit dem Abschnitt
1,2,...,k, k41 dernatiirlichen Zahlenreihe zusammenfillt. Um
daraus einen Beweis fiir den allgemeinen Fall zu erhalten, hat
man nur fiir £ die grof3te der Zahlen n,, n,, . . ., 1, 7;,,; zZu wihlen,
§ =mny,, zu setzen und die Ungleichung (1) iiber alle diejenigen
7; in den Grenzen (1, c0) zu summieren, deren Index ¢ der Zahlen-
gruppe n,, Ay, . . ., Ny, Ny nicht angehort.

Nun wenden wir uns zu den Methoden und Ergebnissen von
Kuzmin. Die in der Einleitung erklirte Funktion m,(x) geniigt,
wie es schon Gaull bekannt war, der Funktionalgleichung

my(x) = i{mn_l (%) — M, (v—{l—x) } ,

=1

aus der man leicht die Existenz von m, (z) und die Funktional-
gleichung

(@) = égi—@am%—l(vim)

erschlieft. Der Kuzminsche Beweis der Gauf3schen Behauptung
beruht auf folgendem Hilfssatz: Ist

fo@), fi@), ..., fol@), ...

eine Folge von in (0, 1) definierten reellen Funktionen, die der
Funktionalgleichung

(2) f"(m):;(,,%m)zfﬂ"l(ﬁlr}) n=1,0=2=<1)

geniigen, und ist im geschlossenen Intervall (0, 1)

0 <fole) <M, |fola)|<u,
so gilt daselbst
a

1+
1
wo a zlg%jfo(z)dz, O] <1 und A und « nur von M und p
0

(3) fn(x) = —I—'@Ae—a\/;’

abhdngende positive Konstanten sind. .
Setzt man f, (z) =m, (x), so ist fo(x)= 1 und folglich a = g2

und 4 und « absolut konstant. Aus (8) ergibt sich dann durch
Integration sofort die GauBsche Behauptung.
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Nun sei eine Reihe von k natiirlichen Zahlen 7y, r,, .. s Th
beliebig aber fest gegeben. Man bezeichne mit ¢,(z) das MaB
der Menge der Zahlen o (0 << « << 1), die den Bedingungen

A =T1, .., Q=T Zipla) <@
geniigen; man sieht sofort ein, daf3 die Folge der Funktionen

Po(2)s @1(2), - - s u(@), - - -
der Funktionalgleichung

en(®) Zi{%_l(—:—) — Pn (viw)} (nz=1,0=2=1)

y=1

geniigt; denn damit 2, < @ sei, ist notwendig und hinreichend,

. 1
daB z,,_; zwischen — und
v v+

beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Daraus folgt aber, dafl die
Funktionen ¢, (z) der Funktionalgleichung (2) geniigen.
Es ist aber ¢y(2) einfach die Linge des Intervalls mit den End-

eingeschlossen ist, wo » eine

punkten [r;, 7y, ..., 7] = Pr und [71s 795 o o o 7 +a]. Somit
hat man k
;. P+ Pr_® x
@) o) =| BBt Pt .
% Gt G| Qe+ k)
Setzt man
Pn(@) — (@)
1,2,...,k AT
mE(Tl,TB,.. .,'I'k)

so geniigt die Funktionenfolge y, (z) offenbar ebenfalls der
Funktionalgleichung (2); ferner ist wegen (4)

- (9 + qr-a)2
Xo(@) = ———"——,
qr T qra
da bekanntlich
1,2,...,k 1
ME( ) =
9 + 9r-1)

ist. Endlich ist

G Qe+ Q)

' 2) —
%ol@) (g% + gr—12)?

und

X”(m) _ 2¢19%-1(qx + qx-1)
0 (9% + gx—12)? ’
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Fiir 0 < 2z <1 hat man demnach
3 <|rm@)| <2
und
%o (@)| < 4.
Auf die Folge x,(z) kann somit der Kuzminsche Hilfssatz mit
absolut konstanten 4 und « angewandt werden (von Wichtig-

keit ist, daB A und « von ry,7,,...,r, unabhingig gewihlt
werden konnen). Es ist somit

2 (x) = - 4 @AerVn
" 1+z)lg2 ’
woraus nach Integration
lg(l+a) o ovn '
() m@=Sg L @ (€<
folgt.

Aus der Definition von ¢,(2) folgt nun offenbar, daf3

1,2, ...k, k+n—1\ 1 1
QJEE(TI,’I'Z,...,T,C,T )*(pn(7)_(pn<r+l)

ist. Wegen (5) ergibt das

B 7Y — 1 3 Ly ey
wE(n %k ) () ) fmE G -

Ig {1
— M)_{_Q@”Ae—a\/; SJZE(

lg2 1,2,...,k).

TysTosenns T

Indem wir diese Ungleichung iiber einige von den 7, in den Gren-
zen (1, oo) summieren und die Ergebnisse miteinander addieren,
kommen wir offenbar zu folgendem

Hitrssatz 2. — Es gibt zwei positive absolute Konstanten B
und f von der Beschaffenheit, daf fir n,<<mn,<<...<<n;<<7;44
und beliebige ry, 1y, ..., T4, T

%E(nxanzw--,"untﬂ) lg(1+ 1 )

Tys Toy oonsTyy T r(r+2)

?mE(nl’nz’”"n‘) ]g2

Tys Tos vons Ty

< Bg“'ﬁ\/"tn_nt

ist 8).

¢) In wahrscheinlichkeitstheoretischer Fassung bedeutet offenbar dieser Satz,
daB die Wahrscheinlichkeit der Gleichung a,, = r bei beliebig vorgegebenen
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§ 3. Mittelbildungen mit beschrinkten Grenzwerten.

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der verschiedenen
Mittelwerte der Teilnenner. Ist f(r) eine nichtnegative, fiir alle
ganzen positiven Werte des Arguments definierte Funktion von
7, so soll uns das Verhalten von

flay) +f(ap) + - - - +fla,)

n

fir grofle n beschiftigen. Die Spezialfille f(r) =r bzw. f(r)=1g r
liefern das arithmetische bzw. geometrische Mittel der Teil-
nenner. Fiir das erstere wird die Untersuchung (die im folgenden

Paragraphen durchgefiihrt werden soll) dadurch wesentlich er-
1
schwert, da3 der ,,Erwartungswert”’ f a,do fir jedes n unend-

0
lich ist. Fur das geometrische Mittel erhdlt man hingegen ein
endgiiltiges Ergebnis; wir beweisen ndmlich den folgenden all-
gemeinen
Sarz: — Ist fir r—~co f(r)=0('"% (8> 0 konstant), so
ist fast iiberall

1
lim Zfa,)-Zf el + "’+2’).

n—> o0 1g 2

(Die Konvergenz der rechtsstehenden Reihe ist natiirlich durch
f(r)=0(r'"%) gesichert.)
Bewris: — Die Funktion f,(r) sei durch

fo(r)=f(r) fur r < nl+o
folr)=0 fir r > n'*o

definiert, und man setze

Uy = _[ frlag)de, s, = z{fk(ak) — Uy} -
0 k=1

Der erste Schritt des Beweises wird in einer Abschitzung von

1
f s2da nach oben bestehen. Offenbar ist

0

Qs Qpys ooy G, bis auf ein Restglied von der Ordnung e—ﬂ\/m“*"z denselben
Wert hat wie die unbedingte Wahrscheinlichkeit derselben Gleichung. Mit anderen
Worten sind zwei geniigend weit voneinander entfernte Teilnenner, als zufillige
Variable aufgefafit, ,,fast unabhingig”. Auf dieser Quasi-Unabhingigkeit der
Teilnenner beruht die Moglichkeit, aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung stammende
Methoden anzuwenden, wie das in den beiden folgenden Paragraphen tatsiichlich
geschieht.
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f 2d°‘—z J {fe(ar) — up2do+

,[ {fil@) frlay) — uw;up}da =

n
z ik

k=i+1

©) . i i
wo allgemein = o

by, :f {fk(ak)_uk}zda’ 8ik f a;)frlar) — uiuk}d‘x
0 0

gesetzt ist.
Nun hat man fiir £ > 1

(7) g = f Fila) fular) do — g, =

J1+0 140
ik
= Z > F ) els) RE (7 5) — w0,
r=1 s=1
Hierin ist nach Hilfssatz 1
ik, C i
(8) EJJ%E(T’S)<8—2-§UEE(T),
und nach Hilfssatz 2
. lg{l i } .
i, k s(s+2) 1
O [mEQ) - =5 BE()
da aber nach demselben Hilfssatz

< B Eim()

lg{1+ —L} )
ME(]) — "R < perVE

lg 2

ist, so folgt aus (9)
i, k 7 k —BVE—i ()
19RE(T,8) - WE(T)ED?E(S)’ <2BcfYVE E)JEE( )
, By Byvimi
Indem wir fir s <e? (10) und fiur s> e? (8) an-
wenden, erhalten wir aus (7)

B
1:1+6 6'5'\/"—7‘

g < > S ME(’) { S A RE() + 2BV +

+Z ka(s)l_ Wy
J

52
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Beachten wir nun, da@} einerseits Z fi(s) ME (:) = u,; und anderer-

s=1
seits nach Voraussetzung f(s) < C;s'9 ist7?), so ergibt sich

i1+6 e%\/l?——i ®©
gik<2 fz(,«)smE('r) [uk_f_ZBe_ﬁ\/mClz s'04CC Z ] Ui Uy
r=1 §=1 ﬁ

s= 2

=i e-0lvE= —a+oByvim e
<2BC1uie—ﬂw‘ ¢ g Ve —}—CClui!e 1+05VE ’_{_J'ws 1 6ds}

"ﬁ‘\/k i
k— e2
< Czu e 2 ‘\/ ¢

Da u; wegen

u; < zf(r) SRE(:)< CCIZ.:FI"’

unterhalb einer positiven Konstanten Cj; liegt, ergibt sich hieraus

n n w —ﬁ—d\/_r
22 Z g < 2C, 32 e ¥ < Cyn.
i=1 k=1 i=1r=0
Somit folgt aus (6)
1 n
(11) [ sida< D b+Cyn
0 k=1

Nachdem diese Abschiatzung gewonnen ist, verfahren wir
folgenderweise. Ist ¢, die Menge der durch

sp>em, s;=¢en (7 <k)

charakterisierten zwischen 0 und 1 liegenden Zahlen, so ist fur
n>k

(12) J.sfbdoc > fs,zcdoc—i—2fsk(sn—sk)doc.
€x €k k
Hierin miissen wir das zweite Integral rechts nach unten abschét-

zen. Im folgenden sollen alle gestrichenen Summen tiber solche
Werte von 7y, 7y, . . ., 7, erstreckt werden, die den Bedingungen

k J
Z{fi(ri)—ui} >en, Z{fi(ri)—ui} <en fir j <k

) C,, C,, ... bedeuten hier und im folgenden positive Konstanten, die
hochstens von der gewidhlten Funktion f(n) abhingen kénnen.
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geniigen. Wir haben offenbar

(13) [ sl — si)do = i [ s1{fi(a;) —u;} de,
€ J=k+1 e,

(14) fsk{f,.(a,.) —u;}do =

j1+6 .
- 3 {Z[fm) wl} 2 (50— mEQ 2o 7).

Nun ist nach Hilfssatz 1

(15) ME (1 2ok ) o —932 (o)

Tl!'rz:"'s’rka oo Ty

und nach Hilfssatz 2 fir j >k

19)?15(1’2’ ...,k,j) _lg{1+h(h—1+2$}§mE(l,2, ...,Ic) <

| T1,Tg5 s Tis B ]g2 TysToyeees Ty

<Be_ﬂ‘/ka§IRE(l’2’ ...,k)

TisTyseees Ty
und

’%E(j)émE(l’2’ ";’k)_lg{1+"(_h%'?)}9)tE(l’2’ k) <

h TisToseees Ty 1g2 TisTasenes Ty

< Be_ﬂ\/;ﬁmE(l’ 2, ...,k)

TysTasoeey Ty

und folglich

.k, j)—&)ﬁE(l’ 2

rl,rz,...,rk,h

(16) lsmE “HmE( |<

'rl,'r2,..., %
'—ﬂ\/.’l—'—% ) ’---’k)
<23€ mE("u"'z;---s"lc.

Byitw
Indem wir in (14) fir k < e? T die Abschitzung (16) und
B i
fiur h>e? o die Abschiatzung (15) benutzen, erhalten wir

fsk{fz'(“a’) —updo>

k o
> A ey —ud b mEQ 2 ) D ) —u I ME(]) —

Tys Tgreens L i=1 ﬁ\/m
h<e?
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ﬂ\/a %
- > {Z[L(nHuJ}M(T ) 2 Be YT "Z[f, (h) +u;] +
TysTys oo es Ty i=1
+Cz f,(h;lJru }
h<e Vick
k
- > {Z[fm wlbMEQ; 2y )zﬁ[f,(h) uME(}) —
PioTgseensT r =1 ‘/J %
h>e?
B\/.’r_—k
- > {ztm +udfmE( 7 ) 2 Be VI Z[f, (h) + ;] +
rey i)
Vi—k
h>e 2
f’v
>= 2 {Z[f(’) wlpRE(; o ) {2 B VI "Z[f,(h)+u,]+
+2C2 fi(h;l:”ua}
Lyvi-x
h>e?
>—{2Be“3‘/"_——"Cle%\/m(2_6) —|—2Cz Clhl;;+ C“}f Ek:[fi(ai)+ui]d°‘>
h>e§\/3_—k et
> G TS [ e+ Cnmia, ).

Wegen (18) findet man danach

[ se(s, — si)da > —C {z [#dar)do+Cy nimek}ie_ﬁ? 4
€k =1 ¢ r=0
>— cs{i fi(a;) o+ n ey }.

Nun ergibt (12) fiir geniigend groBes n
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n

J'sida > g2n? §mek——2C6{Z Jf,-(ai)doc —|—n§mek} >

€ i=1 ¢,

und folglich wegen (11)

17) ’égﬁek <222_nz{jsid“ + 2C6§n: ff,-(ai)doc} <

n i=1mn

Zek Zek
k=1 k=1
230
2 < = G
<o DhCimtec,Cn} <A 421
k=1

Nachdem diese Ungleichung gewonnen ist, verliuft der Rest des
Beweises ohne Schwierigkeiten 8). Offenbar ist

n

Zek:E{maxsk>en};

k=1 1sksn

demnach ergibt (17)

T
236,
k=1 7
ME{max s, >en} < —— + —.
1sksn een en

Da offenbar dieselbe Abschitzung fiir E{ min s, < —en} gilt,
findet man 1sksn

n
4k2bk c,
=1 ~ .
EJRE{II:I?;Jskl > enj < e2n? e2n

Daraus folgt nun

s £
smE{ max |—- >£}§§mE{ max ]sk[>5.2"‘+1}<
2™ <k <™t 1<k=<2™t!
2m+1
42b
k=1 k 4("7

<
82227" 822"‘

und fir m, > m,

8) Die nichstfolgende Uberlegung ist einem wahrscheinlichkeitstheoretischen
SchluB von Kolmogoroff nachgebildet (vgl. C. R. 101 (1930), 910).
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m’—-l

—Si‘>e}§ Z EIRE{ max

2m§k<2m+l

s

>e}<

m E{ max
m,
2M=k<2™ m=ma
2m+l

my—1 2, b m,
4 = ZF 4, 1
ASeey L

82 22m 82 am
m=m, m=my

m m+l
mey™

C
42;2~—zwz +30n <

m,y k=2™141

16 Z b PR 21
k=
<= &2 22m1 z Z b" Z 2—2;;» 822m1 <
1 2fsk<tt m=1
2™
p bk my—1

16, 4 1

<§22m1+?z2211 Z bk+ 22m
i=m, 2fsk <ottt
2™

16k21b'° s2 T2 b, 8C,
< — + — — .

82 22m1 kz 8227"1

k 2™
Nun ist aber
k1+6
1 1 &
b = [ {fular) —wrde < f Filay)do = Z P ME(]) <
0 —1
p1+6 JRE

2
CZ f( " cc z r=% < Cgkt=%
und folglich einerseits
2 b, =o(n?)
k=1

und andererseits die Reihe
o)
z_k
= k2
konvergent.

L4aBt man demnach zuniéchst m, und dann m, unendlich grof3
werden, so folgt

E))?E{max

k>n

s
—’-‘—k>e!—>0 fiir n — c0;
J
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wegen der Willkiirlichkeit von ¢ folgt hieraus, dal fast {iberall

(18) S0 (n—> o)
n
ist.
Nun sei E,, die Menge der Irrationalzahlen zwischen 0 und 1,
welche fiir wenigstens ein k¥ > n der Ungleichung

a, > J1t+9o
gentigen. Offenbar ist
>3 > S F<s
ME, < ME (F) < € =<2
l 2 0
k=n+11>k1+9 ( k;:u e ¥
und folglich
lim ME, =0.
n—>w

Somit bilden die Zahlen, die allen E, angehoren, eine Null-
menge; jede andere Zahl kann aber nur endlich vielen von den
Mengen E, angehéren. Sei 2 eine solche Zahl, also

x (L E, fir n > ng;
fiir diese Zahl haben wir
a, < k0 (k > ng)
und folglich
frlay) =f(ax) (k > mnyg),

n T
Sn—z{f(ak)_uk} 2 f(ax)
k=1 < k=t -0 (n— o).
n n
Wegen (18) folgt daraus, daf3 fast tiberall
2 flax) Uy,
(19) k=t kL 0 (n— o0)
n n
ist. Endlich ist nach Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2
1
® g {1 + }
r(r+2)
— R <
w, Zlf(r) e | =

= o lg 1+__1~
< Zlf(r)ﬂE(f)_Zf(r)__{_lgL;ﬂ} +Cz Jf(iz)é

r=1
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vk

: eft+ )
<> f(r)[m(f)——-lg—';’*—z’] +
res, Bies,

=
k1+6 E—ﬁ
'r>e2
Ev‘ Vi
= e’ f +C Z + Cloz
g AR B\/k
r>e
‘ﬁ ) vk
< Be + Cllk_6(1+ )‘f‘ C12643 §
und folglich
1
u »if(r)lw———g{lh"“)} (k> 00);
g r=1 lg 2 ’
deswegen ist auch
1
1< >, 2 {1 + r(r+2)}
— uk—>2f(r)— (n — o).
n k=1 r=1 lg B

Infolgedessen ergibt (19), daB fast iiberall

1
= zﬂan - Z £) it lg';’“’} (n > o0)

ist, womit der Beweis unseres Satzes vollendet ist.
Setzt man f(r)=Ilgr, so erhdlt man insbesondere den

Satz: — Das geometrische Mittel Vaja, . . . a, der Teilnenner

konvergiert fiir n — co fast iiberall gegen die absolute Konstante
g r
o g2
H(l +--~) —26...
r=1 7'("' + 2)

§ 4. Das arithmetische Mittel der Teilnenner.
Wir wollen nun das Verhalten des arithmetischen Mittels

a+a,+...4+a,

n

der Teilnenner fiir n — oo untersuchen. Es ist von vornherein
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klar, dal wir in diesem Fall kein so prézises Ergebnis erhalten
kénnen, wie es uns im vorstehenden Paragraphen fiir die daselbst
betrachteten Mittelbildungen gelungen ist; man weil namlich
schon aus den Untersuchungen von Borel und F. Bernstein, da@
sogar der limes superior von a,/n fast iiberall unendlich ist; erst

n
recht kann ingefolgedessen X a,/n hochstens auf einer Null-
k=1
menge einem endlichen Grenzwert zustreben. Andererseits diver-
giert die im Hauptsatz von § 3 rechtsstehende Reihe offenbar
im gegenwirtigen Fall.
Es lassen sich jedoch, wie nun gezeigt werden soll, iiber das
Verhalten der arithmetischen Mittel ziemlich prézise Aussagen
machen, die jedenfalls an Genauigkeit alles bisher dariiber be-

kannte wesentlich tibertreffen. Der Sinn dieser Aussagen lauft
dahin, da3 das arithmetische Mittel i ay/n der Teilnenner mit n
»im Allgemeinen” wie ig—: ins UneI’:glliche wichst. Was hier die
Worte ,,im Allgemeinen” bedeuten sollen, erhellt aus folgender
exakten Fassung:

Sarz: — Fir jedes feste ¢ > 0 ist

s,/n
ETREHW71I>3}—>O (n— ),

n
wo s, = X a,; gesetzt ist.

=1

s,/n
lgn/lg 2
konvergenz’’ ?). Von vornherein ist klar, daf3 dieser Satz nicht

dahin verschirft werden kann, dal3 etwa fast iiberall —Sﬁ/ﬁ—— —1

g n/lg 2
wire; denn aus den schon erwiahnten Ergebnissen von Borel und
F. Bernstein folgt z.B. insbesondere, dal3 der limes superior von
a,/nlgn fast tberall unendlich ist.

BeEwels: — Der Kiirze halber bezeichne man fir &k <n mit

Der Quotient strebt also gegen 1 im Sinne der ,,Ma8-

?) In diesemn Fall wird die wahrscheinlichkeitstheoretische Fassung vielleicht
etwas prignanter; sie lautet namlich: fiir n— o0 strebt das Verhiltnis
s,/n
Ignflg 2
sa/n
g n/lg 2

modo bernoulliano gegen 1; oder: die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung

—1

> ¢ wird, bei jedem & > 0, fiir n— oo unendlich klein.
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e, die Menge der zwischen 0 und 1 gelegenen Irrationalzahlen,
fir die

a, <nlgn
ist, und setze
n
H ek - F
k=1

Ehe wir zur eigentlichen Beweisfithrung iibergehen, miissen
wir einige vorbereitende Abschiatzungen erbringen. Wir setzen
fir i, k<m, ¢ #k

fakda —_—"uk, falzcdazbk9 J.aiakda' :gik'
Fn F Fa

Es ist, wenn man mit F, die zu F, komplementire Menge
bezeichnet,

wy = f apda — j a,da :"‘Zgnr m E(f) _nlzgnr wz{'FnE(f)}zzl — X,
€ e,—F, r=1 r=1

hierin ist nach Hilfssatz 2 fir k> Vn

leirg 1‘1‘g,;r+2)} —ﬁ\/ li ', ,

r=1

lgn
=lg—2+0(lglg") ('@r,k|<1);

fiir k> Vn ist demnach 10)

Ign
21—@‘ < C,lglgn.

Andererseits ist nach Hilfssatz 1
nlgn C
I< D r— MF,;
k=1
nun ist aber

Gy

nlgn lgn’

F, =< z ME(a, >nlgn) <n

und folglich
2, < Cs.

19) In diesem Paragraphen bezeichnen C,, C,, . . . positive absolute Konstanten.
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Endlich gilt fiir alle k< n
w, = [ ayde < C,lgn.

€r

Demnach erhilt man

lgn| -
wp — 20| < Clglgn (Va<k=n

(20)
U, < Cylgn I=sk=n)
Ferner ist nach Hilfssatz 1 fiir alle k <n
nlgn
(21) b < [ afda= > 1PME(]) < Cnign.
(2% r=1

Endlich miissen wir g;. abschitzen; der Bestimmtheit halber
sei k > ¢; wir haben

i = J.aiakdoz — '[aia,kdoc =1, —I,.

ey ee F,
Hierin ist
nlgn . nlgn ( k)
(22) I, = Z rsME(;Y) = Z r&)ﬁE() Z ;
T, s=1 ’ r=1 s=1 ( )
nun ist fiir & —¢ > V/n nach Hilfssatz 2
nlzgns LQE(:’;) = S I:S————lg {1 " 8(812)} +50; kv, Be P ‘/"T":l =
s=1 §IRE(:.) s=1 lg 2 o

Ign
=Ig—’2‘|‘0(1g1g"), 1O: k76 | <1s

wahrend fir k< V n jedenfalls nach Hilfssatz 1

nlgn gﬁE(i» ) nlgn A
z z —_0(1gn)
2 ma() < &
ist. Demnach ergibt (22) im Fall ¢ > Vn, k—i>Vn
lg?n
1_lg22

= "inrsgm{ F,- E(i’;)}

T, 1

(28) < Cglgnlglgn.

Ferner ist
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hierin ist nach Hilfssatz 1

_ . ?D'E{F"'E 'l«,k } B
gm{pn .E (: ’;)} - (T,:) m{pn . E(:)} <
MAF, - E(])
G,
e " T r2stlgn
und folglich
C, = 1
I, <" — < Cglgn;
(24) 2<lgnr§=: rs< gign
wegen (23) und (24) ist
Ig?n . - . -
(25) glk——i'é2—2 <C91gnlglgn (z>\/n,k—z>\/n);
endlich ist fiir alle k< n,:<n,
(26) gikéjaiakda: < Cyplg?n.
€€y

Nachdem diese Abschitzungen gewonnen sind, gehen wir zum
Beweise unserer Behauptung iiber. Setzt man

lg 2 ]
E{ Sng _1 >6i:En,
nlgn

so ist
(27) mEn = §m(EnFn) + §m(EnFn) >
und hierin ist

_ _ C
(28) M(E,F,) <MF, < =

Ign’
Andererseits hat man offenbar

g2 )
f{s" 82 PazemE,F,)
J

nlgn

und folglich

1 2
CEp 8" T F nlgn
Ig?2 . 2nlgn n?lg2n
eznzlgzn{fsn - Ig 2 ndo + g WF”}::
F, ;

lg22 [ N 2nlgn < n?lg?n
= b 2 e — = Mm
&2n? lgzn{; L Z z 8ik lg 2 kzluk + 12 Fn}'
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Wegen (20), (21), (25) und (26) erhilt man danach

M(E,F,) <

n n l
.{Cn21gn+2 > > lg22+Cnn lgnlglgn +

i=vn k=i+vVn
Coomh 1o 2nlgn i lgn+ 2y m ol
+ Cypn 2lg*n — g2 1g2 ~—n gnlglgn+

fnzln Cilol
g }<£ggn

Cy
it
2 2 nlhlge .
+ g2n m Ig?2 e? g

Aus (27), (28) und (29) folgt
ME. < Culglgn

e lgn

und somit
lim ME, =0,
n—>

womit der Satz bewiesen ist.

KoRrRoLLAR: — Die Reihe
! -+ ! + ! + + !
a  a+a atata; T atayt...+a,

ist fast iiberall divergent.

Diese Tatsache ist deshalb von Interesse, weil tiber diese Frage
dic bisher bekannten Ergebnisse gar nichts vermuten liessen.
Nicht nur die grundlegenden Borelschen Abschétzungen, sondern
auch die genaueren von mir gefundenen zeigten nur, daB s, fast
iiberall unendlich oft oder hochstens endlich oft die nichtabneh-

+...

e
1
mende Funktion ¢(n) tbertrifft, je nachdem zﬁ divergiert
p(n

oder konvergiert; hieraus war aber {iber das Verhalten der Reihe
(80) nichts zu folgern.

BeEweis: — Wire die Reihe (30) auf einer Menge von posi-
tivem Maf3 konvergent, so miiflte sie bekanntlich auch auf einer
Menge F, MF = >0, gleichmdfig konvergieren. Man hétte
somit fiir alle geniigend groBen m und alle £ >0

m+k

S,

’an
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wo ¢ eine beliebig vorgegebene positive Zahl bedeutet. Nun ist
aber offenbar, wenn M, die Menge der Irrationalzahlen bedeutet,
die die Ungleichung

s, >2nlgn
erfiillen, bei geniigend kleinen ¢
M,CE,,
und folglich nach dem soeben bewiesenen Satze
MM, —0 (n— o0).
Folglich ist fiir geniigend grolles n

d d 1 — MF—M(FM,

Sy 2nlgn 2nlgn inlgn
F FMn
und somit

&.

gf? z+ nlgn’

n=m

was bei jedem m durch geeignete Wahl von % beliebig gro3 ge-
macht werden kann. Der erhaltene Widerspruch beweist offen-
bar unsere Behauptung.

(Eingegangen den 29. Mirz 1934.)



