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Uber die Randwerte beschrinkter harmonischer
Funktionen

von

F. de Kok
Utrecht

Es sei die Funktion u(z) = u(z-+y) fir y > 0 harmonisch
und beschrankt. Dann gilt bekanntlich fiir jedes 2 mit y > 0 die
Poissonsche Integraldarstellung:

Mt)d
(1) u(z)=%f (t—_:))z—_:_y-zdt,

wo A(t) eine beschrinkte und meBbare Funktion ist.
Wir wissen, da8 auf dem vollen Maf}, wo A(f) approximativ
stetig ist, gilt
u(z) = A(2)

fir 2 >t y >0 und’wT—_t <a< o, a fest.

Umgekehrt wird durch das Integral in (1) eine beschrinkte
harmonische Funktion dargestellt in der Halbebene D(y > 0),
wenn A(t) beschrankt und meBbar ist.

Im Folgenden werden wir jetzt einen Satz beweisen, der eine
hinreichende Bedingung gibt, damit ein Randwert existiert bei
einer bestimmten tangentiellen Anniherung.

Definition. Ist f(¢) meBbar fiira < ¢ < b, a < b, und y(t) stetig
fir 0<t=<1, »(t)>0 fiir 0 <¢{=1, »(0) =0, dann heiBt die
Funktion f(t) rechts approximativ stetig in Bezug auf v fiir
t =1y, (a <t,<b) wenn bei jedem ¢ > 0 gilt

,“Et{l f) —flt)| >e 0 <t —1 < h}
y(h)
Im Zahler steht das Maf3 der Punktmenge, wo

@) —ft)| >& 0 <t—ty<h.

— 0 fiir h - 0.
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Satz. Essei p(t) >0 fir 0 <t=<1, (0)=0, |y'(t)| <M fir
0=t=<1, 9'(0) =0 (M endlich und unabhdngig von t).

Wenn nun in (1) A(t) rechts approzximativ stetig ist in Bezug
auf vy fiir t=1,, dann hat u(z) den Randwert A(t,) fiir 3 —1, auf dem
Bogen y = yp(x—1y), & > 1,

Zum Beweis ist es keine Beschrankung der Allgemeinheit, {,=0
und A(0) = 0 anzunehmen.

Ist £ > 0, so sei 6, 0 << 6 << 1, derart gewéhlt, da3
pE {|A#)| >e 0<t<h}<ey(h)
fir 0 <h=.
Nun ist

0 o
wu () yf t——az)2~l— 2dt+yf —{—yJ =1, + 1, + I,
- 0

|[t]1>6

é
Wenn H(t)l<K fiir —o0 <t << co und 0<w<—§, dann ist

® -6
[Illéyj (t—K—é)—zdt-i—yj —Itédt—>0 fir y — 0.
— J

Ferner ist

0 K { 0+ m}
I| < J‘————dtzK arctg—— —arctg—y—>0
] W RCEE 57y 5y

fir >0, 2 >0 und y = y(x), wegen —~(w—)—>—|—oo bei z — 0.
p(
Wenn E; die Punktmenge ist, wo |A(f) | <& 0 <t <4, und
E, die Komplementirmenge von E; auf dem Intervall (0, d),
dann ist

Iaz?/j +?/J. =1+ I
E, E,

0
dt ..
|I4l§3yfm§8n fir y > 0.
0

Wenn x(t) das MaB3 von E, auf (0, ) bedeutet, dann bekommt
man

dt f" 1 du(t)
I.|£K — <K
L1 = yl(t—w)wyz“ Y t—apty @ @

(%) Ly 2—2)
(6—z)%+y2 + K?/! /‘(t){(t_w)z_*_yz}z dt.
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Das erste Glied strebt gegen Null fiir y -0, 0 <z < %

Das letzte Integral zerlegen wir in zwei Bestandteile: von
0 bis z und von z bis § (0 <z < 9).

‘KZJM) —a) ’ . fw(t)%’c H

)2+.1/2}2 {(@—1)2+y2)
__Keyj‘ t)2+y
— Ksy ”’g(/f) _Kayfx(?_%2dt §K3+K-M-a.—;f
fiir y = ().
0= Kyfﬂ(t){(:—g);fy—z}z dt <

0 0
y(t) - 2(t—)

e [@ ) }
3’{ Py

(t—=z)*+y*

é
'(t) 7
P L R
-+ 8yx (t—w)2+y2dt—K8+K M-¢ 7

fir y=vy(2).
Wir finden also, da} fiir 0 < < , Y= p(x)

| u(z) | = Ce 4 o(1),

C eine positive endliche Konstante, woraus die Behauptung folgt.

Betspiel. Wir definieren die Funktion A(t) folgendermafen:

1 1 1
At) =1 fiir ﬁ_ﬁétéﬁ’ k=1,2,..., s=2, s fest.

A(t) = 0 in allen iibrigen Punkten.

1
Es seie >0 und —— <h£?,v=1,2,...

‘V+1 -
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[4]

Dann ist
% 1
pE{|At)| >e 0 <t <h} _ e
b 1 es_ 7
2s(w+1)

Also gilt bei jedem ¢ > 0
E {|A( ,0<t<h
el ‘{! ()Ii: = }—>0 fir h—0, p <s, p fest.
Folglich strebt u(z) gegen Null, wenn =z gegen Null strebt auf

dem Bogen y = a?, 2 >0, 1 <p <s, p fest.
Wir wollen jetzt zeigen, daB u(z) nicht gegen Null strebt auf

dem Bogen y = 2%, 2 >0, p = s, p fest.

1 1

1
z)_yzf (t +y2: ak:?_—éﬁy bk:—2k—.

Also:
() >yf '—-———_i_?, m=1,2,.
oder
b,, a —&
nu(z) > arctg — arctg
b
Hieraus folgt fiir « = %", y=aP, p=s,
%(bm—a’m)
nu(z) >arctg —————— —
{36, ta,)}
t ~%‘(am_bm) —2ar tg b — ay
— arctg = 2arctg § ———
(@t o)y (=t
s—1
22arctg—~—1—s > arctg
2 — ot |

von einem gewissen m an.

(Eingegangen den 7. Februar 1934.)



