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Über asymptotische Entwicklungen bei gewissen
nichtlinearen Randwertaufgaben

von

Erich Rothe

Breslau

Einleitung.

Sei S ein im Endlichen liegender ein, zwei- oder drei-dimen-
sionaler Bereich. aik = aki seien gegebene reelle Funktionen der

p

Koordinaten xi und die Form Il ai k ei ek (p = 1 , 2 oder 8) sei positiv
i, k

definit in 33. Es wird im folgenden stets die (unter gewissen
Voraussetzungen über die a2 k und den Bereich B bekanntlich

erfüllte) Voraussetzung gemacht, daB die am Rande 91 von 113
verschwindende Greensche Funktion von

existiere. Wir betrachten Randwertaufgaben der Form

wobei f und ç? gegebene Funktionen und À ein negativer Parameter
ist, und suchen insbesondere eine asymptotische Entwicklung
für die Lôsung v für À --&#x3E; - oo aufzustellen. Unter Vorausset-

zung genügender Differenzierbarkeitseigenschaften für f kann
man formal den Ansatz

1) Die Variablen s, t, ... stehen für Punkte des Bereiches B. Entsprechend

schreiben wir für Integrale über 0 kurz Differenzierbarkeit "nach s" be-

deutc Differenzierbarkeit nach den Koordinaten.
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machen und erhâlt aus (2), indem man f an der Stelle ao ent-
wickelt, 

-4

Der Index 0 an f und seinen Ableitungen bedeutet hierbei,
daB ao(s) für das Argument v einzusetzen ist. Koeffizienten-

vergleichung liefert 

Besitzt f eine eindeutige Inverse und ist ’ 0, so erhâlt man

aus diesen Formeln eindeutig die Koeffizienten av von (3) durch
Differentiationsprozesse 2). Die so gebildete Reihe (3) konvergiert
im allgemeinen nicht, wie schon im Falle f(v) =-= v leicht ein-
zusehen ist 3). Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun,
zu zeigen, daB in jedem inneren Punkte von ? die Entwick-
lung (3) semikonvergent für Â -&#x3E; - oo ist, d.h., daB dort für
die eindeutig bestimmte Lüsung v von (2) 

gilt, wobei 0, wie im folgenden stets, das Landausche Symbol
bezüglich des Grenzüberganges Â --&#x3E; - oo bedeutet.

Ferner werden wir, wenn h eine auf 91 gegebene Funktion ist,
Randwertaufgaben der Form 

-

2) Man beachte, daB bei Berechnung der ay von (2) nur die Differential-
gleichung, nicht die Randbedingung benutzt wird.

3) Vgl. E. ROTHE, Über asymptotische Entwicklungen bei Randwertaufgaben
elliptischer partieller Differentialgleichungen [Math. Ann. 108 (1933)] ] (im folgen-
den zitiert mit A. E.), Anm. 4.
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betrachten und zeigen, daB die Lôsung v für À - - ao in jedem
innere Punkte von 93 stärker als jede Potenz von Â-1 gegen 0

konvergiert, im Falle L +4 sogar stärker als e-KV -Â bei

passendem, von À unabhàngigen K &#x3E; 0.

Für die Lôsung der Randwertaufgabe L(v) + Àf(v) = Â(p in

B; v = h auf 9î, die man durch Addition der Lôsungen von Auf-
gaben der Form (2) und (2a) erhâlt, folgt aus dem Vorstehenden,
daB sie asymptotisch von der Randbedingung unabhângig ist
(mit einem Fehler, der für jedes 1 &#x3E; 0 gleich O(A-l) ist).

§ 1.

Genauer gesprochen werden wir den folgenden Satz beweisen:
SATZ. Ist ~(s) in 5B einmal stetig differenzierbar und f(v) in

zweimal stetig differenzierbar, und ist au13erdem +

so gilt:
A. Es gibt bei negativem Â zwei von Â unabhângige 4)

positive Zahlen P und y, so dal3, wenn

ist, (2 ) eine und nur eine stetige Lôsung v hat, die der Bedingung

genügt.
B. Sind über die gemachten Voraussetzungen hinaus p(s) und

f(v) in ? (2n+8)-mal und die aik (2n+2)-mal nach ihren Ar-
gumenten stetig differenzierbar und besteht neben (9) noch

so gilt in jedem inneren Punkte von 113 Gl. (6), in welcher die a,
die durch die Rekursionsformeln (5) (wegen (8) und (9a) gewiB
existierenden und durch [ ao C x eindeutig) bestimmten Funk-
tionen sind.

C. tt sei eine auf 9t gegebene stetige Funktion, die im

4) DaB bei festem A Zahlen 03B2, y der angegebenen Eigenschaft existieren, ist
bekannt. Vgl. z.B. LICHTENSTEIN, Yorlesungen ûber einige HIassen nichtlinearer
Integralgleichungen und Integrodifferentialgleichungen [Berlin, 1931], Kap. 1, § 2.
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Innern des Definitionsbereichs (7) von f liegt. Dann gibt es
unter den für A über f gemachten Voraussetzungen zwei positive
von A unabhângige Zahlen Pl, yi, so daB (2a) eine und nur
eine stetige Lôsung v mit 1 v 1 Yl besitzt, wenn | h | |  03B2i ist.
Für diese Lôsung gilt in jedem inneren Punkte s von B

für jede positive Zahl l. Ist insbesondere L der Laplacesche
Operator J, so gilt darüber hinaus für negative Â von genügend
groBem Betrage

für jede positive Zahl d, die kleiner ist als die Entfernung des
Randes von s.

Zum Beweise der angeführten Behauptungen bedienen wir

uns des folgenden 
HILFSSATZ I. 0(s, Â) sei in

eine stetige beschrânkte und einmal stetig nach s differenzierbare
Funktion. F(u, s, Â) sei in

stetig; sollen existieren und ebenso wie F

in (12) beschränkt sein.
Ferner sei

Dann gibt es zwei von À unabhängige 4) positive Zahlen P’ und
y’, so daB die Randwertaufgabe

eine und nur eine stetige der Ungleichung

genügende Lôsung besitzt, wenn
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ist.

ZUSATZ. Ist M(Â) == Max |03A6 i für s C B, so gilt für diese Lôsung u

worin C eine von À und 0 unabhângige Konstante ist.
Der Beweis von Hilfssatz 1 und des Zusatzes wird in § 2

erbracht werden.

Offenbar ist die Behauptung A in Hilfssatz 1 enthalten. Wir
wollen jetzt zeigen, wie aus Hilfssatz 1 und seinem Zusatz auch
die Behauptung B folgt, wenn man zunâchst über die bei der
Behauptung B angeführten Voraussetzungen hinaus noch die

zusàtzliche Voraussetzung

(18) "cp und alle Ableitungen bis zur Ordnung 2n verschwinden
auf 9t"

macht. Zu diesem Zwecke setzen wir

wobei v die nach A durch (10) eindeutig bestimmte Lôsung ,
von (2) ist. Einsetzen in die Differentialgleichung (2) unter An-
wendung des Taylorschen Satzes mit der Lagrangeschen Rest-
formel liefert 

Die Definition (5) der av ist nun so, daù die formale Gleichung
(4) identisch in Â-1 erfüllt ist. Da nun die Koeffizienten von A
in (20) mit denen in (4) für v = - l, 0, 1, 2, ..., n -1 überein-
stimmen, so heben sich diese in (20) heraus und (20) liefert für
u = RnÂ.-n-l eine Differentialgleichung der Form (14) mit
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und mit

wobei Pl, P2 Polynome in a, Â- 1, a2Â-2,..., anÂ-n sind, in denen
keine niedrigere Potenz von Â -1 auftritt als die (n + 1 )-te, so daB

ist; denn da ao und v im Intervall (7) liegen, gilt auf Grund von

(19) das Gleiche von dem Argument von f(n) in (22), und f (n)
ist daher nach Voraussetzung beschränkt für Â -&#x3E; - oo. Auf

Grund der zusàtzlichen Voraussetzung (18) in Verbindung mit
(5) und (8) sieht man nun leicht ein, daB ao, al, ..., an auf 3t
verschwinden. Da nach (2) das Gleiche von v gilt, gilt es wegen
(19) auch von R., so daB u = RnÂ-n-1 nicht nur die Differential-
gleichung, sondern auch die Randbedingung (14) befriedigt.
Nun sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 erfüllt: in der Tat
sieht man leicht ein, daB die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
bezüglich F und 0 erfüllt sind. Nach (21) besteht auch die erste
der Bedingungen (13). Was die zwêite Bedingung (13) angeht,
so beachte man, da13 nach (21)



316

ist, wo Q1(U), Q2(U), Q3(U) Polynôme in u sind, deren Koeffizienten

O(Â-1) sind. Da nun 1 ao 1  oc ist, so ist nach (8) f,’ &#x3E;- m &#x3E; 0
und aus (24) folgt, daB man drei Konstanten m’, oc’ und Ao mit
0  a’  oc, 0  m’  m und Âo  0 so wählen kann, dal3

bF

ôu &#x3E; m’ ist für 1 u 1 a’ und Â  Âo. Da somit alle Vorausset-
- 

u (- o

zungen von Hilfssatz I erfüllt sind, gibt es nach diesem nach
passender Wahl der positiven Zahlen P’, y’ eine und nur eine der
Ungleichung (15) genügende stetige Lôsung u = uo der Rand-
wertaufgabe (14), denn - nach eventueller VergrÕBerung von
1 Âo 1 - ist wegen (23) die Ungleichung (16) für Â  Âo gewiB er-
füllt. Nach dem Zusatz in Verbindung mit (23) folgt für diese

Nach (19) ist also (6) bewiesen, wenn gezeigt ist, daB für

négative von genügend groBem Betrage R;.-n-1 Uo ist. Um
für solche Â die Identitât dieser beiden Lôsungen der Randwert-
aufgabe (14) zu beweisen, genügt es auf Grund der Eindeutig-
keitsaussage des Hilfssatz 1 zu beweisen, daB gleichmäBig in s

ist, denn dann genügen sowohl u. wie RnÂ-n-l der Ungleichung
(15) für négative genügend groBen Betrages. Zum Beweise
von (26) beachte man, daB nach (19) gleichmäBig in s

ist. Es genügt daher,

zu beweisen. Zu diesem Zweck ziehen wir L(ao) von (2) ab.
Beachtet man, daB nach (5) 99 =:f(ao) ist, und daB auf Grund
der zusâtzlichen Voraussetzung (18) ~ und somit ao auf 9t ver-
schwindet, so ergibt sich

Setzt man

so ist wegen (8)



317

und wir kônnen schreiben

Die Lôsung dieser linearen Randwertaufgabe ist

wenn B (s, t, A) die zu dem Differentialausdruck L(w) -E- Â,ew
gehôrige am Rande 9t verschwindende Greensche Funktion ist.
Für diese gilt nun 5 ) 

Daher folgt aus (29) im Verein mit (28): Iv - aoB
Max IL(ao)B/IÂlm für négative und somit (27).
Hiermit ist (6) unter der zusàtzlichen Voraussetzung (18)

bewiesen, und wir haben uns nunmehr von dieser zu befreien.
Sei s = so derjenige innere Punkt von B, fur den wir (6) beweisen
wollen, und k1J die Kugel (Kreis, Intervall) mit Mittelpunkt so
und Radius n, wobeiq so klein ist, daB k1J noch ganz im Innern
von 58 liegt. Wir wollen nun eine Hilfsfunktion ~ konstruieren,
die in k~, mit p übereinstimmt und in ganz B die Voraussetzungen
von B und die zusâtzliehe Voraussetzung (18) erfüllt. Eine solche
Funktion kônnen wir folgendermaBen herstellen: ist r der Ab-

stand des Punktes so von dem variablen Punkt s und ô &#x3E; ~
so klein, daB k03B4 noch ganz im Innern von 5B liegt, so sei P(r) das
durch die Bedingungen

eindeutig bestimmte Polynom hôchstens vom Grade 4n + 6. Dann
erfüllt

6) Siehe E. ROTHE, über die Approximation stetiger Funktionen durch Eigen-
funktionen elliptischer Differentialgleichungen [Sitzungsberichte Berl. Math. Ges.
28 (1929)], Gl. (10). (Um Übereinstimmung mit der in der vorliegenden Arbeit
benutzten Bezeichnungsweise zu erzielen, ist dort A durch - Â zu ersetzen. ) e hângt
dort nicht von BÂ ab, doch sieht man daB unter der Voraussetzung (28) der dort
gegebene Beweis auch bei Abhängigkeit von À seine Gültigkeit behâlt.
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offenbar alle gestellten Forderungen 6). Überdies genügt 7 der
sogleich zu benutzenden Ungleichung

Wäre in der Tat (33) nicht richtig, so mül3te auf Grund der
Definition von ~ in mindestens einem inneren Punkte des Inter-
valles J : iî  r ô die Ungleichung 1 P(r) 1 &#x3E; 1 gelten. Wegen
P(r¡) = 1, P(ô) = o hâtte daher P (r ) in mindestens einem inneren
Punkte ro von J ein positives Maximum oder negatives Minimum,
es müBte also P’(ro) = 0 sein. Da nach (31) P’(,q) = P’(Ô) = 0
ist, so hâtte P’(r) in dem abgeschlossenen Intervall J mindestens
drei Nullstellen und daher P"(r) mindestens zwei Nullstellen im
Innern von J, also, da nach (29) P"(iî) == P" (Ô) =: 0 ist, min-
destens vier im abgeschlossenen Intervall J. So weiterschlieBend
erkennt man, daB p(2n+3) mindestens 2n + 5 Nullstellen haben
mül3te. Also müBte p(2n+3) identisch verschwinden, da es ein

Polynom hôchstens vom Grade 4n + 6 - (2n+3) = 2n + 3 ist,
und P wâre hôchstens vom Grade 2n + 2. Hieraus wieder würde
P - 0 folgen, da ja nach (29) P und seine Ableitungen bis zur

( 2rt + 3)-ten für r = ô verschwinden. P = 0 steht aber im

Widerspruch dazu, daB nach (31) P(~) = 1 ist 7).
Haben nun die Konstanten a, P, y die in Behauptung A an-

gegebene Bedeutung bezüglich der Randwertaufgabe (2), so

haben sie wegen (33) die gleiche Bedeutung bezüglich der Rand-
wertaufgabe

v, V seien also die eindeutig bestimmten Lôsungen von (2) bzw.
(34), die dem Betrage nach  y sind. Nun genügt § der zusätz-
lichen Voraussetzung (18). Erfüllt daher 99, also auch Ç neben (9)

6) Die gleiche Hilfsfunktion wurde bereits in A. E., 587 benutzt, jedoch ohne
Ungl. (33).

7) Es ist bewiesen IP(r)i 1 in J. Ebenso sieht man P (r ) &#x3E; 0 in J ein: andern-
falls müBte nâmlich wegen P(?j) = 1, P(Ô) = 0 das Polynom P(r) im Innern von
J ein negatives Minimum haben, und es müBte P’ in mindestens einem inneren
Punkte ro von J verschwinden, was, wie im Text gezeigt ist, zu einem Wider-

spruch führt. Es gilt also in J die spâter zu benutzende Ungleichung 0  P(r) S 1.
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noch (9a), so gilt nach dem schon Bewiesenen:

wobei av die durch die Rekursion (5) definierten Funktionen sind,
wenn man in dieser p durch 9-9 ersetzt. In k,, ist aber p = p also
auch av = 5y. Daher gilt .

Für den Mittelpunkt s. von k1] ist also (6) gewiB bewiesen,
wenn wir 

zeigen kônnen. Zu diesem Zweck ziehen wir (34) von (2) ab:

Da nun nach Voraussetzung f gewiB 2-mal stetig in (7) differen-
zierbar ist, und v und v in diesem Intervalle liegen, so ist die

Funktion (f(v)-f(v)) / (v-v) gewiB einmal stetig nach v und v
differenzierbar; auBerdem ist sie wegen (8) &#x3E; m. Da ferner v und v

stetige erste Ableitungen nach q haben, so gilt das Gleiche von
der Funktion

Aul3erdem ist

worin M eine von Â unabhângige Konstante bedeutet, und
w = v - v genügt der linearen Randwertaufgabe

deren Lôsung unter Beachtung von 99 = p in k., lautet:

Da e und 0 nicht negativ sind, folgt hieraus wegen (9), (33)
und (36)
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Hieraus ergibt sich (35) und damit die Behauptung (6) auf
Grund des folgenden Hilfssatzes, den wir nebst seinem Zusatz
in § 2 beweisen werden:

HILFSSATZ II. Ist Q (s, Â) eine einmal stetig nach s differen-
zierbare der Ungleichung (36) genügende Funktion und B die
zu L(w) + Âew gehôrige am Rande von 33 verschwindende
Greensche Funktion, ist ferner B’ ein Teilbereich von 0 und so
ein innerer Punkt von B’, so gilt für jede positive Zahl 1

ZuSATZ. Ist L == L1, so gilt für negative Â genügend groBen
Betrages

worin C" eine von Â unabhângige positive Konstante, p die

Dimensionszahl (1, 2 oder 3) des Bereiches 33 und 1) die Minimal-
entfernung des im Innern des Bereiches B’ gelegenen Punktes
so von dessen Rand ist.

Wir gehen nunmehr zum Beweis der Behauptung C über.

Die Existenz zweier Zahlen Bl, Y1 von der behaupteten Eigen-
schaft folgt sofort aus A, wenn man beachtet, daß w = v - y
der Randwertaufgabe L(w) +Â{f(w+V’)-f(V’)} = - Âf(Vl) in B,
w = 0 auf 9Î genügt, wenn y die Lôsung von L(1p) = 0 mit den
Randwerten h ist. Man hat nur neben f(o) - 0 zu beachten, daB

1 y 1 sein Maximum nicht im Innern von 33 annehmen kann und
daher jede Schranke für h ) eine Schranke für 1 y l ist. Ist weiter

go derjenige innere von 9î um mindestens 03B4 &#x3E; d entfernte Punkt
von B, für den der übrige Teil von C bewiesen werden soll, so sei

k,, die noch ganz im Innern von 33 liegende Kugel (Kreis, Inter-

vall) mit Mittelpunkt so und Radius 7j mit d  r  ô. Sei 1P eine
zweimal stetig differenzierbare am Rande verschwindende Funk-
tion, die in k’, mit y übereinstimmt, und für die auBerdem

111’ - wl IV’I 1 gilt 8). Da nun die Randwerte h nach Vor-

8) Die Konstruktion einer solchen Funktion kann wie auf S. [8], 317 f.geleistet
werden. DaB dabei auch ! y - ip erfüllt ist, folgt aus der in An. 7) bewiesenen
Ungleichung 0  BP(r) : 1.
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aussetzung im Definitionsbereich (7) von f liegen, so gilt das
Gleiche von y und daher auch von 1p -1jj und wir kônnen f(1p-;P)
bilden. Ziehen wir nun L(1p-1jj) +ï..f(1p--1f) von (2a) ab, so

erhalten wir wegen L (y) = 0

oder

wenn wir unter e(s, Â) diejenige Funktion verstehen, die aus

entsteht,

wenn für v, 1p, 1P die betreffenden Funktionen von s und Â einge-
setzt werden. Da hierbei das Argument von f’ in (7) liegt, so
erfüllt e nach (8) die Voraussetzung (36) für Hilfssatz II. Aus
(37) folgt nun

also, da in k - und daher auch L(1ji)==L(1p)==O ist,
insbesondere für s = so

Anwendung von Hilfssatz II bzw. unter Beachtung von

diî seines Zusatzes liefert die Behauptung C.

§2.

BEWEIS von HILFSSATZ I. Es ist wegen F(0, s, Â) = 0

wenn
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gesetzt ist. Ist wieder OE die am Rande von S verschwindende

Greensche Funktion von L(u) + Âeu, so genügt bekanntlich

jede stetige Lôsung von (14) wegen (38) der Integralgleichung

und umgekehrt ist jede einmal stetig differenzierbare Lôsung
von (40) eine Lôsung von (14). Setzen wir der Abkürzung halber

so lautet (40)

U (u) ist definiert in

Um nun (42) durch sukzessive Approximationen zu lôsen,
behaupten wir zunâchst, daB wir Funktionen u2, u3 , ..., die alle
der Ungleichung (43) genügen, durch die Rekursion

erhalten, wenn (16) erfüllt ist, wobei die in dieser Ungleichung
auftretende von Â unabhângige positive Zahl {J’ folgendermal3en
bestimmt ist: auf Grund der über F gemachten Vorausset-
zungen ist F2 in (12) beschränkt. A sei eine obere Schranke

für 1 F21. Dann sei B eine der Ungleichung

genügende Zahl. Die beiden Wurzeln
der Gleichung 9)

sind dann positiv, und die kleinere von ihnen konvergiert mit
B gegen Null. Wir kônnen daher B so klein wâhlen, daB auBer

(45) auch 

’) Vgl. die in Anm. 4) angegebene Stelle des Bûches von Lichtenstein.
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gilt, wobei y’ wie auch stets im folgenden die kleinere der beiden
Wurzeln von (46) bezeichnet. Ist ferner A2 eine obere Schranke
für den Betrag der zweiten Ableitung von F nach u, so kônnen
wir B so wählen, daB auBerdem noch

ist. fi’ sei dann eine der Ungleichung

genügende Zahl.
Um nun unsere Behauptung bezüglich der uk zu beweisen,

beachten wir, daB aus (41,) (30) im Verein mit (39), (13), (16)
und (49)

folgt, und daB es wegen (47) genügt

zu beweisen. Nun ist nach (50a) und (46)

so daB (51) richtig ist für k = 1. Unter Annahme der Gültigkeit
von (51) für k - 1 erhalten wir nach (44) und (50a,b)

womit (51) allgemein bewiesen ist.

Um nunmehr zu zeigen, daù die Folge der uk gleichmäBig
in (11) konvergiert, bilden wir Uk+1 - Uk und erhalten nach (44),
(41), (38) und (39)
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also wegen (39)

daher ist nach (30), da A2 eine obere Schranke für ist, und

da wegen (51) u*  y’ ist,

also nach (48)

Hieraus folgt nach (44) und (50)

Hiermit ist wegen 0  q  1 die gleichmäBige Konvergenz der j
Uk bewiesen. Die Grenzfunktion u ist offenbar eine stetige Lôsung
von (40). Um zu zeigen, daB u auch Lôsung von (14) ist, genügt
es, die stetige Differenzierbarkeit nach s des Faktors von 05 in (40)
zu erweisen. Aus (40) folgt zunâchst, daB u nach s differenzierbar.
ist. Daher ist auch

nach s differenzierbar, wenn u(s ) für das Argument u eingesetzt
wird. Da 0 ebenfalls nach s differenzierbar ist, ist der Beweis

erbracht. Wegen (51) und (47) gilt für die gefundene Lôsung
u die behauptete Ungleichung (15).
Nunmehr ist der Eindeutigkeitsbeweis zu erbringen. Sei il

eine stetige der Ungl. (15) genügende Lôsung von (14). Es ist
ù « u zu beweisen. ù genügt auch der Integralgleichung (42).
Auf Grund von (44) ist daher

Aus dieser Gleichung folgt nun Max 1 Ù - Uk [  qk-1 Max 1 ù - ul 1
genau so, wie (53) aus (52) folgt. Also ist wegen û - u.1 
 1 ù 1 + 1 u,.1 1  2y’ und 0  q  1, wie behauptet, u= lim uk = M.

k--&#x3E; 00

BEWEIS des ZUSATZES zu HILFSSATZ I. Wir setze

und betrachten die quadratische Gleichung
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deren Wurzeln wegen (50a) und (45) reell und positiv sind,
und behaupten 1 U,k [  y. Das ist nach (50a) richtig fur k = 1. Denn

Unter Annahme der Richtigkeit für k - 1 folgt unter Benut-
zung von (50b)

Also ist in der Tat 1 Uk 1  Y und daher

Fur die kleinere der beiden Wurzeln von (54) gilt

i

Wegen B  B folgt 

Wegen (55) ist hiermit (17) mit C = 1 / (m-,,/l -4BA) be-

wiesen.

BEWEIS von HILFSSATZ II. Ist U(s) die Lôsung der Rand-
wertaufgabe

und es ist also U(so) = O(Â-1+1) zu beweisen. Wir vergleichen zu
diesem Zweck U(s) mit der Lôsung V(s) der Randwertaufgabe

welche in der Form

geschrieben werden kann, wenn 0152(s, t, ,u ) die am Rande von 113
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verschwindende zu L(w) +,uw gehôrige Greensche Funktion

bedeutet. Subtraktion von (56) von (58) liefert

Daraus folgt

Bei negativem A ist nun der erste Summand auf der rechte 
Seite von (60) nicht negativ, wie aus (36) und (57) im Verein
mit (S &#x3E; 0 und folgt. Der zweite Summand ist aber O( A-I+1) für
s = so . Denn nach (36), (57) und (30) ist (m-e)(l-U) gewil3 , t
beschränkt für Â -&#x3E; - oo und anderseits gilt nach A. E., 591,
Hilfssatz VII 

-e

Daher folgt aus (60)

Da aber nach (59) und (61) auch V(so) = O(Â- 1+1 ) ist, so

folgt unter Berücksichtigung von U &#x3E; 0, wie behauptet, das

Gleiche von U(so).

BEWEIS des ZUSATZES zu HILFSATZ II. Ist L =,J, so gilt,
wenn 58 p-dimensional (p = 1, 2 oder 3) ist, für negative A von

genügend groBem Betrage

wenn s sowohl von t als auch vom Rande 9t von S um mindestens

q entfernt ist. C’ ist eine von À unabhângige Konstante. Für den
Betrag des zweiten auf der rechten Seite von (60) stehenden
Summanden ergibt sich daher fiir s = so unter Berücksichtigung
von (36), (57) und (30) die obere Schranke 

1°) A. E., 588, Hilfsatz VI mit E = -.
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und, da der erste in (60) rechts stehende Summand bereits oben
als nicht negativ erkannt ist, folgt aus (60)

Nach (62), (36) und (59) hat 1 V(so) 1 ebenfalls die Schranke
(63), so daB wegen U &#x3E; 0 die Behauptung folgt. -

(Eingegangen den 11. November 1935.)


