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Uber asymptotische Entwicklungen bei gewissen
nichtlinearen Randwertaufgaben

Erich Rothe

Breslau

Einleitung.

Sei B ein im Endlichen liegender ein, zwei- oder drei-dimen-
sionaler Bereich. a;; = a;; seien gegebene reelle Funktionen der

Koordinaten ; und die Form Zl a;1&:&, (p=1, 2 oder 8) sei positiv

definit in B. Es wird im folgenden stets die (unter gewissen
Voraussetzungen iiber die a;;, und den Bereich 8 bekanntlich
erfiillte) Voraussetzung gemacht, dafl die am Rande R von B
verschwindende Greensche Funktion von

(1) Ezkl ez, ( it bwk)

existiere. Wir betrachten Randwertaufgaben der Form

(2) L(v) + Af(v) = Ap(s) in B1)
v=20 auf R,

wobei fund ¢ gegebene Funktionen und 4 ein negativer Parameter
ist, und suchen insbesondere eine asymptotische Entwicklung
fir die Losung v fiir A— —oo aufzustellen. Unter Vorausset-
zung geniigender Differenzierbarkeitseigenschaften fiir f kann
man formal den Ansatz

(8) as(s)
() o(s) = aofs) + L2+ 224
1) Die Variablen s, ¢, ... stehen fiir Punkte des Bereiches 8. Entsprechend

schreiben wir fiir Integrale iiber 8 kurz f f(t)dt. Differenzierbarkeit ,,nach s’ be-

B
deute Differenzierbarkeit nach den Koordinaten.
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machen und erhilt aus (2), 1ndem man f an der Stelle g, ent-
wickelt,

0 L{a+ D)+

+A{f0 (Z+3+. ){", +(%+%+.. ) by }=1¢-

Der Index 0 an f und seinen Ableitungen bedeutet hierbei,
daB a4(s) fir das Argument v einzusetzen ist. Koeffizienten-
vergleichung liefert

= f(ao(s)) = o(s)
L(a,) + a'1f(; =0

(5) L(ay) + ayfo + 5y 03fs =0
L(ay) + ayfo + e fy + 5yaify =0

Besitzt f eine eindeutige Inverse und ist f, #0, so erhilt man
aus diesen Formeln eindeutig die Koeffizienten a, von (8) durch
Differentiationsprozesse 2). Die so gebildete Reihe (8) konvergiert
im allgemeinen nicht, wie schon im Falle f(v) =v leicht ein-
zusehen ist3). Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun,
zu zeigen, dafl in jedem inneren Punkte von B die Entwick-
lung (3) semikonvergent fiir A— —oo ist, d.h., daB dort fir
die eindeutig bestimmte Losung v von (2)
(6) o(s) = Za,A”" +0(A7" 7Y
»=0

gilt, wobei O, wie im folgenden stets, das Landausche Symbol
beziiglich des Grenziiberganges A— — oo bedeutet.

Ferner werden wir, wenn % eine auf R gegebene Funktion ist,
Randwertaufgaben der Form

L(v) + Af(v) =0 in B

2
(22) v=nh auf R

?) Man beachte, daB3 bei Berechnung der a, von (2) nur die Differential-
gleichung, nicht die Randbedingung benutzt wird.

3) Vgl E. Rorrg, Uber asymptotische Entwicklungen bei Randwertaufgaben
elliptischer partieller Differentialgleichungen [Math. Ann. 108 (1933)] (im folgen-
den zitiert mit A. E.), Anm. 4.
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betrachten und zeigen, daB3 die Losung v fir A— — co in jedem
inneren Punkte von B stirker als jede Potenz von A~ ' gegen 0
konvergiert, im Falle L =4 sogar stidrker als e~KV =4 bei
passendem, von 4 unabhingigen K > 0.

Fir die Losung der Randwertaufgabe L(v) + Af(v) = Ap in
B; v = h auf R, die man durch Addition der Lésungen von Auf-
gaben der Form (2) und (2a) erhilt, folgt aus dem Vorstehenden,
daB sie asymptotisch von der Randbedingung unabhingig ist
(mit einem Fehler, der fiir jedes I > 0 gleich O(4-%) ist).

§ 1.

Genauer gesprochen werden wir den folgenden Satz beweisen:
Sarz. Ist @(s) in B einmal stetig differenzierbar und f(v) in

(7) —a=v=a (x>0)
zweimal stetig differenzierbar, und ist aullerdem +
(8) fl0)=0, fv)=m>0in (7),

so gilt:
A. Es gibt bei negativem 1 zwei von A unabhingige %)
positive Zahlen g und y, so daB, wenn

(9) || <B

ist, (2) eine und nur eine stetige Lésung v hat, die der Bedingung

&

(10) v Sy <a

geniigt.

B. Sind iiber die gemachten Voraussetzungen hinaus ¢(s) und
f(©) in B (2n+8)-mal und die a; (2n-+2)-mal nach ihren Ar-
gumenten stetig differenzierbar und besteht neben (9) noch

(9a) |@| < Min (f(a), |f(—)|),

so gilt in jedem inneren Punkte von B Gl. (6), in welcher die a,
die durch die Rekursionsformeln (5) (wegen (8) und (9a) gewil3
existierenden und durch |a,| < « eindeutig) bestimmten Funk-
tionen sind.

C. h sei eine auf R gegebene stetige Funktion, die im

4) DaB bei festem A Zahlen f§,y der angegebenen Eigenschaft existieren, ist
bekannt. Vgl. z.B. LICHTENSTEIN, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer
Integralgleichungen und Integrodifferentialgleichungen [Berlin, 1981], Kap. 1, § 2.
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Innern des Definitionsbereichs (7) von f liegt. Dann gibt es
unter den fir A iber f gemachten Voraussetzungen zwei positive
von A unabhdngige Zahlen f;, v;, so daB (2a) eine und nur
eine stetige Loésung v mit |v| =y, besitzt, wenn |h| < B, ist.
Fiir diese Losung gilt in jedem ¢nneren Punkte s von B

o(s) =0(2"")  (A->—o0)

fiir jede positive Zahl I. Ist insbesondere L der Laplacesche
Operator 4, so gilt dariiber hinaus fiir negative 4 von geniigend
groflem Betrage

—m
lv(s)l<e W

fiir jede positive Zahl d, die kleiner ist als die Entfernung des
Randes von s.

Zum Beweise der angefiihrten Behauptungen bedienen wir
uns des folgenden ‘
Hivrssatz I. P(s, 1) sei in

(11) sCH, —0<A=AH=0

eine stetige beschriankte und einmal stetig nach s differenzierbare
Funktion. F(u, s, 1) sei in

(12) sCYP, —d'Zv=d, —0<AZ =0

. OF DJF F »F
stetig; —, —, —5, ——
du. ds P duds
in (12) beschrinkt sein.
Ferner sei

s sollen existieren und ebenso wie F

VF .
(13) F(O, S, ).) =0, S— g m’ >0 1n (12).
u

Dann gibt es zwei von A unabhdngige*) positive Zahlen g’ und
7', so dafl die Randwertaufgabe
(14) L(u) + AF(u, s, A) = AD(s, A) in B
u=0 auf R
eine und nur eine stetige der Ungleichung
(15) : Ju] <y <o

geniigende Losung besitzt, wenn



(20)
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(16) | D(s, A)| < B
ist.

Zusatz. Ist M(4)=Max|®|fiir s C B, so gilt fiir diese Losung u
(17) [u(s)| <M(2)C,

worin C eine von A und @ unabhingige Konstante ist.

Der Bgeweis von Hilfssatz I und des Zusatzes wird in § 2
erbracht werden.

Offenbar ist die Behauptung A in Hilfssatz I enthalten. Wir
wollen jetzt zeigen, wie aus Hilfssatz I und seinem Zusatz auch
die Behauptung B folgt, wenn man zunichst iiber die bei der
Behauptung B angefiihrten Voraussetzungen hinaus noch die
zusitzliche Voraussetzung

(18) ,, und alle Ableitungen bis zur Ordnung 2n verschwinden
auf R”

macht. Zu diesem Zwecke setzen wir *

(19) v(s) = X a,A "+ R, A",
v=0

wobei v die nach A durch (10) eindeutig bestimmte Ldsung .

von (2) ist. Einsetzen in die Differentialgleichung (2) unter An-

wendung des Taylorschen Satzes mit der Lagrangeschen Rest-

formel liefert

?

L ( 3 a,h "+ Rnl‘”‘l) +
=0

n n 2 o1
+ 2 {fo +( Ya,i+ an""—l) fo + ( Ya,i" + Rnl_”‘l) oy
v r=1

< 21
’nflﬁ("_l)
(n—1)!

+ ( ﬁ‘.avz‘” + Rnl‘"_1>
y=1

T ( Yo, 27 + an-"—l)"%’(aﬁﬂ( Sa,2” + an—"—l))} _
) v=1 :

v=1

=lp (0O<d<1)

Die Definition (5) der @, ist nun so, dafl die formale Gleichung

(4) identisch in A" erfiillt ist. Da nun die Koeffizienten von 4~
in (20) mit denen in (4) firv=—1,0,1,2,..., n—1 iiberein-
stimmen, so heben sich diese in (20) heraus und (20) liefert fiir

u = R,A"""" eine Differentialgleichung der Form (14) mit



(21)
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, n R
F(u,s,l)—_—ufo+{u2+2u2a,,l i%——i—...-{—
y=1 !

e (e (B )
v=1 2

oot (n—1)!

+ {u"—i—(':)u”—l %la,,}._v 4+ 4+ ‘
e e Ear )
(e Eaa”) Tt

und mit

(22) @(s, A) = P, + P, -f<m(ao+ﬁ( > avl_v+Rnl""‘1)) —2"""L(a,),
v=1

(24)

wobei P,, P, Polynome in a;4”", a,47%, ..., a,A~" sind, in denen
keine niedrigere Potenz von 2”1 auftritt als die (n+1)-te, so daB3
(23) M(2) = Max|®(s, 1)| = 0(4™" ™)

ist; denn da @, und v im Intervall (7) liegen, gilt auf Grund von
(19) das Gleiche von dem Argument von f(m in (22), und f™
ist daher nach Voraussetzung beschriankt fiir 21— — co. Auf
Grund der zusitzlichen Voraussetzung (18) in Verbindung mit
(5) und (8) sieht man nun leicht ein, daB} a,, a,, ..., a, auf R
verschwinden. Da nach (2) das Gleiche von v gilt, gilt es wegen
(19) auch von R,, so daB u = R, A"~ " nicht nur die Differential-
gleichung, sondern auch die Randbedingung (14) befriedigt.
Nun sind die Voraussetzungen von Hilfssatz I erfiillt: in der Tat
sieht man leicht ein, daf3 die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
beziiglich F und @ erfiillt sind. Nach (21) besteht auch die erste
der Bedingungen (18). Was die zwéite Bedingung (18) angeht,
so beachte man, dal nach (21)

dF ., (-1 un ) n .
*fo“‘ f0+ + ,),f (n 1),f a0+19(2 A —l—u) +
v=1
+Z—ng;f(n)(ao+ﬁ(iavl‘v—}—u))+
: . v=1

+ Qy (u) + Qz(u)f("’(a0+z9( ) a,l‘”+u))+

+ 05 (u)%f(") (ao—l—ﬁ( i a,2”" +u))
v=1
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ist, wo Q;(u), Qz(%), Qs(u) Polynome in u sind, deren Koeffizienten
0(A™) sind. Da nun |ay| < « ist, so ist nach (8) fy=m >0
und aus (24) folgt, daBl man drei Konstanten m’, «" und A, mit
0<a' <a, 0<m <m und A, <0 so wihlen kann, da

WF

u =m' ist fir |u| =o' und 4 < 4,. Da somit alle Vorausset-
u

zungen von Hilfssatz I erfiillt sind, gibt es nach diesem nach
passender Wahl der positiven Zahlen f’, ' eine und nur eine der
Ungleichung (15) geniigende stetige Losung u = u, der Rand-
wertaufgabe (14), denn — nach eventueller VergréBerung von
| 4| — ist wegen (28) die Ungleichung (16) fiir 2 < 4, gewil3 er-
fiillt. Nach dem Zusatz in Verbindung mit (28) folgt fiir diese

(25) uy = O(A™ "),

Nach (19) ist also (6) bewiesen, wenn gezeigt ist, daB fiir
negative A von geniigend grofem Betrage RA™" ' =u, ist. Um
fiir solche A die Identitat dieser beiden Losungen der Randwert-
aufgabe (14) zu beweisen, geniigt es auf Grund der Eindeutig-
keitsaussage des Hilfssatz I zu beweisen, dal3 gleichmiflig in s
(26) lim (R,A™"") =0

A—>—o
ist, denn dann geniigen sowohl u, wie R,A™"™" der Ungleichung
(15) fir negative 1 geniigend groflen Betrages. Zum Beweise
von (26) beachte man, daB3 nach (19) gleichméBig in s

lim (v—ay—R, A" ") =0
A—>— ‘

i

ist. Es geniigt daher,

(27) lim (v—ay) =0 (gleichmiBig in s)
A—>—og

zu beweisen. Zu diesem Zweck ziehen wir L(a,) von (2) ab.

Beachtet man, daBl nach (5) ¢ = f(a,) ist, und daB3 auf Grund

der zusitzlichen Voraussetzung (18) ¢ und somit a, auf R ver-
schwindet, so ergibt sich

L(v—a,) + M{f(v) — f(as)} = — L(a,) in B,
v —ay=0 auf R.

Setzt man

Ho) I _ 1 p(0—an)) = als, ) (0<0<1),

so ist wegen (8)
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(28) o<m=op,
und wir konnen schreiben
L(v—a,) + AMv—ay)e = — L(a,) in B,
v —ay,=0 auf R.

Die Loésung dieser linearen Randwertaufgabe ist
(29) o(s) — ao(s) = [ L(ao(t)) (s, 1, A)dt,
B

wenn & (s, t, A) die zu dem Differentialausdruck L(w) + Agw
gehorige am Rande R verschwindende Greensche Funktion ist.
Fiir diese gilt nun %) ¥

(A<0)
(s C B).

Daher folgt aus (29) im Verein mit (28): lv —a,|=
Max | L(a,)|/|A|m fiir negative A und somit (27).

Hiermit ist (6) unter der zusiitzlichen Voraussetzung (18)
bewiesen, und wir haben uns nunmehr von dieser zu befreien.
Sei s = s, derjenige innere Punkt von %, fiir den wir (6) beweisen
wollen, und k, die Kugel (Kreis, Intervall) mit Mittelpunkt s,
und Radius #, wobei 5 so klein ist, daB k, noch ganz im Innern
von B liegt. Wir wollen nun eine Hilfsfunktion p konstruieren,
die in k, mit ¢ iibereinstimmt und in ganz B die Voraussetzungen
von B und die zusitzliche Voraussetzung (18) erfiillt. Eine solche
Funktion kénnen wir folgendermaflen herstellen: ist r der Ab-
stand des Punktes s, von dem variablen Punkt s und 6 >7
so klein, daB ks noch ganz im Innern von B liegt, so sei P(r) das
durch die Bedingungen

(80) 0 — /1_[ o4 h@(s, t, ) <1
B

(31) Pay=1  P()=0
(2n43) p
P T 0 firr—nundr—24
dr dar* ar®"t

eindeutig bestimmte Polynom hochstens vom Grade 4n + 6. Dann
erfillt

%) Siehe E. RotrE, Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Eigen-
funktionen elliptischer Differentialgleichungen [Sitzungsberichte Berl. Math. Ges.
28 (1929)], Gl (10). (Um Ubereinstimmung mit der in der vorliegenden Arbeit
benutzten Bezeichnungsweise zu erzielen, ist dort A durch — 2 zu ersetzen.) g hiingt
dort nicht von 4 ab, doch sieht man daB unter der Voraussetzung (28) der dort
gegebene Beweis auch bei Abhiéngigkeit von A seine Giiltigkeit behilt.
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®(s) r=g
(32) (s) =1 @(s)P(r) N<r=<é
0 i<r

offenbar alle gestellten Forderungen ¢). Uberdies geniigt $ der
sogleich zu benutzenden Ungleichung

(88) 7] < ¢.

Wire in der Tat (83) nicht richtig, so miiite auf Grund der
Definition von p in mindestens einem inneren Punkte des Inter-
valles J:p=<r =4 die Ungleichung |P(r)| >1 gelten. Wegen
P(n) =1, P(6) = 0 hiitte daher P(r) in mindestens einem inneren
Punkte ry von J ein positives Maximum oder negatives Minimum,
es miilte also P’(ry) = 0 sein. Da nach (81) P’(y) = P'(6) =0
ist, so hiatte P’(r) in dem abgeschlossenen Intervall J mindestens
drei Nullstellen und daher P”’(r) mindestens zwei Nullstellen im
Innern von J, also, da nach (29) P (n) = P"'(6) =0 ist, min-
destens vier im abgeschlossenen Intervall J. So weiterschlieBend
erkennt man, daB P®"*® mindestens 2n -+ 5 Nullstellen haben

miiBte. Also miite P***® jdentisch verschwinden, da es ein
Polynom héchstens vom Grade 4n + 6 — (2n+8) = 2n + 3 ist,
und P wire hochstens vom Grade 2n + 2. Hieraus wieder wiirde
P =0 folgen, da ja nach (29) P und seine Ableitungen bis zur
(2n + 8)-ten fiir r =406 verschwinden. P =0 steht aber im
Widerspruch dazu, da8 nach (81) P(n) =1 ist7).

Haben nun die Konstanten «, #, y die in Behauptung A an-
gegebene Bedeutung beziiglich der Randwertaufgabe (2), so
haben sie wegen (83) die gleiche Bedeutung beziiglich der Rand-
wertaufgabe

(84) L)+ Af(v)=14p in B,
=0 auf R

v, T seien also die eindeutig bestimmten Loésungen von (2) bzw.
(84), die dem Betrage nach <y sind. Nun geniigt p der zusitz-
lichen Voraussetzung (18). Erfiillt daher ¢, also auch p neben (9)

¢) Die gleiche Hilfsfunktion wurde bereits in A. E., 587 benutzt, jedoch ohne
Ungl. (83).

7) KEs ist bewiesen | P(r)| = 1in J. Ebenso sieht man P(r) = 0 in J ein: andern-
falls miite nimlich wegen P(n) = 1, P(§) = 0 das Polynom P(r) im Innern von
J ein negatives Minimum haben, und es miiite P’ in mindestens einem inneren
Punkte 7, von J verschwinden, was, wie im Text gezeigt ist, zu einem Wider-
spruch fiihrt. Es gilt also in J die spiter zu benutzende Ungleichung 0 < P(r) < 1.



[10] e Uber asymptotische Entwicklungen. 319

noch (9a), so gilt nach dem schon Bewiesenen:
=X aA "+ 04",
v=0

wobei @, die durch die Rekursion (5) definierten Funktionen sind,
wenn man in dieser ¢ durch g ersetzt. In ky ist aber ¢ = @ also
auch a, =@, Daher gilt

=

0

TM:

a, A"’ +0(A™"Y) ink
0

Fir den Mittelpunkt s, von k, ist also (6) gewil bewiesen,
wenn wir
(35) v(sg) — D(sg) = O(A™1)
zeigen konnen. Zu diesem Zweck ziehen wir (84) von (2) ab:
L(v—70) + Mf(v)—f(0)) = A¢—F) in B,

-

v—0 =0 auf R.

Da nun nach Voraussetzung f gewil 2-mal stetig in (7) differen-
zierbar ist, und v und v in diesem Intervalle liegen, so ist die
Funktion ( f(0)—f(0)) | (v—0) gewiB einmal stetig nach v und v
differenzierbar; auBerdem ist sie wegen (8) = m. Da ferner » und v
stetige erste Ableitungen nach s haben, so gilt das Gleiche von
der Funktion

(o) —F(5)

=" 56
Aullerdem ist

(36) M= (s,2)=m >0,

worin M eine von A unabhiingige Konstante bedeutet, und
w = — v geniigt der linearen Randwertaufgabe

L(w) 4 1¢(5,4)w = A(p—9p) in B,
# w=0 auf R,

deren Losung unter Beachtung von ¢ =g in k, lautet:
w=— [ ®(s, 1, ))(p(t) — p(t))dt =
B

o(t) — 9(t)
e(t, )

Da p und ® nicht negativ sind, folgt hieraus wegen (9), (33)
und (36)

_ zf o(t1) ®(s, 1, )
?Zi—kn
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|lv—2]| = |w| <—2£(—,1)f o(t, 1) G(s, t, A)dt.
" B~y

Hieraus ergibt sich (85) und damit die Behauptung (6) auf
Grund des folgenden Hilfssatzes, den wir nebst seinem Zusatz
in § 2 beweisen werden:

Hiirssatz II. Ist o(s, 4) eine einmal stetig nach s differen-
zierbare der Ungleichung (86) geniigende Funktion und & die
zu L(w)+ Apw gehorige am Rande von B verschwindende
Greensche Funktion, ist ferner B’ ein Teilbereich von B und s,
ein innerer Punkt von %', so gilt fiir jede positive Zahl I

[ ot 2) ®(sg, £, )dt = 0(27).
B-B’

Zusarz. Ist L =4, so gilt fiir negative 1 geniigend groBen
Betrages

*

1p 1/ —dm
ng et 4) ®(se £, A)at < C"|A| * € 2
B9

worin C” eine von A unabhingige positive Konstante, p die
Dimensionszahl (1, 2 oder 8) des Bereiches ¥ und 7 die Minimal-
entfernung des im Innern des Bereiches 9B’ gelegenen Punktes
s, von dessen Rand ist.

Wir gehen nunmehr zum Beweis der Behauptung C iiber.
Die Existenz zweier Zahlen f;, y; von der behaupteten Eigen-
schaft folgt sofort aus A, wenn man beachtet, dal w =v — vy
der Randwertaufgabe L(w) +A{f(w+v)— f(y)} = — Af(y) in B,
w =0 auf R geniigt, wenn y die Losung von L(y) = 0 mit den
Randwerten h ist. Man hat nur neben f(0) = 0 zu beachten, da8
|1pl sein Maximum nicht im Innern von 8 annehmen kann und
daher jede Schranke fiir | k| eine Schranke fiir |y | ist. Ist weiter
sp derjenige innere von R um mindestens 6 > d entfernte Punkt
von B, fiir den der iibrige Teil von C bewiesen werden soll, so sei
k, die noch ganz im Innern von B liegende Kugel (Kreis, Inter-
vall) mit Mittelpunkt s, und Radius % mit d << <. Sei P eine
zweimal stetig differenzierbare am Rande verschwindende Funk-
tion, die in %k, mit g ibereinstimmt, und fiir die auBerdem
|y —P| =|y| gilt?). Da nun die Randwerte h nach Vor-

8) Die Konstruktion einer solchen Funktion kann wie auf S. [8], 317 f.geleistet
werden. DaB dabei auch |y —Tp.| < p erfiillt ist, folgt aus der in Anm. ?) bewiesenen
Ungleichung 0 < P(r) = 1.
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aussetzung im Definitionsbereich (7) von f liegen, so gilt das
Gleiche von y und daher auch von v — % und wir kénnen f(y—79p)
bilden. Ziehen wir nun L(y—%) +Af(y—y) von (2a) ab, so
erhalten wir wegen L(yp) =0

L(v+9—y) +A{f(v) — f(y—%)} = L(F) —Af(y—7p) in B,

v+ i; —p=0 auf R,
oder
(87) L(v+y—v)+2e(s, A)(v+9p—9)=L(p)—Af(y—yp) in B,
v+yP—yp=0 auf R,

wenn wir unter o(s, 1) diejenige Funktion verstehen, die aus
"i(”)—_(—f(-"i:—;”—) —f{y — + Bw+P—p)} [0 <8 <1] entsteht,

vy
wenn fiir v, v, p die betreffenden Funktionen von s und 2 einge-
setzt werden. Da hierbei das Argument von f’ in (7) liegt, so
erfiillt o nach (8) die Voraussetzung (36) fiir Hilfssatz II. Aus
(87) folgt nun

v+5—v=—[{LE) —1fp—P)} O(s, 1, ),
B

also, da in k, =y und daher auch L(p)=L(p)=0 ist,
insbesondere fiir s = s,

|v(s0)| = \ f {L@) —Af(p—9)} G(s, 1, 4) dt[ <
B—kn
IL@)| +14] [1\g§|f<v)|

m

f o(t, 1) O(sq, 1, 2) dt
B—ky

1A

Anwendung von Hilfssatz II bzw. unter Beachtung von
d <7 seines Zusatzes liefert die Behauptung C.

§ 2.
BewEers von Hivrssatz I. Es ist wegen F(0,s, ) =0
(38) F(u, s, 1) = o(s, 1) {u + w?F,(u, s, 1)},
wenn
VF

(_b;)u=o = 9(3’1):
(89) 2

2—1!0— 2—;; (Yu, s, A) = Fy(u, s, 4) (0<9 <)

21
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gesetzt ist. Ist wieder & die am Rande von B verschwindende
Greensche Funktion von L(u)+ Apu, so geniigt bekanntlich
jede stetige Lésung von (14) wegen (88) der Integralgleichung

(40) u(s) = —A4[ ®(s, 1, ) D, A)dt +
B
+4[ ot.2) ®(s, t, Aur(t) Fy(u(t), t, A)dt,
B

und umgekehrt ist jede einmal stetig differenzierbare Losung
von (40) eine Losung von (14). Setzen wir der Abkiirzung halber

— [ ®(s, 1, 2) D, A)dt —
B
(41)
}.J. o(t, 1) ®(s, 8, A)u2(t) Fy(u(t), t, 1)dt = U(u),
B
so lautet (40)
(42) u = u; + W(w).
W(u) ist definiert in
(48) —ad =Su=sd. ’
Um nun (42) durch sukzessive Approximationen zu lésen,
behaupten wir zunéchst, da wir Funktionen u,, u,, . . ., die alle
der Ungleichung (48) geniigen, durch die Rekursion
(44) e = uy + W(uyy) (k=2,8,...)

erhalten, wenn (16) erfiillt ist, wobei die in dieser Ungleichung
auftretende von A unabhéngige positive Zahl §’ folgendermaBen
bestimmt ist: auf Grund der iiber F gemachten Vorausset-
zungen ist F, in (12) beschrinkt. A sei eine obere Schranke
fir | F,|. Dann sei B eine der Ungleichung

1
45 0< B< —
(45) <B< ~

geniigende Zahl. Die beiden Wurzeln y' = (14-V1—4BA) /24
der Gleichung ?)

(46) Y =A4y*+ B ‘

sind dann positiv, und die kleinere von ihnen konvergiert mit
B gegen Null. Wir kénnen daher B so klein wihlen, daB3 auller
(45) auch ‘

?) Vgl. die in Anm. ¢) angegebene Stelle des Buches von Lichtenstein.
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(47) 0<y <o

gilt, wobei y’ wie auch stets im folgenden die kleinere der beiden
Wurzeln von (46) bezeichnet. Ist ferner A, eine obere Schranke
fiir den Betrag der zweiten Ableitung von F nach u, so kénnen
wir B so wiahlen, da3 auBerdem noch

‘A
(48) g—"122 <.
m
ist. B’ sei dann eine der Ungleichung
(49) 0<p' < Bm

geniigende Zahl.

Um nun unsere Behauptung beziiglich der u, zu beweisen,
beachten wir, da3 aus (41,) (80) im Verein mit (39), (18), (16)
und (49)

(50a) |u1|<1]\uﬁ£1}';<fn<3 (M(2) =Max|®|)
(50b) | W(u) | < Max | u?F,| < A Max u?

folgt, und daB3 es wegen (47) geniigt

(51) | ue | <v'

zu beweisen. Nun ist nach (50a) und (46)
|w| < B< B+ 4y =7,

so daB (51) richtig ist fiir £k = 1. Unter Annahme der Giiltigkeit
von (51) fiir kK — 1 erhalten wir nach (44) und (50a,b)

|| < |wy| + | W(uy_y)| < B+AMaxui_ ;<B4 Ay'2 =",
womit (51) allgemein bewiesen ist.

Um nunmehr zu zeigen, daB die Folge der w, gleichmiBig

in (11) konvergiert, bilden wir u;,; — u; und erhalten nach (44),
(41), (38) und (89)

152) Uy —wp= W(wy) —W(ug—y) =
=1 J ot, 1) (s, t, [ (1) Fo(uy(t), £, 2) —
— tt_y(8) Fa(w_y(t), 1, A)] dt =
=1 f (s, £, [ F(wlt), 1 A) — F(ag_(0), 1, A) —

—o(t, 2) (ur(t) — w4 (t))] dt =
AV
R LR e

(w* = wpog + I*(up—upy); 0<I* <),
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also wegen (39)
2F (u**, t, 4)
s — g =2 | B(5,1, 1) [e0) — ey (0] W (t) —— = dt
B

(u** = 9**y*; 0 < H*¥* < 1);
2
daher ist nach (80), da A4, eine obere Schranke fiir

5 ist, und
u

da wegen (51) wu*<<y' ist,

!’

2

[ Upsr — | < Max | w,— 4|,

also nach (48)

(58) Max |y — wye| < g Max |y, —wyy | < ¢** Max | up—u,|.
Hieraus folgt nach (44) und (50)

Max |,y — 4, | < @*~1Max | U(%,)| < A¢¥ *Max u? < AB%*¢*~L

Hiermit ist wegen 0 << ¢<<1 die gleichmiBige Konvergenz der
u;, bewiesen. Die Grenzfunktion u ist offenbar eine stetige Losung
von (40). Um zu zeigen, da3  auch Losung von (14) ist, geniigt
es, die stetige Differenzierbarkeit nach s des Faktors von & in (40)
zu erweisen. Aus (40) folgt zunéchst, daB3 u nach s differenzierbar-
ist. Daher ist auch

oF,u? =F —ou
nach s differenzierbar, wenn u(s) fiir das Argument u eingesetzt
wird. Da @ ebenfalls nach s differenzierbar ist, ist der Beweis
erbracht. Wegen (51) und (47) gilt fiir die gefundene Ld&sung
u die behauptete Ungleichung (15).

Nunmehr ist der Eindeutigkeitsbeweis zu erbringen. Sei @
eine stetige der Ungl. (15) geniigende Losung von (14). Es ist
% = u zu beweisen. % geniigt auch der Integralgleichung (42).
Auf Grund von (44) ist daher

u— uk = 11(11) - u(uk_l).
Aus dieser Gleichung folgt nun Max | —u,| < ¢¥-1 Max |4 —u, |
genau so, wie (58) aus (52) folgt. Also ist wegen |d —u| <
<|#| 4+ |u;| = 29" und 0< ¢<<1, wie behauptet, u= lim u; = .
k—>®
M(A =
B _ g

Bewels des ZusaTzEs zu HivLFssaTz I. Wir setzen F
ing

und betrachten die quadratische Gleichung
(54) 7=A472+B,
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deren Wurzeln wegen (50a) und (45) reell und positiv sind,

und behaupten |u;| < 7. Das ist nach (50a) richtig fiir k=1. Denn
|u, | <B< B4 472 =7.

Unter Annahme der Richtigkeit fiir £ — 1 folgt unter Benut-
zung von (50b)

|ug| = || + | W(uy—y) | = §+A Maxu§_1<§+A72:7,
Also ist in der Tat |u;| <<y und daher
(55) |u] =lim [u| <7.
k—>o

Fiir die kleinere der beiden Wurzeln von (54) gilt

-

- 1 = B
7=—(1—V1—4B4A)= ——2__  (0<d<1).
24 : V1—94B4
Wegen B < B folgt
B 1
0 <.' r—— ) M l R e—
r< \/1—4B4 ( )m\/1—4BA

Wegen (55) ist hiermit (17) mit C =1/ (mV1—4BA) be-
wiesen.

Beweis von Hiurssatz II. Ist U(s) die Losung der Rand-
wertaufgabe

0 in B’
(56) L(U) + Aols, ) U = { e e,
U=0 auf R,
so ist
(57) Us)=—2[ ot )6(s 1, 2)dt,
B —-B’

und es ist also U(sy) = O(A-!*1) zu beweisen. Wir vergleichen zu
diesem Zweck U(s) mit der Losung V(s) der Randwertaufgabe

0in B’
(58) LV) + zmvz{m n BB
V=0 auf R,
welche in der Form
(59) V(s)= — sz (s, t, ma)dt
B8-9B

geschrieben werden kann, wenn @(s, t, u) die am Rande von B
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verschwindende zu L (w) -+ uw gehorige Greensche Funktion
bedeutet. Subtraktion von (56) von (58) liefert

AU(p—m) in %’

Alm—p) (1—=U) in B—9B',
V—-U=0 auf R.

L(V—U) + Am(V—U) .—_{

Daraus folgt
V—U= ——}.J ‘@’5(8, t, ma) U(t){e(t, ) —m}dt

(60)
—Af &(s, t, ma) {m —o(t, )} {1 —U(t)} dt.
_w

Bei negativem A ist nun der erste Summand auf der rechten :
Seite von (60) nicht negativ, wie aus (36) und (57) im Verein
mit ® = 0 und folgt. Der zweite Summand ist aber o(A™") fir
s =8y. Denn nach (86), (57) und (30) ist (m—p)(1—U) gewil} .
beschrankt fiir A-—-—o0 und anderseits gilt nach A. E., 591,
Hilfssatz VII

¢

(61) [ ®(so t, maydt = 0((ma)~") = 0(27").
B -9 ‘ .

Daher folgt aus (60)
U(se) = V(so) + O(2'1).

Da aber nach (59) und (61) auch V(s)) = O(A~'*') ist, so
folgt unter Beriicksichtigung von U = 0, wie behauptet, das
Gleiche von U(s,).

BeEwErs des Zusatzes zu Hivrsatz II. Ist L= 4, so gilt,
wenn B p-dimensional (p =1, 2 oder 38) ist, fiir negative 4 von
geniigend groflem Betrage

—mA
V 10) ,

wenn s sowohl von £ als auch vom Rande R von B um mindestens
n entfernt ist. C’ ist eine von A unabhingige Konstante. Fiir den
Betrag des zweiten auf der rechten Seite von (60) stehenden
Summanden ergibt sich daher fiir s = s, unter Beriicksichtigung
von (86), (57) und (30) die obere Schranke

(62) | §(s, ¢, m1)|<C’|).|

1) A.E., 588, Hilfssatz VI mit & = 12'-
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— —ml

(63) |z| MC’ % . Inhalt von B

und, da der erste in (60) rechts stehende Summand bereits oben
als nicht negativ erkannt ist, folgt aus (60)

5+p —nl/—mA

Uls)) < V(so) + 4] * MC'e

Nach (62), (86) und (59) hat IV(SO)I ebenfalls die Schranke
(68), so dafl wegen U = 0 die Behauptung folgt.

(Eingegangen den 11. November 1935.)



