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Uber Differentialoperatoren, Minimalpolynome und
Differentialgleichungen

G. H. A. Grosheide F.Wzn.
Amsterdam

Wir definieren den Differentialoperator 4 als

4=3 g2
wobei die Koeffizienten a; willkiirliche Funktionen der n(=1)
Verinderlichen #;, 5, ..., 2, sind, und bilden Polynome von
der Gestalt

P(4) = (A—e)(Ad—g)™ ... (A—gy)™
(e F op fiir £ ks i,k =1,2,...,2).
Auch wo es nicht nachdriicklich gesagt wird, haben die Potenz-
exponenten («, f) nur ganze positive Werte, wihrend die auf-
tretenden Konstanten (o) willkiirlich gewihlt werden konnen.
Wir werden uns beschéftigen mit Funktionen und Produkten
von Funktionen der n Verdnderlichen, welche Differential-
gleichungen vom Typus P(4)(y) = 0 geniigen. Dabei beschréanken
wir uns auf algebraische Betrachtungen und setzen also voraus,
daBl es moglich ist, bei allen auftretenden Differentialgleichungen
eine Losung y = y(#y, @5, . . ., @,) anzugeben.

§ 1. Satz 1: Gibt es 2u einer gegebenen Funktion y ein Polynom
P in A von der Art, daf y der Differentialgleichung P(A)(y) =0
geniigt, so kann man i Funktionen y®, y®, ...,y finden mit
der Etigenschaft, daf

(1) y=yO 4y .. +y(l)
und
(2) (A—e)% (YD) =0 (@G=12...,2.

BeEweis: Wir nennen m den Grad von P; mit andern Worten

m=oy; + o+ ...+ o.
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Es ist jetzt moglich '), 2 Polynome (m — 1)-ten Grades PW,
P2 .. PWYin A zu bilden, die folgenden drei Anforderungen

geniigen:
(3) Py L p@ 4 PA =,
o . P
4 P ist teilbar durch ———— (E=1,2...,4),
“ (Ao
(5) p® —1 ist teilbar durch (4—g,)% (=1,2...,2).

Wegen (8) ist sofort die Bedingung (1) erfiillt fiir die Funktionen
(6) y(i’:P(“(A)(y) E=1,2,...,4),

wihrend aus P(4)(y) = 0 und (4) sich die Eigenschaft (2) ergibt.

Sobald eine Funktion y Loésung ist von einer Differential-
gleichung P(A4)(y) = 0, geniigt sie unendlich vielen. Unter denen
befindet sich eine mit kleinster Ordnung, deren zugefiigtes
Polynom P(A4), das sogenannte ,,Minimalpolynom von y’’, ein
Teiler jedes anderen der von y bestimmten Polynome ist 2). Falls
P(A) das Minimalpolynom von y ist, haben die durch (6) einge-
fiihrten Funktionen ¥ als Minimalpolynome (4 —g;)*. Denn
der eben zitierte Satz gibt zusammen mit (2) als Gestalt der
gesuchten Ausdriicke

(A—Qi)ﬂ‘ (ﬁiéai; ”::15 29-'" l),
aber 8; < a; fallt weg, weil dann aus
(A—0:)Pi(y®) = (A—e,)PPO(A)(y) =0

folgen wiirde, daB P durch (A4 —g;)%P: teilbar war, wihrend (5)
die Unmoglichkeit davon zeigt.

§ 2. Wir beweisen zuerst eine Erweiterung der Formel von
Leibniz fiir die n-te Ableitung eines Produktes.

Hivrssatz 1: Sind y, und y, willkiirliche Funktionen der Ver-
dnderlichen zy, @, . . ., x,, und o, und g, zwet willkiirliche Kon-
stante, so gilt fir jeden ganzen positiven Wert von n die Formel

(A—01—0)"(%1%2) = Y1+ (4 — 0:)"(42) + Y2+ (A —01)"(¥1) +
+Z (D)A—ei ) (A—e)

1) G. Frosenius, Uber vertauschbare Matrizen [Sitzungsber. Akad. Berlin
1896,, 608—609, § 3]. J. WerLsTEIN, Uber die Frobeniusschen Kovarianten
einer Bilinearform [Archiv f. Math. und Phys. (3) 5 (1901), 232—233, § 3].

2) Vgl. R. WEITZENBOCK, Uber die Invarianten von linearen Gruppen [Acta
math. 58 (1932), 248—250, § 6].
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BeEwess: Fiir n = 2 ist der Satz leicht direkt zu beweisen; die
Giiltigkeit fiir n = folgt aus der Richtigkeit fiir n =1 — 1.

Hivrssatz 2: Erfillen die Funktionen y, und y, die Bedin-
gungen

(A—0x)™(ys) =0 (k=1,2),
so geniigt das Produkt z = y,y, der Differentialgleichung
(A—e,—0) " () =0.
Beweis: Nach Hilfssatz 1 ist

(A—01—0,)1 " (=) =
=Y (A_Oz)oc 1h% _1(?12) + Y- (A— —0,)" e _l(yl) +

(11+ Xy —

+ X (“1+:‘2—1)<A—al>i<yl)-(A—@)“l*“ﬂ'-l(yz).

i=1
Wegen der zwei gegebenen Bedingungen ist fiir o, <j<o; 4o —1
(A—e;Y ()= 0 und fiir 0 <j = o, — 1 oder

L=y to—f—1sgy+o—1 (4— —gg) T ](?/2):0-

Demnach verschwinden alle Glieder der rechten Seite und ist
also auch die linke Seite = 0.

Hivrssarz 3: Erfillen die Funktionen yy,y,,...,Y, die Be-
dingungen

(A_Qk)“k(yk) =0 (k=1,2,...,v),
so geniigt das Produkt z = yyy, . ..y, der Differentialgleichung
(A — 01— 0n + - Q,,)“l+aa+ . +a,,—v+1(z) = 0.

Bewers: Hilfssatz 2 zeigt sofort, daB3 der Satz fiir v = 2 richtig
ist. Nehmen wir jetzt an, er sei bewiesen fiir » =y — 1 und er-
setzen wir y;y, ...y, _, durch 2, so gilt

(A—Ql—92+. . _QM?I)(X1+¢2+. . -+a'u_l—/.l,+2(zl) =0

und folgt aus wiederholter Anwendung des vorigen Hilfssatzes
auf das Produkt der zwei Faktoren y, und z; das erwiinschte
Resultat fiir v = pu.

Hivrssatz 4: Das Produkt z der Funktionen y, und y, mit den
Minimalpolynomen (A —p,)** und (A—pg,)* hat zum Minimal-
polynom

(A—p —pp)1 %
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Beweis: Da nach Hi]fssatz 2 g eine Losung der Differential-

gleichung (4 —p;—p,) "% (z) = 0 ist, ist das gesuchte Poly-

nom von der Gestalt
(A—o—0)f (B=wtan—1.

Nun ist f << o+, — 1 ausgeschlossen, weil dann gelten wiirde

(A—g—0) 177 (z) =
=Y (A “‘92)a1+%_2(?/2) + Y- (4 *91)a‘+a2_2(?/1) +

a+oc

1 -2 —k—
+ 2 () (A ) (e ) = 0
oder in Zusammenhang mit den gemachten Voraussetzungen

(4T (A0 (0n) - (A—ea)™ () = 0.

Dieses ist aber absurd, weil aus der Tatsache, dal y, und y,
(A—o;)* und (4—pg;)** zu Minimalpolynomen haben, hervor-
geht, daB keiner der Faktoren des letzten Produktes = 0 ist.

Satz 2: Das Produkt z der Funktionen yy, Y, . . ., y, mit den
Minimalpolynomen (A—o;)™, (A—0)*% ..., (A—g,)™ hat zum
Minimalpolynom

(A—o1—0+...—0)

BewEels: Der Satz ist richtig fiir v = 2; wir setzen jetzt vor-
aus, er sei bewiesen fiir v = y — 1. Dann wissen wir, da3 das
Minimalpolynom des Produktes 1% .. .4, ,

(A—QI-Q2+ e — Q,u~1)al+a2+"'+a,u—1‘"l‘+2

ist, und danach 1aBt Hilfssatz 4 sofort die Richtigkeit fiir v = pu
sehen.

ooty =YL

§ 3. Hat die Funktion y, zum Minimalpolynom P,
P, = (4 “le)akl(A _ka)akz ...(4 _lek)a“k
(0r1 # Oxm fUT LEm; Lm =1,2,..., A),
so ist sie nach § 1 zu schreiben als Summe der 1, Funktionen
yb, y2, . ,yg") mit den Minimalpolynomen
(A =)™, (A—es)*, ..., (A—gsy,)"h

Das Produkt der » Funktionen y,, %, ..., y, mit den Minimal-
polynomen P;, P,,..., P, ist also gleich einer Summe von
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Produkten und von der Gestalt

’2'1 )'2 ;-v
2_: EE .. 23 yiil)ygiz) ... yf}iy).
ll—-l 1271 11,#1

Ein willkiirliches Glied von z=1,y,...y, hat nach § 2 zum
Minimalpolynom

(7) (4 — 01, — O, +4+...— Qviv)alil+a2i2+"'+°"’iv_v+1,
so daf3 wir schon schlieBen konnen

I (4)(z) =
f=At=As s ty=1yp

017 +Ogi Fo..toyy —vHL
(A—e1,— 025 +---—0y;) o iy (z) =o0.

G=1L1%,=1 ... 0,=1

Das Minimalpolynom von z soll folglich gleich II (4) oder
gleich einem Teiler von II (4) sein. Existieren eine oder mehrere
Relationen von der Gestalt a +

(8) 0wy, + 0oy et = 0uy Oyt 0, ==
=0y oty T 0, =T

so reicht es hin, wenn im Minimalpolynom der Faktor (4 —z)f~7*1
auftritt, worin g die grof3te Zahl ist aus der Reihe

(9) o(lz'l,l—l_ o(2"2,1—}_ T +a”"v,1; “”1,2_‘_ a‘”z,z—i_ et Hyiy, g5 =0 03
A e e y

Wir geben durch I1* an, was von II iibrig bleibt, nachdem alle

Faktoren die wegen der Existenz von Relationen vom Typus (8)

unnétig waren, daraus entfernt sind. Falls in allen Reihen von

der Gestalt von (9) der gré8te Wert nur einmal angenommen

wird, so wird II1* das Minimalpolynom von z sein. Ist z(1

das dem groBten Werte aus (9) entsprechende Glied, so ist ja
IT* IT*

= (3)

d—m) = =g E #O

da alle ibrigen Glieder von z verschwinden. Wird aber der
grofite Wert B auch angenommen durch die Zahlen aus (9), die

herrithren von den Gliedern z®, 2z, ..., 29 der Summe, die
z darstellt, so gilt
H* *k \
(z) _ 11 (2(1) + 2@ L+ z(b)) (6 > 1),

(4—7) (4 —)



378 G. H. A. Grosheide F.Wzn. [6]

und da die rechte Seite hiervon sehr gut = 0 sein kann, ist in
diesem Falle ein Minimalpolynom kleineren Grades als I1* keines-
wegs ausgeschlossen.

§ 4. Von jetzt an betrachten wir nicht mehr gegebene Funk-
tionen, die Differentialgleichungen bestimmen, denen sie geniigen,
sondern wir gehen aus von den » Differentialgleichungen

(10) PuA)y) =0  (k=1,2,...,%)

und fragen nach der Differentialgleichung kleinster Ordnung, die
als Polynom in 4 mit konstanten Koeffizienten zu schreiben ist,
und die durch jedes Produkt von der Gestalt

B=Yile- - - Yy

(worin y, fir k=1,2, ..., » eine willkiirliche Lésung der ent-
sprechenden Gleichung (10) darstellt) befriedigt wird.

Da laut § 1 das Minimalpolynom einer willkiirlichen Lésung
y, ein Teiler von P, (A4) ist, wird das Minimalpolynom jedes
Produktes z ein Teiler des nach den Regeln von § 8 aus P,

p,, ..., P, abzuleitenden Polynom II*(A4) sein. Jedes Produkt
wird also der Differentialgleichung

(11) II*4)z)=0

genitigen.

Entsprechend der Tatsache, dal wir uns auf algebraische
Betrachtungen beschrinken wollten, gebrauchen wir jetzt ohne
weiteres den iibrigens leicht zu beweisenden Satz, daB jede Glei-
chung P(4)(y) = 0 mindestens eine Losung y besitzt, die P(4)
zum Minimalpolynom hat. Wir schlieBen daraus, daBl (11) die
Gleichung kleinster Ordnung ist, der jedes Produkt z geniigt,
weil wir als y; auch eine Funktion wéihlen koénnen mit dem

Minimalpolynom (A4 —@kik)a“" und mithin die Produkte
yiil)ygiz) - yl()iv) (Ge=1,2 .. A k=1,2,...,9),

von welchen (7) uns die Minimalpolynome gab, der gesuchten
Gleichung geniigen miissen. Das entsprechende Polynom in 4
wird alle Faktoren (7) enthalten miissen und also II*(A4) sein.
Damit ist gezeigt, dall (11) allen Anforderungen gentigt.

Fir n =1 und a, = konstant geht P(4)(y) =0 iber in

d % d &y d oz o
(%“91) (%—92) ---(%*Ql) (y) =
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was eine gewohnliche lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten und ohne rechte Seite ist. Ihre allgemeine Losung
ist die Summe der allgemeinen Losungen

Yy = e (el 4 cfla* T L D)

der Gleichungen
d %;
(H—e) @w=0 @-r2n
dx

und da die Funktionen y‘ bzw. zu Minimalpolynomen haben
%
((;i—gi) (6=1,2,...4), ist ihr Minimalpolynom P(A).
x

Das soeben Gefundene lautet tibertragen auf diesen speziellen
Fall:

Ist y, die allgemeine Loésung der gewohnlichen Differential-
gleichung

/ d k1 / d 7] d %EA, o
(J;? - le) (cfc - ka) s ((E - lek) (y) =

fir k=1,2,...,» so ist die gewGhnliche lineare Differential-
gleichung kleinster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
ohne rechte Seite, die erfillt wird durch 3=y, y,...y,, die
Gleichung

iy=Ay tg=Asi ...s =2y d °‘1i1+°‘2i2+~ . .+O(1n'v —v+1
i (@_91i1~92i2+- e gm-v) (z)=0.
=Li,=1...50 =1

(Eingegangen den 10. September 1934. Abgeindert eingegangen den
22. Dezember 1934.)



