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Zuriickfithrung des Entscheidungsproblems auf
den Fall von Formeln mit einer einzigen, binéren,
Funktionsvariablen

von

Léaszl6 Kalmar
Szeged

In Verschirfung eines Loéwenheimschen Satzes!) hat Her-
brand 2) bewiesen, dafl man sich beim Entscheidungsproblem 3)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf solche Formeln ¢)
beschrianken kann, die drei bindre (und keine sonstigen ) Funktions-
variable enthalten; oder aber auf solche Formeln, die eine einzige,
und zwar ferndre, Funktionsvariable enthalten.

An dem internationalen MathematikerkongreB zu Ziirich
(1982) habe ich die folgenden beiden Verscharfungen dieser Her-
brandschen Satze bewiesen:

1. Das Entscheidungsproblem 1ift sich auf die Frage der
Erfillbarkeit von Formeln mit einer einzigen, terndren, Funktions-
variablen und mit einem Prdfixz®) der Form

(1) (Bz,)(Bay) - . . (Bay,) (1) (y2) (B2) () (1z) - - - (w)

urickfithren.
II. Das Entscheidungsproblem lifit sich auf die Frage der Er-

1) L. Léwenuem, Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil [Math. Annalen 76
(1915), 447—470], insb. § 4. Fiir einen einfachen Beweis vgl. meine Arbeit: Uber
einen LOowenheimschen Satz [Acta Szeged 7 (1934/35), 112—121].

2) J. HErBRAND, Sur le probléeme fondamental de la logique mathématique
[Sprawozdania z posiedzen Towarz. Nauk. Warszawskiego (Wydzial I111)24 (1931),
12—56], insb. 39—41.

3) Unter ,,Entscheidungsproblem” wird durchwegs das Entscheidungsproblem
des engeren logischen Funktionenkalkiils (Priadikatenkalkiils) verstanden. S. z.B.
D. HiLBerT & P. BeErNAYs, Grundlagen der Mathematik I [Berlin, 1934], 130.

4) Mit ,,Formel” wird durchwegs Formel des engeren Funktionenkalkiils ohne
freie Variable (Zahlausdruck in der Terminologie Lowenheims) gemeint.

%) Unter dem Prifix einer prinexen Formel (vgl. a. a. O. 3), 141) versteht
man die Folge der darin figurierenden Quantoren. Falls ich bei einer Formel von
Prifix spreche, so meine ich stillschweigend eine prinexe Formel.
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fiillbarkeit von Formeln mit einer einzigen, bindren, Funlktions-
variablen und mit einem Prdfixz der Form

(2)  (Bxy)(Bay). . . (B2, ) (Y1) (a) (Bay ) (Bz) (1) (us) - - - (w)

guriickfithren.

Der Auszug meines Vortrags ¢) enthélt eine Skizze des Beweises
von I; bei II hatte ich mich auf Andeutungen beschrinkt, und
ich hatte den Absicht, den Beweis anderswo zu publizieren. Diese
Publikation habe ich aber verzégert, da ich vermutete, daf}
man auch in II das Prafix (1) erreichen kann. Hier werde ich
nun zeigen, dafl dies in der Tat zutrifft, ich werde also die folgende
gemeinsame Verschiarfung von I und II beweisen:

II1. Zu jeder Formel U kann man eine gleichwertige”) Formel
B mit einer einzigen, bindren, Funktionsvariablen und mit einem
Prdfiz von der Form (1) konstruieren 8).

In methodischer Hinsicht stelle ich mich auf den mengen-
theoretischen Standpunkt ?); ich bemerke aber, daB der Beweis,
unter Anwendung der Herbrandschen Methoden 1°), sich leicht
in einen finiten Beweis umformen liBt.

%) L. KALMAR, Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik [Ver-
handlungen des Internationalen Mathematiker-Kongresses Ziirich, 1932, 2, 337—
338].

7) Zwei Formeln heiBlen gleichwertig, falls entweder beide erfiillbar, oder beide
unerfiillbar sind.

8) Kurz vor Einreichung vorliegender Arbeit bei der Redaktion erfuhr ich
aus der Arbeit: W. AcCKERMANN, Beitrige zum Entscheidungsproblem der ma-
thematischen Logik [Math. Annalen 112 (1936), 419—432], daB man sogar zu
jeder Formel U eine gleichwertige Formel B mit einem Prifix der Form

(Ex) (y) (Ez) (4;) (4g) - - - ()

konstruieren kann. Dieser schéne Ackermannsche Satz bedeutet, hinsichtlich des
Priifixes, eine wesentliche Verschiarfung meiner diesbeziiglichen Ergebnisse, nicht
aber hinsichtlich der Anzahl und Stellenzahl der Funktionsvariablen. In der Tat
erfordert die Ackermannsche Konstruktion von B, falls % ein Prifix der Form (1)
besitzt, die Vermehrung der Anzahl der in 9 figurierenden Funktionsvariablen
um drei: es kommen nimlich eine binédre und zwei ternire Hilfsfunktionen hinzu
(die in einem gewissen Sinne den arithmetischen Beziehungeny =z + 1,2 =24y
und 2 = z .y entsprechen). Zwar siecht man unmittelbar ein, dal man auch mit
einer bindren und einer terniren (den Beziehungen y = x? bzw. 2 = 2 + y ent-
sprechenden) Hilfsfunktionen auskommen konnte; eine weitere Reduktion scheint
mir aber nicht moglich zu sein.

) Vgl a. a. 0.3), 125.

10)  Vgl. a.a. 0. ?), 3¢—39, ferner J. HERBrRAND, Recherches sur la théorie de
la démonstration [Prace Towarz. Nauk. Warszawskiego (Wydzial IIT), Nr. 33
(1930)], insb. Chap. 5, p. 85—128. Fiir eine beweistheoretische Wendung der
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1. Wie ich bereits bewiesen habe '), darf man ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl die Formel %A
bereits ein Prifix von der Form (1) besitzt 12) und keine anderen
als binédre ¥) Funktionsvariable enthilt. Es sei also 1)

A= (Ewp);.n(wm-i-l)(wm+2)(Emm+3)(wv)Z+4 £,

wobei ® sich aus bindren Funktionsvariablen F,, F,,..., F,
und aus den Individuenvariablen #,, ,, ..., #, mit Hilfe von
Einsetzungen (von Individuenvariablen in den Leerstellen der
Funktionsvariablen) und Operationen des Aussagenkalkiils zu-
sammensetzt, also die Form

&= S[Fl(m/u wv)]
A=12,..., 5 uv=12,...,m)

besitzt, wobei & eine Wahrheitsfunktion von %% Argumenten
ist, von denen der Kiirze halber nur ein (das ,,allgemeine’)
Argument ausgeschrieben wird.

Ich gebe nun die Konstruktion der Formel 8B an. Zu diesem
Zweck wihle ich eine binidre Funktionsvariable G, ferner |42 -4-n2,
von &, &, ..., &, und von einander verschiedene Individuen-
variable ¥y, Yo, « « -5 Y5 U, V5 2415 Ryas - - -5 By UNd definiere 15)

Methode der Paarbildung ohne Anwendung des tiefen Herbrandschen Fundamen-
talsatzes (a. a. O.19), 112—113) vgl. meine Arbeit a. a. O. 1), 116—118.

1) L. I(ALMA,R, Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem [Acta Szeged 5 (1930/32),
222—236]. Vgl. auch FuBlnote ®) meiner Arbeit, a. a. O.1), 113.

12) Ich nehme an, es sei m = 0; sonst hétte man ein Seinszeichen mit einer in
A nicht vorkommenden Variablen voranzustellen, was, falls (wie hier stillschwei-
gend) der leere Individuenbereich ausgeschlossen wird, zuldssig ist.

13) Die etwaigen einstelligen Funktionsvariablen darf man offenbar durch
binére ersetzen, indem man etwa F(xz, z) statt F(x) einsetzt.

n

14) (Emﬂ);” steht fiir (Ex,)(Ex,) . . . (Ez,,), (ar:.,)mM fir (Xp.q)(@pmyes) - - - (@,) zur
Abkiirzung; desgleichen weiter unten mit anderen ,,Indexgrenzen” und auch

mit Doppelindices; z.B. steht (zu» ):‘”1" statt (2;)(252) - « + (21a)(Za1)(Ba2) « -« (Zgn) - - -
(znl) (znz) M (zmn)'

15) Durch das Summenzeichen wird die Konjunktion der entsprechenden
Glieder angedeutet. Zur Ersparung von Klammern soll festgesetzt werden, daB
—> stérker trennt als &; z.B. bedeutet also G (u, u) &G (v, V)—>G(U, Ty, 3) &G (L4 3,0)
dasselbe wie (G(u, u) & G(v, v)) —> (G(u, Zis) & G(Tp,s v)). — Man koénnte
offenbar das Glied » = m + 8 der zweiten ,.Summe” weglassen; dadurch wiirde
aber die Schreibweise komplizierter. Das Gleiche gilt auch fiir die ,,Verein-
fachung”, die darin besteht, da man das Glied u =m + 1, » =m + 2 der
dritten Summe weglalt, 2.1, mea D Q[G(yz s z'uv)] durch u ersetzt und auch in (4)
das Allzeichen (2,1, m42) streicht; vgl. Fuinoten #) und 9).
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= E(yl’ y) & EIG(m,u,’ m‘u) &
/‘:

& (G(u, u) & G(v,v) = G(U, @y, 45) & G(T 43, 0)) &
(3) & ((_;('I), 'U) - G(wm+3s mm+3)) &

&|G0,0)& L G(@) @) & G(Tpip, u) & G(U, Bppys) &

v=m+1

& B (Gl ) &Gz 2,)) »S[G(yl,zﬂv)])

B v=1 :
und

(4) B = (E2,)7 (Byp)1 () (0) (Bs) (@) (@se) (2) moss (Bun) 11 R

B ist offenbar eine Formel von der verlangten Gestalt; ich
zeige, daB3 sie mit 9 gleichwertig ist.

2. Es sei die Formel U erfillbar und zwar im Individuen-
bereich § durch die Wahl F, =@, Fy=®,,..., F;=®; von
in § definierten logischen Funktionen erfiillt. Es gibt also m
Elemente a,, a,, . . ., a, von §, ferner eine in § definierte binére
mathematische Funktion %) ¢(a, b), so daB fiir beliebige a,,,,,
Amt2s Cpigs Bty + o +5 Op€ '\c} und fir Uiz = (P(a’m+19 am+2)

(5) ,ﬁ[(bl(aﬂ, av)]
wahr ausfillt.

Ich betrachte nun §' =32 + {@,, Dy, ..., P} als neuen In-
dividuenbereich, wobei (2 die Menge der geordneten Paare
(a’ya") mit a’, a’’eJ bezeichnet 7). Ich definiere die binére
logische Funktion ¥(a,b) in &' wie folgt. Ist a, be 3% also
a=(a',a"”), b= (b,b"), a’,a",b',b"e3J, so sei ¥(a,b) dann
und nur dann wahr, falls ¢’ =a'' =b' oder &'’ =b"=0b". Ist
a=®; (A=1,2,..., oderl), beJ? also b= (b',b"), b’, b e,
so sei ¥(a, b) mit @,(b’,b") gleichwertig. In allen iibrigen Féllen
(d.h. falls b kein Element von 32 ist) sei ¥(a, b) falsch.

Aus der Definition gewinnt man unmittelbar folgende Eigen-
schaften der Funktion ¥Y(a, b):

A. Y(a, a)ist dann und nur dann wahr, falls a ein ,,Diagonal-
paar” ist, d.h. falls a = (a’, a'), a’€ .

B. Ist Y(a,a) & ¥(b, b) wahr, ist also a = (a’, a’), b = (b’, b’),
a', b e, so ist ¥(a, c) & ¥(c, b) dann und nur dann wahr, falls
c=(a,b").

16) D. h. eine Funktion, deren Argumente die Menge  durchlaufen, und deren
Werte ebenfalls {§ angehoren.

17) 32 und {P,, Dy, ..., D} sind natiirlich fremde Mengen.
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Ferner definiere ich eine bindre mathematische Funktion
y(a, b) in § wie folgt. Sind a, b Diagonalpaare, also a = (a’, a’),
b= (b',b"),a,b'el, so sei y(a, b) das Paar (a’, b'). Ist ael?,
also a=(a’,a"),a’,a"’«¢J, und b kein Diagonalpaar (also
b=®;,, A=1,2,..., oder I, oder aber b= (b',b"), b’, b,
b’ #1b"), so sei y(a, b) das Diagonalpaar (¢(a’, a”), ¢(a’, a”')).
Ist endlich a =®; (1=1,2,..., oderl), b beliebig, oder aeJ?
aber kein Diagonalpaar und b ein Diagonalpaar, so sei y(a, b) =
(al’ a’l)'

Aus A, B und der Definition von y(a, b) folgt unmittelbar
fiir beliebige ¢, deJ

(6) Y(c, ¢) & P(d, d) - P(c, p(c, d)) & P(y(c, d), d)
und
(7) Y(d, d)—>P(y(c, d), v(c, d)).

Es Dbezeichne b”, fir u=1,2,..., m, das Diagonalpaar
(ay, @,). Dann gilt wegen A

m
(8) 2¥b,,b,).
w
u=1
Es seien ferner ¢, d, b,,115 b.pi00 Oppias Dipiss + o5 Ops €115 €125 = - 5 €1y
€315 €azs -+ 5 Cops = + +5 Cn1s €pas + - +» €y Deliebige solche Elemente
von &', fiir welche,

9) bz = y(c, d)
gesetzt, 18)

(10) ¥(d,d) & X W(b,, b)) & P(bpir, ¢) & P(c, buig) &
v=m+1
n
& 2 (Vb eu) & P(eun b))
nv=1

giiltig ist. Dann gibt es wegen A n — m Elemente a,,.415 @m+25 +++>
von , so dal3
(11) b, = (a, a,)
fir y=m-4+1, m+2, ..., n, also fiir v=1,2,...,n. Wegen
B folgt hieraus

(12) ¢ = (Ami1> Gms2)
und, ¥®) fir u,»=1,2,...,n,
(18) ewy = (ay, a,).

18) Das Glied ¥ (bmi3s bpss) der zweiten Summe ist wegen (7) und (9) iiber-
fliissig; es wurde blo8 zur Vereinfachung der Schreibweise beibehalten.
1) Also ist emy1, mez = C-



142 Laszl6 Kalmar. [6]

Da nun d wegen A kein Diagonalpaar ist, so folgt aus (9)
und (12) gemif3 der Definition von o

bmis = (‘P(“mﬂ’ Amia)s P(Cmars a’m+2))’

also wegen (11) (v =m+38)

Amis = P(Cmi1> Cmys)s
woraus sich wegen (5), (18) und Definition von ¥
Q[T(dj}g e,uv)]
ergibt. Also ist, falls (9) besteht,

(14) T, d) & 5 P(byb,) & P(bmen ) & P(e, bpss) &

y=m+1l

& % (P(bus ) & Pley,, b,)) — S[P(Py, ey)]
u, v=1

fiir beliebige Elemente ¢, d, b1, bpnies Omiss Dypass -+ os bn»
€115 - - -5 €y, von ' wahr (offenbar auch fiir solche, fiir welche (10)
falsch ausfallt).

Da noch wegen A

(P, D))
gilt, so folgt aus (8), (6), (7) und (14), mit (3) und (4) verglichen,
daB3 die Formel B erfiillbar, ndmlich im Individuenbereich J’
durch die Wahl G =¥ erfiillt ist.

3. Ich habe also nur noch zu zeigen, dafl auch umgekehrt
aus der Erfiullbarkeit von 8B die von U folgt. Es sei also B er-
fullbar und zwar in einem Individuenbereich § durch die Wahl
G=Y, wo ¥ eine in § definierte bindre logische Funktion ist,
erfilllt. Dann gibt es m + I Elemente a,, ay, . . ., @ f1s for - - «5 [1

von J, ferner eine in § definierte mathematische Funktion
v(a, b), so daB3

(15) ? (fu fr),
m

(16) pX Y(a,, a,),

u=1
ferner, fiir beliebige ¢, deJ, (6) und (7), endlich, fiir beliebige
€ dy Qs Bpins Bmigs Goiss - - Qps €115 €135 - =+ €1y €g15 €opy -« o o
€ans « v o> Cpis Cros o v os Cpn€,
(17) iz = y(c, d)

gesetzt,
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(18) F(d,d) & S P(ay, a,) & P(ay. ¢) & (e, apug) &

y=m+1
SZ’§=1(T(0'W ew,) & T(e/w’ a,)) = BLP(fy e,uv)]
giiltig sind.

Es bezeichne nun ' die Menge derjenigen Elemente a von
§, fir die ¥Y(a, a) wahr ist. Wegen (16) gehoren ay, a,, ..., a,,
zu . Es seien a@,41, Gpizs Gmis> Gpiss - - -» 4, beliebige weitere
Elemente von §,

(19) ¢ = P(@pi1y Ums2)s
(20) d=h

und @, durch (17) definiert. Wegen (15) und (7) ist dann
¥Y(@43> Gmsg) wahr, d. h. auch a,,,5 gehort zu §’ und es gilt auch

(21) 2 Y(a,, a,).
y=m+1

Setzt man ferner Cuy = w(a’u, a,) fur u,v=1, 2,...,n, so gilt
wegen (6)
(22) Z (Play e) & Pleys a)),

Qv=1
also insbesondere, da wegen (19) ¢ = e€,41, m+2>
(28) Y (@pi1s €) & P(Cy Qppig)-

Aus (20), (15), (21), (28), (22) und (18) folgt aber, daB auch
S[qj(fl’ e,lw):l = S[T(fl’ "p(a’,u’ a, ))]

wahr ist. Dies bedeutet aber, da a,.; wegen (17), (19), (20)
nur von @, und a,,,, abhiingt, von @, @pys, - - -» @y, aber un-
abhingig ist, daB die Formel % im Individuenbereich {' durch
die Wahl

F;(a, b) =Y(f;, v(a, b)) A=12,...,0

erfiillt wird. Hiermit ist bewiesen, da3 % und % in der Tat gleich-
wertig sind.

4. Aus dem Vorangehenden ergibt sich, daB die Formeln
A und B auch in dem Sinne gleichwertig sind, da} sie entweder
beide im Endlichen erfiillbar sind, oder beide nicht. Bedeuten
ferner my und my die minimale Kardinalzahl derjenigen In-

dividuenbereiche, in denen % bzw. B erfiillbar ist, so folgt aus dem
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Vorangehenden
2
My = Mg < my + L.

Zufolge dieser Ungleichung 1aBt sich my, falls my bekannt ist,
in endlich vielen Schritten bestimmen.

(Eingegangen den 22. Mai 1936.)



