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Entwicklungen von Räumen und ihren Gruppen
von

Hans Freudenthal

Amsterdam

Eine Folge topologischer Râume Rn, deren jeder (n &#x3E; 2) in
den vorangehenden eindeutig stetig abgebildet ist, definiert einen
Limesraum R, den Rn-adischen Limes der Folge. Eine Folge
topologischer Râume Rn, deren jeder in den folgenden eindeutig
stetig abgebildet ist, definiert einen Limesraum R, den Rn-alen
Limes der Folge.

Sind die Rn topologische Gruppen und die Abbildungen
stetige Homorphismen, so wird auch der Limesraum eine topo-
logische Gruppe, der Gn-adische bzw. Gn-ale Limes der Folge.

Diese Begriffe sind - bis auf den Rn-alen Limes und teilweise
auch den Gn-alen Limes - nicht neu:

P. Alexandroffs Spektralentwicklung kompakter Räume 1 )
âhnelt sehr der Erzeugung von Râumen als Rn-adische Limites;
sie ist aber ganz darauf zugeschnitten, kompakte Râume in

Polyederfolgen zu entwickeln; obendrein definieren in der Spek-
traltheorie nicht die Punktbildfolgen, sondern erst gewisse ("maxi-
male") Simplexbildfolgen Punkte des Limesraumes.
Dagegen hat S. Lefschetz die Rn-adische Entwicklung kom-

pakter Râume in Folgen kompakter Râume in voller Allgemein-
heit definiert 2 ).
Unabhângig davon und unabhângig voneinander haben P.

Alexandroff 3) und Verf. 4) etwa gleichzeitig die Rn-adische Ent-
wicklung topologischer Râume von Neuem entdeckt.

Die G.-adische Entwicklung topologischer Gruppen (d.h. Er-
zeugung als Limites G,,-adischer Folgen) geht für den Fall end-

1) Annals of Math. (2) 30 (1929), 101-187.

2) Annals of Math. (2) 32 (1931), 522-538, § 31.
3) C. R. 200 (1935), 1708-1709.
4) Proceedings Amsterdam 38 (1935), 414--418. Man beachte die Ânderung

der Bezeichnungen: statt in-Rn-adisch sagen wir jetzt Rn-adisch, statt Rn-adisch
auf-Rn-adisch.
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licher (diskreter) G. auf L. E. J. Brouwer 5) zurück, der als erster
nichttriviale nicht-Liesche topologische Gruppen (eben als Gn-
adische Limites endlicher Gruppen) definiert hat.
Ohne Kenntnis der Brouwerschen Note hat D. van Dantzig 6)

ein Verfahren zur Erzeugung topologischer Gruppen, Bn-adisch
genannt, ausgebildet, dem die G,,-adische Erzeugung sehr âhnlich
sieht 7). Die Bezeichnung ,,Bn-adisch" hat van Dantzig nach dem
Vorbild "p-adisch" geprägt. Ich habe meine Bezeichnung von
van Dantzig übernommen; es sei aber bemerkt, dal3 sich die

Begriffe ll3n-adisch und G.-adisch nicht decken; trotzdem dürfte
zu Verwirrung kein Anlaß vorliegen. - SchlieBlich habe ich die
Bezeichnung "Rn-adisch" wieder nach dem Muster "Gn-adisch"
gebildet.

G.-adische Folgen diskreter Gn (inverse Homomorphismen-
folgen) hat auch L. Pontrjagin 8 ) angewendet, ohne jedoch die
Limites dieser Folgen einzuführen; spàter 9) treten bei ihm auch
G.-adische Folgen Liescher G. mitsamt ihren Limesgruppen auf.
Das erste nichttriviale Beispiel solcher Limites Liescher Gruppen
sind die van Dantzigschen Solenoide 1° ). Verf. hat G.-adische
Folgen ebenfalls mehrfach verwandt Il).

G.-ale Folgen und ihre Limites treten (für diskrete Gn ) zuerst
bei L. Pontrjagin 8) auf (direkte Homomorphismenfolgen). Von
der Theorie, die den Gegenstand dieser Arbeit bildet, fehlt in
meiner vorh,uf igen Mitteilung 4) nur die R.-ale Entwicklung und
die Berücksichtigung der Topologie bei der Gn-alen Entwicklung.
Die Bezeichnungen Rn-al und G.-al habe ich als Pendant zu Rn
adisch und Gn-adisch (wie etwa dekadisch und dezimal) ge-
wàhlt 12).

R.-adische und Rn-ale Erzeugung einerseits und G.-adische und

5) Proceedings Amsterdam 12 (1910), 785-794.
6) Diss. Groningen (1931): Studiën over topologische Algebra. Siehe auch

Compositio Math. 3 (1936), 408-426.
7) Es handelt sich um die Komplettierung einer abzâhlbaren Gruppe 91, in

der man gewisse Normalteiler Bn (absteigende Folge mit (e) als Durchschnitt) und
ihre Nebengruppen zu Umgebungen ernannt hat; setzt man Gn = 9t/8 und be-
stimmt man in natürlicher Weise die Homomorphismen zwischen den Gn, so ist
ihr Gn-adischer Limes nichts Anderes als die im van Dantzigschen Sinne ,,Bn-
adisch erzeugte" Komplettierung von 8l.

8) Math. Ann. 105 (1931), 165-205 (1942013197).
9) C. R. 198 (1934), 238-240.

10) Fundamenta Math. 15 (1930), 102-125.

11) Compositio Math. 2 (1935), 134-162, §§ 9-11. Annals of Math. (2) 37

(1936), 57-77, Nr. 21-26.

12) Compositio Math. 2 (1935), 134-162, § 9.
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G.-ale Erzeugung andererseits gingen bisher, wo sie in Unter-
suchungen auftraten, ziemlich isoliert nebeneinander her. Der

Zusammenhang zwischen beiden ist kaum bemerkt und niemals
systematisch untersucht worden. Kap. I -II dieser Arbeit bringen
die allgemeine Theorie dieser Entwicklungen. Kap. VI soll zeigen,
welche Bedeutung die Harmonie der Entwicklungen von Gruppen
mit denen von Râumen für die Topologie hat; es soll die logische
Struktur des Gedankengeflechtes freilegen, das zahlreichen

topologischen Betrachtungen gemeinsam ist. In der Tat sind es
immer wieder dieselben Wege, auf denen sich bei der Definition
Bettischer Gruppen usw. der Übergang vom Kombinatorischen
zum Mengentheoretischen vollzieht; es sind immer wieder die-

selben Beweismethoden, mit denen man zu den einfachsten

Sätzen über diese Gruppen gelangt. So ist z.B. die Definition
der Bettischen Gruppen kompakter Râume bzw. offener Mengen
ein Gn-adiseher bzw. G,,-aler ProzeB, der von einem Rn-adischen
bzw. Rn-alen ProzeB induziert wird; man kan sich also das um-
stàndliche Heranziehen konvergenter Zyklen usw. ersparen. So
ist weiter die Definition lokaler Bettischer Gruppen ein Gn-
adischer bzw. G.-aler Prozel3, dem auch wieder Rn-adische bzw.
Rn-ale Prozesse zugrunde liegen. So stehen hinter den topolo-
gischen Dualitätssätzen, was ihren mengentheoretischen Teil an-
belangt, Dualitätssätze fur Gn-adische und Gn ale Entwicklungen.
Welchen Nutzen unter solchen Umstânden eine einmal entwickelte

allgemeine Theorie tragen kann, leuchtet wohl ein. Konkrete
neùe Einsichten vermitteln die Kap. I, II, VI allerdings kaum.
Der Sinn von Kap. I -II ist mehr der einer logische Analyse, der
von Kap. VI ist der des Durchexerzierens der Begriffe und Sâtze
aus Kap. 1 -II an einer groBen Anzahl (immerhin ganz allgemeiner)
Beispiele. Den Inhalt dieser Kap. wollen wir im Einzelnen hier
nicht besprechen; zwei Dinge wollen wir nur erwâhnen, weil sie
mit dem Hauptthema der Arbeit in nicht so unmittelbarem

Zusammenhang stehen: die allgemeine Form, die wir (35, 57)
der Definition von Bettischer und Fundamentalgruppe gegeben
haben, und die neuartigen Gruppen, die den Gegenstand von 54
bilden.
Von ganz anderer Art als die bisher genannten sind die Kap.

IV, V, VII. Sie behandeln die Rn-adisehen Entwicklungen kom-
pakter Râume in Polyederfolgen. In Kap. IV wird bewiesen,
daß sich jeder kompakte Raum derart durch eine Rn-adisehe
Folge von Polyedern erzeugen lâBt, daß alle zwischen den Polye-
dern gegebenen Abbildungen "Abbildungen auf" sind (auf-R.-
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adische Erzeugung). Dieser Satz scheint mir nicht wegen seiner
Anwendungen interessant - bei allen in Frage kommenden
Anwendungen läßt er sich umgehen -, sondern als Satz an und
für sich. Er ist übrigens nicht ganz einfach zu beweisen. - In
Kap. V werden verschiedene Polyederentwicklungen desselben
kompakten Raumes miteinander verglichen. In Kap. VII werden
die Polyederentwicklungen kompakter Râume verwandt, um von
der Alexandroffschen Überführungsdefinition 13) her die Dimen-
sionstheorie kompakter Râume zu entwickeln. - Auch der Inhalt
der Kap. IV, V, VII findet sich im Wesentlichen in meiner

vorlâuf igen Mitteilung 14).
Kap. III, das wir noch nicht erwähnt haben, beschäftigt sich

mit der Topologisierung von abelschen Gruppen mit Koeffizienten-
bereichen ; wie man hier zu verfahren hat, wenn man den Ver-
hältnissen bei den Bettischen Gruppen gerecht werden will -
diese Einsicht geht auf L. Pontrjagin 15) zurück.
Der Anhang der Arbeit enthâlt Beispiele.
Wir bemerken zum SchluB noch: Die hier behandelten Prozesse

der Erzeugung von Râumen aus andern usw. sind wesentlich
abzâhlbarer Natur; für die Untersuchung allgemeiner bikompakter
Râume z.B. liefern sie wenig. Man kann aber die Spektralerzeugung
bikompakter Râume, wie sie von A. Kurosch 16) entwickelt
worden ist, ins Rn-adische und Rn-ale übersetzen. Wir haben
diese Erweiterung hier nicht nâher ausgeführt.
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Kap. I.

Entwicklungen von Râumen.

1. Unter einem Raum verstehen wir vorlâufig einen Kura-
towskischen Raum, d.h. eine Menge R, in der gewisse Teilmengen
(darunter R selbst und auch die leere Menge) als offen ausge-
zeichnet sind, und zwar so, daB der Durchschnitt endlich vieler
und die Vereiniging beliebig vieler offener Mengen offen ist.

Die Komplementârmengen offener heiBen abgeschlossene Mengen.
Eine Abbildung heil3t stetig, wenn die Urbildmenge jeder offenen
Menge offen (also auch die Urbildmenge jeder abgeschlossenen
Menge abgeschlossen) ist. Eine Basis offener (abgeschlossener)
Mengen von R ist ein System offener (abgeschlossener) Mengen,
aus dem sich jede offene (abgeschlossene) Menge von .R vermôge
der Vereinigungs-(Durchschnitts-)Bildung gewinnen lâBt 16a).

2. Eine Folge Rn (n = 1, 2, ... ) von Râumen, von denen
jeder (n &#x3E; 1) in den vorangehenden eindeutig stetig abgebildet ist,

heil3t eine Rn-adische Folge 18); handelt es sich um,,Abbildungen
auf ",

16a) Vgl. ALEXANDROFF-HOPF, Topologie 1 (Berlin 1935), Kap. 1, § 2.

17 ) Die Klammern hinterm Funktionszeichen lassen wir meistens weg.
18) Siehe 4).
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so sprechen wir speziell von einer auf-Rn-adischen Folge.
In solchen Folgen erkiaren wir für alle m &#x3E; n die (stetigen)

Abbildungen

induktiv durch die Zusammensetzungsregeln

Die Folge Rn bestimmt einen Limesraum R, als dessen Punkte
a die Punktfolgen an ( mit an c Rn) erkl,rt sind, fur die

gilt; den Punkt an von Rn nennen wir dann auch die n-te Koor-- 
dinate des Punktes a von R. Zu einem Raum wird R durch die

folgende Festsetzung: Ist (für irgendein n) M eine offene (ab-
geschlossene) Menge aus Rn, so heil3t die Menge aller Punkte
von R, deren n-te Koordinate in M liegt, eine elementare offene
(abgeschlossene) Menge von R. Zu offenen (abgeschlossenen )
Mengen in R môgen die und nur die Mengen ernannt werden,
die sich als Vereinigung (Durschschnitt) elementarer offener

(abgeschlossener) Mengen darstellen lassen. (Man bemerkt ohne
weiteres, daß sich jede offene (abgeschlossene) Menge sogar als
Vereinigung (Durchschnitt) abziihlbar vieler elementarer Mengen
darstellen läßt. )
DaB in dieser Topologisierung von R die Raumaxiome erfüllt

sind, ist ohne Mühe einzusehen. Wir wollen hier nur zeigen, dal3
der Durchschnitt zweier elementarer offener Mengen von R eine
(elementare) offene Menge ist; das ist nâmlich die einzige Eigen-
schaft, für deren Beweis man die Stetigkeit der Abbildungen f n
braucht: Seien NI und N zwei elementare offene Mengen aus R.
Dann gibt es zwei Indices m und n und zwei offene Mengen
0. c Rm und On c Rn, derart da13 M bzw. N die Mengen der

Punkte von R sind, deren m-te bzw. n-te Koordinaten in Om
bzw. On liegen. Sei etwa m&#x3E; n und Om das fn -Urbild 19) von On
in Rn (das wegen der Stetigkeit der Abbildung auch wieder offen
ist). N läßt sich dann auch auffassen als die Menge der Punkte
von R, deren m-te Koordinaten in 0’ m liegen, der Durchschnitt
von M und lV also als die Menge der Punkte von R, deren m-te

19) Bei einer Abbildung f R C S heißt f-Urbild von N C S die Gesamtheit aller
a mit fa C N; es wird auch mit f-1 N bezeichnet.
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Koordinaten im Durchschnitt von 0,,, und 0’ m (einer nach Vor-
aussetzung offenen Menge) liegen. Also ist der Durchschnitt von
M und N eine elementare offene Menge.

Die Topologisierung von R la13t sich auch so formulieren: n
sei ein beliebiger Index. Wir suchen eine offene Menge On in Rn,
bestimmen zu ihrem Urbild in Rn+1 eine es enthaltende offene
Menge On+1 von Rn+1 und fahren ebenso fort. Die Menge aller
Punkte von R, deren (n+k)-te Koordinate für ein geeignetes k
in 0,,+k liegt, ist eine offene Menge von R, und alle offenen Mengen
von R lassen sich auf diese Weise erzeugen. (Beim Beweis dieser
Tatsache, der sehr leicht zu führen ist, wird auch wieder die
Stetigkeit der Abbildungen verwendet.)

3. Die Rn-adische Folge bezeichnen wir auch als eine Rn-
adische Erzeugung oder Entwicklung des Raumes R (ihres Limes-
raumes). R wird von der Rn-adischen Folge erzeugt oder ist in die
Rn-adische Folge entwickelt und heil3t ihr Rn-adischer Limes.
Handelt es sich bei den , f wieder um Abbildungen "auf", so fügen
wir das Prafix "auf " hinzu.

Ersetzt man die Folge Rn (unter Beibehaltung der Abbil-
dungen ) durch eine unendliche Teilfolge, so wird, wie ohne weiteres
zu sehen ist, ein dem ursprünglichen homoomorpher Limesraum
erzeugt.
Aus einer R.-adischen Entwicklung von R entsteht eine auf-

R.-adische, wenn man aus jedem Rn all die Punkte weglâl3t,
die nicht für jedes Bilder eines Punktes von Rn+k sind, d.h.
also Rn ersetzt durch den Durchschnitt aller Mengen f,+k n R. +k,
Wir nennen sie. die zugehôrige Rn-adische Entwicklung von R.

4. Die Abbildung die jedem Punkt a von R seine n-te Koor-
dinate an zuordnet, heiBen

Sie ist eindeutig und stetig (das Urbild einer offenen Menge aus
Rn ist ja sogar eine elementare offene Menge aus R ). Es gelten
die Zusammensetzungsregeln

5. Als Umgebung einer Menge bezeichnen wir wie üblich eine
offene Menge, die die gegebene Menge enthâlt. Eine Folge von
Punkten heil3t bekanntlich konvergent gegen einen Punkt a,

wenn jede Umgebung von a fast alle Elemente der Folge ent-
hält. Stetige Abbildungen führen konvergente Folgen in konver-
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gente über. In einer wichtigen Klasse von Râumen (siehe die
Eigenschaften a, b, d in 7) läßt sich, wie man weiß, die Topologie
auf den Konvergenzbegriff zurückführen. Besonders in solchen
Râumen ist der folgende (allgemein gültige) Satz nützlich:

Rn-ADISCHES KONVERGENZKRITERIUM: Notwendig und hin-
reichend f ür die Konvergenz einer Folge a(v) ( y =z 1, 2, ... ) aus R
ist ihre koordinatenweise Konvergenz, d.h. die Konvergenz (fùr
jedes feste n) ihrer n-ten Koordinaten.

Notwendig : Wegen der Stetigkeit der Abbildung fn ist für jedes
feste n die Folge fn a (v) konvergent.

Hinreichend: Wir setzen lim a(v) = an. Wegen der Stetigkeit
v

der fn +1 ist an = fn+1 an+l Die Folge an bestimmt also einen Punkt
a von R. Sei 0 eine a enthaltende elementare offene Menge von
R. In Rn gibt es eine offene Menge On so, daß 0 die Menge aller
Punkte von R ist, deren n-te Koordinaten in On liegen. On enthâlt,
an, also fast alle a(v). Demnach enthalte 0 fast alle a(v). Jede

(elementare, also jede) offene Menge von R, die a enthâlt, enthâlt,
fast alle a (V); lim a(v) = a.

v

6. Man kann auch die Rn und R zusammen als einen Raum
S auffassen: Elementare offene Menge in S sei erstens jede offene
Menge jedes R., zweitens jede Menge, die folgendermal3en ent-
steht : man nehme für irgendein n eine offene Menge On aus Rn,
bilde ihre f,,m-Urbilder 0 m (m &#x3E; n ) und ihr fn-Urbild 0; die

Vereinigung von 0 und den Ol l (l &#x3E; n) ist dann eine elementare
offene Menge der zweiten Art von S. Offene Mengen in S sind
wieder die und nur die Mengen, die sich als Vereinigung elemen-
tarer offener Mengen darstellen lassen. Daù S wirklich den

Raumaxiomen genügt, ist wieder leicht einzusehen.
Man bemerkt ferner, daß in jeder Umgebung eines Punktes

a von R (d.h. in jeder ihn enthaltenden offenen Menge) fast alle
seine Koordinaten fn(a) liegen. Die n-ten Koordinaten eines

Punktes a von R konvergieren also (in S ) für wachsendes n gegen
den Punkt a 2°).

Die Topologie in S läßt sich auch direkt Rn-adisch erzeugen:
Man fasse die Râume R1, ... , Rn abstrakt zu einem neuen

Raum S. zusammen, d.h. man erzeuge eine Menge S. als Ver-
einigung von R1, ... , Rn (die als elementefremd angesehen
werden). Als offen in Sn betrachte man die und nur die Mengen,

2°) Das rechtfertigt gewissermaI3en unsere Terminologie "Rn-adischer Limes"
usw.
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die sich als Vereinigungen offener Mengen der Rk (k=1,..., n)
darstellen lassen.

Man definiere

auf jedem Rk (k=1, ..., n) als die identische Abbildung und
auf Rn+1 als identisch mit f::+1. So werden die Sn zu einer Rn-
adischen Folge. Der von ihr erzeugte Limesraum S ist dem früher
definierten S homôomorph (d.h. sie lassen sich eineindeutig so
aufeinander abbilden, daß offenen Mengen offene Mengen ent-
sprechen). Wir unterlassen den Beweis, der sehr leicht zu

führen ist.

Weiter haben wir die

Bemerkung zum Rn-adischen Konvergenzkriterium: Notwendig
und hinreichend für die Konvergenz der Folge a(v) (v= 1 , 2, ... )
aus S ist die Konvergenz (für jedes n) der unendlichen Folge
(soweit überhaupt definiert), bestehend aus den Punkten fma(v)
(für a(v) c Rm) und den Punkten fna(v) ( f ür a(v) c R ) .

Dies Kriterium folgt unmittelbar aus der letzten Definition
der Topologie in S.

7. Wir beschâftigen uns nun mit folgenden Eigenschaften
von Râumen :

a. Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen.
b. Je zwei Punkte a und b lassen sich durch Umgebungen

Ua und Ub voneinander trennen, a c Ua, b c Ub, Ua fremd zu U b.
(Hausdorffscher Raum.)

c. Ist p ein Punkt und A eine abgeschlossene Menge, die ihn
nicht enthâlt, so gibt es eine Umgebung Ua von a und eine
Umgebung UA von A, die zueinander fremd sind.

d. Es gibt eine abziihlbare Basis der offenen Mengen. (Das
"zweite Abzählbarkeitsaxiom". )

e. In jeder unendlichen Teilmenge des Raumes gibt es eine
konvergente Teilfolge. (d + Kompaktheit. )

f. Der Raum ist metrisierbar. (Das ist nach P. Urysohn sicher
dann der Fall, wenn a + c + d gilt.)
Wir werden zeigen, daß jede dieser Eigenschaften beim Über-

gang von den Râumen Rn der Rn-adisehen Folge zum Limesraum R
der Folge erhalten bleibt, d.h.: wenn alle Rn eine dieser Eigen-
schaften a - f besitzen, kommt sie auch R zu.

a. Sei an die n-te Koordinate des Punktes a aus R und An
die (abgeschlossene) fn-Urbildmenge von an in R. Die aus dem
Punkt a bestehende Menge ist der Durchschnitt der abgeschlos-
senen Mengen A,,, also abgeschlossen.
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b. Zu den Punkten a, b von R bestimme man n so, daB die

n-ten Koordinaten an, bn von a, b voneinander verschieden sind.
Man trenne an, bn in Rn durch Umgebungen; deren Urbilder in
R sind dann Umgebungen von a, b in R, die das Gewünschte
leisten.

c. Sei p ein Punkt und A eine abgeschlossene Menge in R,
die p nicht enthâlt. A ist der Durchschnitt elementarer ab-

geschlossener Mengen; unter ihnen gibt es sicher eine, B, die
auch p nicht enthâlt. Es gibt dann weiter ein n und eine ab-
geschlossene Menge Bn c R., so daB B das f,-Urbild von Bn
ist. Hatte man n genügend groB gewàhlt, so liegt pn, die n-te

Koordinate von p, nicht in B.. Nun trenne man p. und Bn in
Rn durch Umgebungen; deren fn-Urbilder leisten das Gewünschte.

d. Man bestimme zu jeder Basismenge irgendeines der Râume
Rn das fn-Urbild. Die (elementaren) Mengen, die man so erhâlt,
bilden eine Basis für R.

e. M sei eine unendliche Teilmenge von R, die Menge der
n-ten Koordinaten der Punkte von M heil3e M.. In M, bestimme
man eine konvergente Teilfolge a(v) 1 ( v =1, 2 , ... ) . a(v) sei ein

Punkt von M, dessen erste Koordinate a1’’ ist. Die zweite Koor-
dinate von a(v) heil3e a2v. Die Folge a2(v) besitzt wieder eine kon-
vergente Teilfolge a, (pi2 ). Ebenso ziehe man aus der Folge der
dritten Koordinaten, aw’, der Punkte a(V’) eine konvergenten
Teilfolge a(vrt) und fahre so fort. Nach dem Diagonalverfahren
ergibt sich schliel3lich eine Teilfolge b(v) von M, bei der für jedes
feste n die Folge der n-ten Koordinaten konvergiert. Dann kon-
vergiert aber (nach dem Konvergenzkriterium, siehe 5) die

Folge b (v) selbst.
f. Man darf annehmen, daß jedes Rn so metrisiert ist, dal3

alle Abstande  1 sind. Die Abstandsfunktion in Rn heil3e en.
Für zwei Punkte a, b von R setze man als Abstand

worin an, bn die n-ten Koordinaten von a, b seien. Man beweist
leicht, daB das eine Metrik ist, die das Gewünschte leistet.

Alles, was wir hier für den Raum R bewiesen haben, gilt auch
für den Raum S (siehe 6), d.h. jede der Eigenschaften a -f bleibt
beim Übergang von der Folge Rn zum Raume S erhalten. Um das
einzusehen, braucht man nach 6 und dem eben Bewiesenen nur
zu zeigen, daB die Eigenschaften a-f sich von den Rn auf die
Sn übertragen. Das ist aber evident. (Was f betrifft, so metrisiere
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man Sn, indem man in den einzelnen Ri , ... , Rn, aus denen es
zusammengesetzt ist, die Abstânde beibehâlt und als Abstand

zweier Punkte verschiedener Rk (k = 1, ..., n) eins festsetzt.)
8. Wir nennen eine Abbildungsfolge (definiert für fast alle n)

Abbildung der Rn-adischenFolge in den Raum Q, wenn

gilt (soweit definiert).
Schéma :

Umgekehrt nennen wir eine Abbildungsfolge (definiert für

fast alle n)

Abbildung des Raumes Q in die Rn-adische Folge, wenn

gilt (soweit definiert).

Schema:

Weiter sprechen wir von einer Abbildung (qq’) der einen Rn-
adischen Folge, fnm Rm c Rn, in die andere, g;;: Sm C Sn’ wenn

bei jedem festen n für fast alle m definiert ist und die Zusammen-
setzungsregeln

gelten (soweit definiert).

Schema 
1

Die definierten Abbildungen heiBen eindeutig stetig, wenn die
definierenden es sind.

Liegt eine eindeutige stetige Abbildung der ersten Folge in
die zweite (cpmn ) und ebenso eine der zweiten in die erste (1p;:)
vor, so sprechen wir von einer Homoomorphie beider Rn-adiseher
Folgen, wenn

gilt (soweit definiert).
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Schema

Es ist klar, da13 dieser Homôomorphiebegriff reflexiv und
transitiv ist. Eine unendliche Teilfolge ist ein Spezialfall einer
homoomorphen Folge.
Den Limesraum einer Rn-adischen Folge Rn nennen wir auch

lim Rn.
n

ERSTER LIMESSATZ (R,,-adisch): Die eindeutige stetige Abbildung
(gn ) der Rn-adischen Folge Rn in den Raum Q induziert eine

eindeutige stetige Abbildung von lim Rn in Q, g = lim gm genannt,
die durch n m

definiert ist.

(Beweis klar. Die Unabhângigkeit von n bei der Definition
ergibt sich unmittelbar aus den Zusammensetzungsregeln. )
Wendet man die eingeführte Schreibweise an auf gm = fmk

(also Q = Rk), so kann man also sagen

ZWEITER LIMESSATZ (Rn-adisch): Die eindeutige stetige Abbil-
dung ( gn ) des Raumes Q in die Rn-adische Folge Rn induziert eine
eindeutige stetige Abbildung von Q in lim Rn’ g = lim gm genannt,
die durch n

( für alle n) definiert ist.

g ist nâmlich einfach die Abbildung, die jedem Punkt a von
Q den Punkt von R zuordnet, dessen n-te Koordinate (für fast
alle n ) gna ist (auf Grund der Zusammensetzungsregeln ist das
wirklich ein Punkt von R); fnga ist nun nichts Anderes als die
n-te Koordinate von ga. Die Stetigkeit von g ergibt sich leicht
so: 0 sei eine elementare 21) offene Menge aus R, sie ist durch

eine offene Menge On aus Rn definiert, 0 ist die Menge aller
Punkte von R, deren n-te Koordinate in On fâllt. Das g-Urbild
von 0 besteht also aus allen Punkten von Q, deren gn-Bild in
On fâllt, und das ist eine offene Menge.
DRITTER LIMESSATZ ( Rn-adisch ) : Die eindeutige stetige Ab-

21) Bei Stetigkeitsbeweisen genügt es natürlich, das Urbild jeder elementaren
offenen Menge als offen nachzuweisen.
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bildung (cpmn) der in-R,.-adischen Folge Rn in die R",,-adische Folge
.Sn induziert eine eindeutige stetige Abbildung von lim Rn in lim S.,
99 genannt, die durch 

n n

definiert ist; dabei gelten die Zusammensetzungsregeln

Bei Abbildungen einer Folge in eine zweite und der zweiten in
eine dritte setzen sich die induzierten Abbildungen wie die indu-
zierenden zusammen.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus den beiden vorigen,
und zwar wird bei der Bildung des inneren Limes der erste, bei
der Bildung des au13eren Limes der zweite Limessatz angewandt.
VIERTER LIMESSATZ (Rn-adisch): Eine Homôomorphie zweier

R.-adischer Folgen induziert eine Homôomor phie der Limesriiume.
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen.
Es sei bemerkt, dal3 der Satz sich keineswegs umkehren läßt ;

aus der Homôomorphie der Limesraume braucht keineswegs die
der Folgen hervorzugehen.

9. Wir gehen nun umgekehrt von einem Raum R aus, von
eindeutigen stetigen Abbildungen

in gewisse Râume Rn (n = 1, 2, ... ) und eindeutigen stetigen
Abbildungen

Dabei sollen die Zusammensetzungsregeln

gelten. Die Folge Rn erzeugt dann Rn-adisch einen Limesraum

und nach dem zweiten Limessatz ergibt sich eine eindeutige
stetige Abbildung
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UMKEHRSATZ (Rn-adisch): Gibt es zu je zwei Punkten a und b
von R ein n mit

so ist f eine eineindeutige stetige Einbettung von R in R’.
Sind die Abbildungen f. Abbildungen von R auf R., so ist f(R)

überall dicht in R’.
Die erste Aussage ist evident. Wir zeigen, daß in jeder nicht-

leeren offenen Menge 0’ von R’ ein Punkt von f(R) liegt; wir
dürfen annehmen, dal3 0’ elementar ist. Es gibt eine offene

Menge 0. von R., so daB 0’ die Menge aller Punkte von R ist
mit n-ter Koordinate in On. Das fn-Urbild von On in R heiBe O.
Da On nichtleer war und fn eine Abbildung "auf" ist, kann auch
0 nicht leer sein, also auch nicht f(0) c 0’.
Haben wir es mit kompakten Râumen zu tun, so ergeben

beide Aussagen zusammen bekanntlich die Homöomorphie von
R mit R’. Die Voraussetzungen besagen dann, daB die fn (nach
Zugrundelegung irgendeiner Metrik) beliebig kleine Abiinderun-
gen 22) von R sind, d.h. daB die Durchmesser der Jn-Urbildmengen
der einzelnen Punkte von Rn mit n -&#x3E; oo nach null geht.

10. DOPPELFOLGENSATZ (Rn-adisch): Es liege eine Doppel-
folge Rn1 n2 von Râumen vor mit den eindeutigen stetigen Abbil-
dungen

und den Zusammensetzungsregeln

Schema:

Dann sind die Râume

miteinander homôomorph.

22) P. ALEXANDROFF a.a.0. 1)
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Das ist so zu verstehen: Die nach dem dritten Limessatz in-

duzierte Abbildung (k &#x3E; 1) von Rk = lim Rk. in RI = lim Rln
heiße n n

dabei ist

Die R k bilden eine Rn-adische Folge, fkR 1 k c R l mit den üblichen
Zusammensetzungsregeln. Wir definieren

(wegen der Zusammensetzungsregeln ist das unabhângig von p).
Die Râume Rnn bilden auch eine Rn-adische Folge, mit dem
Limes

Die Abbildungsfolge fnn stellt eine eindeutige stetige Abbildung
von R in die Folge Rnn dar, induziert nach dem zweiten Limes-
satz also eine eindeutige stetige Abbildung f von R in R’. Einem
Punkt a von R wird also der Punkt a’ von R’ zugeordnet, dessen
nn-te Koordinate (für alle n ) fnna ist. Wir zeigen, daß diese
Abbildung auch in umgekehrter Richtung eindeutig und stetig ist.

Sei also a’ ein Punkt von R’ und ann seine nn-te Koordinate.
Wir setzen

aln ist dann für willkürliche Indices (eindeutig) bestimmt. Für
jedes feste n liegt also eine Abbildung von R’ in die Folge Ri.
vor; die nach dem zweiten Limessatz induzierte Abbildung von
R’ in Rl ordne dem Punkte a’ den Punkt a zu. Dadurch entsteht
wieder eine Abbildung von R’ in die Folge Rl; die nach dem

zweiten Limessatz induzierte Abbildung von R’ in R ordne dem
Punkte a’ den Punkt a zu. Das ist aber, wie man ohne weiteres
sieht, die Umkehrung der früher konstruierten Abbildung von
R in R’. Da alle unsere Abbildungen eindeutig und stetig sind,
ist damit die Homôomorphie von R und R’ bewiesen. Die Homôo-
morphie von R’ und lim lim Rn1n2 folgt hieraus aus Symmetrie-

n, n2

gründen, und daraus ergibt sich unser Satz.
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Greift man aus der gegebenen Doppelfolge statt der Diagonal-
folge irgend eine einfache Folge, für die beide Indices monoton
wachsen, so erhâlt man natürlich (bis auf Homôomorphien) den-
selben Limesraum.

10a. Typus einer Rn-adischen Folge nennen wir die Gesamt-
heit der zu ihr homôomorphen Folgen. Wie wir aus 8 wissen,
bestimmt der Typus eindeutig den Limesraum (bis auf Ho-

môomorphien).
Den Typus nennen wir Auf bzw. Isotypus, wenn zu ihm eine

Rn-adische Folge gehôrt, in der samtliche Abbildungen fmn (also
auch ln) "Abbildungen auf" bzw. topologische "Abbildungen in"
sind.
AUFTYPUS-KRITERIUM (Rn-adisch): Notwendig und hinreichend,

damit die Rn-adische Folge Rn (f n Rm C Rn) zu einem Auftypus 
gehöre, ist, dafl für jedes feste n fast alle Mengen fr;: Rm miteinander
übereinstimmen. Die zugehôrige (siehe 3) auf-Rn-adische Folge
ist dann der gegebenen homôomorph.

Beweis: Notwendig: Sn (gn Sm = Sn) sei eine der gegebenen
homôomorphe auf-Rn-adische Folge. Die Mengen g;;Sm stimmen
dann für allé m &#x3E; p überein. Für fast allé m (bei festem n)
dürfen wir schreiben

nun ist aber

also

also

Unabhângig von m.
Hinreichend: Bei festem n setzen wir den Durchschnitt aller

fmn Rm gleich Sn. Die Sn bilden eine Rn-adische Folge, wenn
auf jedem Sm die Abbildung gn als mit fmn übereinstimmend
gewahlt wird. Die Folgen Rn und Sn sind dann in der Tat ho-
môomorph : die erste ist in die zweite abgebildet durch gmn = fmn
(nach der Voraussetzung über die Mengen f n Rm bei festem
n für fast allé m definiert), die zweite in die erste ebenfalls durch
1JJr;: = fmn . Daß die qn , qn den Vorschriften genügen, ist evident.
ISOTYPUS-KRITERIUM (Rn-adisch): Notwendig und hinreichend,

damit die Rn-adische Folge Rn ( f n Rm c Rn ) u einem lsotypus
gehôre, ist, dap für n &#x3E; n1, m &#x3E; mo(n),p &#x3E; po(m) die Mengen
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fpmR p durch die Abbildungen fmn topologisch in Rn abgebildet werden.
Zu der gegebenen Folge lâl3t sich dann eine Folge Sn (Sm topologisch
abgebildet in Sn durch gm) desselben Typus in der Weise be-
stimmen, daB man nach einer geeigneten Auswahl Sn =J:+1Rn+l
und gn = f n setzt.

Beweis: Notwendig: gq =,gomy’7 ist eine topologische ,Abbil-
dung in", also ist es auch q§§’ auf der Teilmenge y’ Sq , also auch
für alle p &#x3E; po(m) auf

Weiter ist auch (wegen g" = ,n,’.r) Vr für fast alle n eine to-
pologische Abbildung. Darum ist f n = VIrqm für fast alle n
und m &#x3E; mo(n), p &#x3E; po(m) auf fpmRp topologisch.

Hinreichend: Man setze n2 = m0 (n1 ), rt3 = Max [mo(n2), PO(nl)]
usw. Ferner S k =:f."+’R. k k+l gi - f ni. Dann ist Sk die gesuchte
Folge. In der Tat ist dann gk- 1, also auch gi topologisch, und mit
911 k = "p; = fl’k ni gehôren unsere beiden Folgen zum selben Typus.
Wir bemerken noch, dal3 in einer Folge, die gleichzeitig zu

einem Auf- und einem Isotypus gehôrt, beide Satzes sich hinter-
einander anwenden lassen. Der Limesraum ist dann bereits nach
endlich vielen Schritten bestimmt.

11. Ein duales Gegenstück zur Rn-adischen Entwicklung ist
die Rn-ale :
Eine Folge von Râumen Rn und von eindeutigen stetigen

Abbildungen ¡n jedes Raumes in den folgenden, ¡:+lRn C R n+l
sei gegeben. Wir betrachten "Punktbildfolgen" an, die mit einem
gewissen Index n = k beginnen, und für die an c Rn und

gilt. Zwei solche Punktbildfolgen heiBen konfinal, wenn sie von
einer gewissen Stelle an übereinstimmen. Wir definieren einen
"Rn-al" erzeugten Limesraum R, dessen Punkte die Klassen
konfinaler Punktbildfolgen sind. Dabei verstehen wir unter einen
in R offenen jede Menge, die wie folgt entsteht:
Man bestimme ein k und eine offene Menge Ok in RkJ, eine

f k+nx enthaltende offene Menge ok+l von Rk+1 und fahre so fort:

Dies Verfahren definiert eine offene Menge 0 von R, zu der
die und nur die Punkte von R gehôren, zu denen es (für fast
alle n) in On eine 23) n-te Koordinate gibt.

23) Die n-te Koordinate eines Punktes von R ist im Rn-alen Fall nicht notwendig
mehr eindeutig bestimmt ! 
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Die Folge R. werden wir eine R.-ale Folge nennen und ihren
Limesraum R einen Rn al erzeugten oder entwickelten Raum. Man
beachte, daB die Definition der (Rn-alen) Topologie in R die
unmittelbare ÎUbertragung der Definition der Rn-adischen Topo-
logie ist, die wir im letzten Absatz von 2 gegeben haben.
Die Rn-ale Entwicklung ist als Entwicklung von Ràumen

nicht so wichtig wie die Rn-adische. Hauptsâehlieh wohl deswegen,
weil die Betrachtungen von 7 für die Rn-ale Erzeugung nicht
durchzuführen sind 23a). So lassen sich ohne weiteres Beispiele
dafür angeben (siehe Anhang), daB Hausdorffsche Râume Rn-al
einen Raum erzeugen, in dem nicht einmal die einpunktigen
Mengen abgeschlossen sind.
Auch das Konvergenzkriterium (siehe 5) übertràgt sich natür-

lich nicht auf den R.-alen Fall. Aber alle übrigen behandelten
Eigenschaften der Rn-adischen Erzeugung finden ein Gegenstück
in Eigenschaften der R.-alen Erzeugung.

12. Zunâchst kann man f n Rm c Rn induktiv definieren durch

weiter fnRn c R als die Abbildung, die einem Punkt an von Rn
den Punkt von R zuordnet, der durch die an enthaltenden Punkt-
bildfolgen bestimmt wird, d.h. der Punkt fna. wird durch die
Punktbildfolge fn+ta., k = 0, 1, ..., definiert. Es gilt wieder

f n ist stetig; denn das f n-Urbild der oben definierten offenen
Menge 0 von R ist nichts Anderes als die Vereinigung (für alle k)
der fn+k-Urbilder der offenen Mengen On+k, also offen.
Ebenso sieht man, daB man sich jede offene Menge 0 von R

so definiert denken darf, daB die erzeugenden On die fn-Urbilder
von 0 sind; man braucht ja nur jedes On zu ersetzen durch die
Vereinigung (für alle k) der f’n+k-Urbilder der On+k. Diese Ver-
einfachung erweist sich bei allerlei Betrachtungen als zweck-

mâBig.
13. Auch im Rn-alen Fall lâBt sich R zusammen mit den

Rn in natürlicher Weise als ein Raum auffassen; die Betrach-
tungen von 6 übertragen sich ohne wesentliche Änderung.

23a ) Dagegen werden sich bei Gruppen beide Entwicklungsarten als ungefähr
gleichwertig erweisen. Immerhin genieBt auch noch bei den Anwendungen auf
Bettischen Gruppen usw. die Gn-adische Entwicklung eine gewisse Vorzugs-
stellung.
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Der Inhalt von 7 findet, wie schon bemerkt, kein Rn-ales
Analogon.

Die Definitionen aus 8 lassen sich ohne weiteres übertragen,
und zwar wôrtlich bis auf die Definition der Abbildung einer
Folge in eine andere; dort hat man zu verlangen, daß die gn
bei festem m für fast alle n definiert sind. Wir geben nur die
Definitionsschemata an:

Es gelten dann die Satze:
ERSTER LIMESSATZ (Rn-al): Die eindeutige stetige Abbildung

(gn ) des Raumes Q in die Rn-ale Folge Rn induziert eine eindeutige
stetige Abbildung von Q in lim Rn, g = lim gm genannt, die durch

m

definiert ist. 
Man kann also auch wieder

schreiben.
ZWEITER LIMESSATZ (Rn-al): Die eindeutige stetige Abbildung

(gn) der Rn-alen Folge Rn in den Raum Q induziert eine eindeutige
stetige Abbildung von lim R. in Q, g = lim gn genannt, die durch

n n

(für alle n) definiert ist.
DRITTER LIMESSATZ (Rn-al): Die eindeutige stetige Abbildung

(qq’) der Rn-alen Folge R. in die Rn-ale Folge Sn induziert eine
eindeutige stetige Abbildung von lim R. in lim S., 99 genannt,
die durch n n

definiert ist; dabei gelten die Zusammensetzungsregeln
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Bei Abbildungen einer Folge in eine zweite und der zweiten in
eine dritte setzen sich die induzierten Abbildungen wie die in-

duzierten zusammen.

VIERTER LIMESSATZ (Rn-al): Eine Homôomorphie zweier Rn-
aler Folgen induziert eine Homôomorphie der Limesräume.
Wir unterlassen die Beweise, die sich von denen der Rn-adischen

Sâtze kaum unterscheiden.

Der Satz aus 9 übertrâgt sich wie folgt: Gegeben sei ein
Raum R, eine Folge von Râumen Rn und eindeutigen stetigen
Abbildungen

Die üblichen Zusammensetzungsregeln seien erfüllt. Die Folge
Rn erzeugt Rn-al einen Limesraum

und nach dem Vorigen ergibt sich eine eindeutige stetige Ab-
bildung

UMKEHRSATZ (Rn-al): Schôpfen die fnRn den Raum R aus, so
bildet f den Raum R’ auf R ab.
Sind die Abbildungen f n eineindeutig, so ist f eineindeutig.
Beides ist leicht zu beweisen.

SchlieBlich gilt im Rn-alen Fall auch der
DOPPELFOLGENSATZ (Rn-al): Es liege eine Doppelfolge vor

mit den Zusammensetzungsregeln

Dann sind die Râume

miteinander homôomorph.
Die Limites sind dabei fast wôrtlich genau so wie in 10

zu deuten, und auch der Homöomorphiebeweis übertràgt sich

leicht.
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Schema:

Die Definitionen des Typus, Auf und Isotypus übernehmen
wir aus lOa wôrtlich auch für den Rn-alen Fall. Die beiden
Kriterien erfahren unwesentliche Änderungen :
AUFTYPUS-KRITERIUM (Rn-al): Notwendig und hinreichend,

damit die Rn-ale I’olge Rn (fr;: Rm C Rn) zu einem Auftypus gehôre,
ist, daß für je zwei feste p und q und fast alle n f nR = fqnRq gilt.
Zur gegebenen Folge läßt sich dann eine auf-Rn-ale Folge dessel-
ben Typus bestimmen, indem man nach einer geeigneten Auswahl
sn +1 - f n +1 Rn und gn = f n setzt.

ISOTYP US-KRITERIUM (Rn-al): Notwendig und hinreichend,
damit die Rn-ale Folge Rn ( f n Rm c Rn) zu einem Isotypus gehôre,
ist, daß f ür fast alle m und n (bei jedem festen p) die Mengen
f mR durch fmn topologisch (in Rn) abgebildet werden. Zur gegebenen
Folge läßt sich dann eine Rn -ale Folge desselben Typus mit
topologischen Abbildungen bestimmen, indem man nach geeig-
neter Auswahl Sn+l =f+lRn, gn = fmn setzt.

Die Beweise wird der Leser in Analogie zum Rn-adischen
Fall selbst führen kônnen.

14. Man kann auch noch gemischte Folgen untersuchen.
Den Doppelfolgensâtzen entspricht dann ein Satz von natürlich
viel geringerer S chârf e :

GEMISCHTFOLGENSATZ 24): Eine gemischte Folge Rnln2 mit ein-

deutigen stetigen

induzierte einen wohlbestimmte stetige eindeutige Abbildung von

24 ) Diesen Satz werden wir nicht verwenden. Er dient mehr zur Illustration.
Wichtige topologische Begriffe beruhen gerade darauf, daB den Doppelfolgensâtzen
kein gleichwertiger Gemischtfolgensatz an die Seite tritt. Wären Rn adische und
Rn ale Prozesse miteinander vertauschbar, so würden zahlreiche Definitionen, in
denen beide Prozesse nacheinander auftreten, triviale Objekte erzeugen. Siehe
42, 43, 50.
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sind die f m2 p eineindeutig, so ist es diese Abbildung auch.
Nach dem dritten Limessatz ( Rn-adisch ) induziert nâmlich

die Abbildung if: der Rn-adischen Folge Rkp (k fest) in die

Rn-adische Folge Ri, (l fest, &#x3E; k) eine eindeutige stetige Ab-
bildung des Limesraumes Rk in den Limesraum R-l; die Rk
bilden also eine Rn-ale Folge mit dem Limesraum R. Âhnlich
(mit Vertauschung der Grenzprozesse) ist R’ zu verstehen.
Nach dem dritten Limessatz (Rn-adisch) induziert weiter die

Abbildung fk (= limfkp) der Rn-alen Folge Rk in die R,,-ale
p

Folge Rkq (q fest) eine eindeutige stetige Abbildung von R
in R.q ( = Iim Rkq). Durchlauft man alle q, so erhâlt man eine

k

Abbildung von R in die Rn-adische Folge R.q, also nach dem
zweiten Limessatz (Rn-adisch) eine eindeutige stetige Abbildung
von R in lim R.a == Rf. Für die im Satz erwähnte Eigenschaft

q 

dieser Abbildung unterlassen wir den Beweis.

Kap. II.

Entvvicklungen von Gruppen und ihren Charakteren.

15. Eine Menge G, die gleichzeitig Raum und Gruppe ist,
heiBt topologische Gruppe, wenn ihre operationen stetig sind,
wenn also zu jeder Umgebung Oab von ab Umgebungen Oa von
a und Ob von b mit OaOb C Oab existieren und mit 0 auch 0-1
offen ist.

Dabei verstehen wir, wenn M und N Mengen sind, unter M-1
bzw. MN die Gesamtheit aller a-1, bzw. ab mit a c M, b c N. Die

Identität jeder Gruppe nennen wir e oder (additiv geschrieben) 0.
Aus der Definition der topologischen Gruppe folgt unmittelbar,

daB mit 0 auch MO und OM offen sind (M beliebige Menge).
Ferner zeigt man leicht, dal3 aus lim av = a, lim bv = b folgt
lim a, 1 = a -1 und lim avbv = ab. 

v

Faktorgruppe 25) GIH einer topologischen Gruppe G nach dem
Normalteiler H heiBt die Gruppe der Nebenklassen aH, die

folgendermal3en zu topologisieren ist: Offen heiBen die und nur
die Mengen in G/H, die sich in der Form OH schreiben lassen
(0 offen in G).

25 ) Auch bei additiv geschriebenen Gruppen behalten wir dièse Terminologie bei.
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Die Eigenschaft 7d übertràgt sich ohne weiteres von einer

topologischen Gruppe auf jede Faktorgruppe, die Eigenschaften
7a + b + e und e -f auf die Faktorgruppen nach abgeschlossenen
Normalteilern.

Die Bildung der Faktorgruppe stellt einen stetigen Homomor-
phismus 26 ) dar; aber umgekehrt braucht sich nicht jeder stetige
Homomorphismus durch Faktorbildung erzeugen zu lassen.

Dann und nur dann laBt sich ein stetiger Homomorphismus
durch Faktorbildung erzeugen, wenn er gebietstreu ist 27).

Gebietstreu heiBt dabei eine "Abbildung auf", die offene Mengen
in offene überführt. Eine "Abbildung in" nennen wir gebietstreu,
wenn es die zugehôrige "Abbildung auf" ist.

Wir erwâhnen noch die Sâtze 27): (G/N)/(H/N) ist topologisch
(d.h. in beiden Richtungen stetig) isomorph G/H. Ist G stetig
bzw. gebietstreu homomorph in G’ und dabei der Normalteiler
H (stetig homomorph) in den Normalteiler H’ abgebildet, so ist
es auch GIH in G’ /H’.

16. Sind G und J topologische Gruppen und ist J abelsch,
so verstehen wir unter einem J-Charakter (oder kurz: Charakter)
von G einen stetigen Homomorphismus von G in J,

eine stetige Abbildung also mit der Eigenschaft

Die Charaktere von G werden zu einer Gruppe X zusammen-
gefaBt durch die Festsetzung

und zu einem Raum durch die Festsetzung: ein Punkt a aus G
und eine offene Menge 0 J aus J definieren eine "fundamentale"
offene Menge Ox aus X, und zwar besteht Ox aus genau den
x, für die

gilt; Ox ist also die grôI3te Menge mit

offene Menge in X heiBt jede Menge, die sich aus fundamentalen

26) Homomorphismen sollen immer eindeutig sein.
27 ) H. FREUDENTHAL [Annals of Math. (2) 37 (1936), 46-56].
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durch endlichfache Durchschnitt- und beliebige Vereinigungs-
bildung erzeugen läßt 28).

17. ERSTER DUALITÄTSSATZ : CI und G2 seien topologische
Gruppen und Xl, X2 ihre bzw. J-Charaktergruppen. Ein stetiger
Homomorphismus

induziert einen stetigen Homomorphismus

der jedem X2 aus X2 zuordnet dasjenige

von Xl, für das (identisch in ai c G1 ) gilt

Die Definitionsgleichung läßt sich auch schreiben:

Daß x2 f ein Charakter von G, ist und X2 durch f homomorph
in Xl abgebildet wird, ist klar. Wir müssen noch zeigen, daß X2
durch f stetig in X1 abgebildet wird. 01 sei offen in Xl; wir zeigen,
daß sein f- Urbild 02 offen in X2 ist. Wir dürfen annehmen, daf3
01 fundamental ist. Es gibt also ein a1 c G, und ein offenes Oy
in J, so daB 01 die grôBte Menge mit

ist. Dann ist aber 02 die grôBte Menge von X2 mit

also tatsachlich offen.

ZWEITER DUALITATSSATZ : G1 und G2 seien topologische Gruppen
und Xl, X2 ihre bzw. J-Charaktergruppen. Ein stetiger Homomor-
phismus von G1 auf G2,

28) Die Topologisierung besteht also darin, daß genau so viel offene Mengen
eingeführt werden, wie nôtig sind, damit jedes a ein stetiger Charakter auf X ist.
Diese Topologie ist nicht in allen Fällen befriedigend (z.B. nicht bei kompakten
G, weil dann X nicht diskret wird); das schadet aber weiter nicht.

29) Bei den Charakteren schreiben w ir also das Argument vor das Funktions-
zeichen. Das erweist sich als sehr praktisch.
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induziert einen topologischen Isomorphismus von X2 in Xl. Liif3t
sich jeder auf einer Untergruppe von G2 definierte J-Charahter auf
ganz G2 fortsetzen, so induziert ein topologischer Isomorphismus
von G, in G2,

einen stetigen Homomorphismus von X2 auf Xl-
Beweis: Sei fG1= G2 und x2 f = e für ein gewisses X2 c X2.

Dann ist x2 f Gl = e, also x2G2 = e, also x2 = e. Die Abbildung
X2 f c Xi ist also isomorph; wir zeigen nun, daB sie gebietstreu
ist. Sei 02 offen in X2; wir dürfen annehmen, das es fundamental
ist. Es gibt also ein a2 c G2 und ein offenes OJ in J, so daß 02
die größte Menge mit

ist. Dann ist aber 01 = 02 f die grôBte Menge von X2 f mit

also offen in X2f.
Sei nun f ein topologischer Isomorphismus von G, in G2. Für

irgendein xi c Xl definieren wir 01532 auf f G1 durch

und denken uns -x2 auf ganz G2 fortgesetzt (was nach Voraus-
setzung erlaubt ist). Dann ist

also

womit unser Satz vollstândig bewiesen ist.
18. Wir wenden nun die Begriffe der Rn-adischen und Rn-

alen Entwicklung auf Gruppen an.
Ein System

heiBt eine G.-adische bzw. G.-ale Folge 30), wenn es erstens

eine Rn adische bzw. Rn-ale Folge ist und zweitens die Gn topo-
logische Gruppen und die f n stetige Homomorphismen sind.
Eine solche Folge bestimmt G,,-adisch bzw. G.-al eine topologische
Limesgruppe

3° ) Siehe die historischen Bemerkungen der Einleitung.
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man verstehe nâmlich unter dem Produkt ab zweier Elemente

a, b von G das Element von G, dessen n-te Koordinate

ist. Man bemerkt ohne weiteres, daB die Definition sinnvoll ist,
und daB durch unsere Festsetzung G wirklich eine Gruppe ist.
Insbesondere ergibt sich als e von G das Element, dessen n-te
Koordinate e ist; ferner sieht man, daB zwei Elemente von G

invers zueinander sind, wenn es ihre n-ten Koordinaten sind.
Weiter ist es klar, daB

nicht nur eine stetige, sondern auch eine homomorphe Abbildung
von R in Rn bzw. von Rm in R ist.

19. Man kann nun die Definitionen aus Kap. I, die Limes-
sâtze, die Umkehrsätze, die Doppel- und Gemischifolgensâtze und
die Auf- und Isotypus-Kriterien für topologische Gruppen aus-
sprechen. Dabei treten an die Stelle von Râumen Gruppen, an
die Stelle von Abbildungen Homomorphismen und an die Stelle
von topologischen Abbildingen topologische Isomorphismen.
Wir werden diese Satzes als G.-adischen und Gn-alen Limes-

satz usw. zitieren, unterlassen es aber, sie hier explizit zu for-
mulieren und zu beweisen, da gegenüber dem rein topologischen
Fall keinerlei Modifikationen auftreten. Wir machen aber auf

allé Fâlle darauf aufmerksam, daB in der Definition der topolo-
gischen Isomorphie 31 ) zweier Folgen von den Tm und 1fJ’:: nur
verlangt wird, daB sie stetige Homomorphismen (nicht etwa sogar,
daB sie Isomorphismen ) seien. Der Doppelfolgensatz lautet für
Gruppen:

sind topologisch isomorph.
Einen gegenüber Kap. 1 neuen Gedankengang wollen wir

in dieser Nr. aber noch durchführen; er ist übrigens den Betrach-
tungen über Auf- und Isotypus nahe verwandt.
Wir definieren zunâchst : Ist rn eine Folge endlicher oder un-

endlicher Kardinalzahlen, so bezeichnen wir mit sup rn den
n

Ausdruck r + 0 bzw. r - 0; hierbei sei r die kleinste Kardinal-

31) Das ist abgesehen vom Topologisehen der L. PONTRJAGINsche Begriff der
Âquivalenz zweier Folgen, a.a.0. 1).
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zahl mit der Eigenschaft, daB für fast alle n r &#x3E; rn (mit tat-
sâchlichem Auftreten des = -Zeichens) bzw. r&#x3E; rn gilt. Ist r  s,
so setzen wir r - 0  r + 0  s - 0. Ganz analog wird der sup
von Ausdrücken der Form rn ib 0 definiert.

Unter dem Rang einer Gruppe verstehen wir die Minimal-
mächtigkeit eines Erzeugendensystems 32 ). Unter dem Rang
einer Gruppenfolge Gn verstehen wir : sup Rang Gn. Unter

n

dem Rang eines Folgentypus verstehen wir den Minimalrang der
zu ihm gehôrenden Folgen.
Wir betrachten nun Gruppen, die mitsamt ihren homomorphen

Bildern die Eigenschaft besitzen: der Rang einer Untergruppe
übertrifft den Rang der ganzen Gruppe nicht 33). Für Folgen
solcher Gruppen gilt das
RANG-KRITERIUM: Der Typusrang einer Gn-adischen bzw. Gn-

alen Folge Gn ( f n Gm c Gn ) ist gleich supsup Rang fr;:Gm bzw.
n m

sup sup Rang fr;:G m. Zur gegebenen Folge läßt sich eine Folge
m n

desselben Typus mit Typusrang bestimmen, indem man nach
geeigneter Auswahl Hn = fl+ Hn+i bzw. Hn+i = fl+iHn und
gn - .Î n setzt

Beweis: Es genügt den Gn-adischen Fall zu beweisen. Hn
sei eine topologisch isomorphe Folge von Rangtypus. fmn Gm =

y§§ç§fG c y§/H, für fast allé m und p, daher

Stânde hier das Kleinerzeichen, so kônnte man aus der Folge
der ganzen Zahlen eine Teilfolge nk ziehen, derart dal3

wâre. Dann wâre aber die Folge :k+1Gn k k+l eine der gegebenen
topologisch isomorphe Folge mit kleinerem Rang als die Folge
Rn’ was der Voraussetzung widerspricht.

32) d.h. ein System, aus dem sich durch endliche Produktbildung alle Gruppen-
elemente erzeugen lassen

33) Diese Eigenschaft besitzen allé abelschen Gruppen; für die von endlich

vielen Erzeugenden ist das eine bekannte Tatsache, für alle übrigen ist es trivial,
da bei ihnen Rang und Mâchtigkeit übereinstimmen.
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20. DRITTER DUALITÄTSSATZ: G. sei eine Gn-ale Folge,

Xn 34) sei die J-Charakteregruppe von Gn und X die von G. Dann
bilden die Xn eine Gn-adische Folge,

und es sind X und lim Xn topologisch isomorphe Gruppen.
Beweis: Dal3 die Xn eine Gn-adische Folge bilden, folgt un-

mittelbar aus dem ersten Dualitâtssatz (siehe 17). Wenden wir
ihn auf Xn und X an, so folgt aus

Dabei ist

Wir kônnen also den zweiten Limessatz (Gn-adisch ) (siehe 19)
anwenden und erhalten einen stetigen Homomorphismus

hier soll X’ die Limesgruppe der Folge Xn bezeichnen. Unsere
Aufgabe ist es, zu zeigen, daI3 f sogar ein lopologischer Isomor-
phismus von X auf X’ ist.

Seien x1 und x2 zwei verschiedene Elemente von X, also zwei
verschiedene Charaktere von G. Dann gibt es ein a c G mit

Dann hat man (für ein geeignetes n)

also

also

oder

Also ist f ein Isomorphismus.
34) Wo wir das Argument vor das Funktionszeichen schreiben, vertauschen wir

zweekmât3ig auch die Stellungen der Indices.
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Sei x’ ein Element von X’ und xn c Xn seine n-te Koordinate.
Für ein Element a -c G mit fnan = a setzen wir

Diese Festsetzung ist von der Wahl von an unabhângig. Sei
nâmlich fnan = f mbm = a; dann gibt es nach der Definition des
Rn-alen Limesraumes ein 1 mit f i an = f i bm, und es ist

Das soeben auf G definierte x ist nichts Anderes als der Gn ale
Limes der auf den Gn definierten xn; also ist nach dem zweiten
Gn alen Limessatz x ein Charakter. Nach Konstruktion ist

also

d.h. f ist ein Isomorphismus auf X’.
Zum SchluB müssen wir noch zeigen, daß die Umkehrung von

f stetig ist, d.h. daB das f- Bild 0’ einer offenen Menge 0 von X
wieder offen ist. Wir dürfen dazu annehmen, daB 0 fundamental
ist. Es gibt also ein a c G und ein offenes Or c J, so daB 0
die Menge alle x mit

ist. Nun gibt es (für ein geeignetes n) ein an mit a = fnan. 0 ist
also auch die Menge aller x mit

Die Menge aller xn c Xn mit

(für dies wohlbestimmte an ) heiBe On. Dies On ist offen, und
seine f1t-Urbildmenge ist 0. Wir zeigen nun noch, da13 das fr::-
Urbild irgendeines 0- (m  n) in On enthalten ist; nach der
zweiten in 2 für die Rn-adische Topologie gegebenen Definition
erzeugen die On dann nâmlich eine offene Menge in lim Xn.
Das fmn -Urbild von 0 m heiBe P. Nach Definition ist 

n

also

was wir beweisen wollten.
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Die von den On in X’ - lim Xn erzeugte offene Menge heifle
0’. Das ist nun tatsachlich das f-Bild von 0. Denn zu einem
x’ aus 0’ gibt es (ein n und) ein aen con, das n-te Koordinate
von x’ ist. Das durch die Gleichungen xna. = xa bestimmte x
genügt der Bezeihung xa cOl’ liegt also in 0. Andererseits ist
für ein x c 0 jedes zugehôrige xn c On, also x c 0’.
Damit ist bewiesen, daB f ein topologischer Isomorphismus
von auf X’ ist.

21. VIERTER DUALITATSSATZ. G, sei eine Gn-adische Folge.

Xn sei die J-Charakteregruppe von Gn und X die von G. Dann
bilden die Xn eine Gn-ale Folge

mit der Limesgruppe X’. Die durch

nach dem ersten Dualitiitssatz induzierten stetigen Homomorphismen

bestimmen nach dem zweiten Gn-alen Limessatz einen stetigen.
Homomorphismus

Hinreichend dafür, dafl f ein topologischer "Isomorphismus in"
sei, ist, daß die Folge Gn vom Auftypus sei.

Hinreichend dafür, da,6 f ein Homomorphismus von X auf X’
sei, ist das gemeinsame Erfülltsein der folgenden drei Forde-

rungen : (a) In J gibt es eine Umgebung P von e, die auper (e)
keine Untergruppe von J enthâlt ; (b) die Abbildung fnG = Gn ist
gebietstreu; (c) jeder auf fnG erklârte J-Charakter ist auf ganz
Gnfortsetzbar. lst die Folge Gn vom Auftypus, so ist (c) entbehrlich.
DaB die Xn eine Gn-ale Folge bilden, folgt unmittelbar aus

dem ersten Dualitatssatz.
Ist die Folge Gn vom Auftypus, so dürfen wir, wie sich im

fünften Dualitatssatz (21a) zeigen wird, ohne Schaden für X’
annehmen, daB die Gn selbst bereits eine auf-Gn-adische Folge
bilden. Dann ist auch fnG = Gn, also nach dem zweiten Dualitats-
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satz (17) fn ein topologischer Isomorphismus von Xn in X und
f n ein topologischer Isomorphismus vom Xn in X m. Die Xn

lassen sich dann einfach als eine aufsteigende Folge auffassen
und ihr Limes X’ als ihre Vereinigung. Dann ist also auch f ein
topologischer Isomorphismus von X’ in X.
Wir beweisen nun die zweite Behauptung des Satzes hinsicht-

lich f. x sei ein Element von X, also ein Charakter von G. H(n)
sei die fn-Urbildmenge der Identitât von G. in G. 0 sei eine Um-
gebung der Identitàt in G; fast alle H(n) liegen in 0. Als 0 wàhlen
wir die Menge aller a mit

(Definition von P, siehe Bedingung a.) Für fast alle n ist dann

Andererseits ist aeH(n) eine Untergruppe von J. Also ist

für fast alle n. x lâf3t sich somit auffassen als Charakter auf der

Faktorgruppe CjH(nP also nach b als Charakter auf fnG. Nach
(c) gibt es eine Fortsetzung xn dieses Charakters auf ganz Cn;
dabei ist 0153nfn = x nach Konstruktion. Die Folge xnfr;: = xm
erzeugt ein Element x’ von X’, und wegen xm f m = x ist im

Limes auch x’ f = x. Jedes x von X gehört also zu X’ f, was wir
beweisen wollten.

Die letzte Aussage des Satzes ergibt sich ahnlich wie sein erster
Teil.

21a. Fl.INFTEIi, DUALITÄTSSATZ: Seien G. (fr;:Gm c Gn) und
Hn (gn Hm c Hn ) zwei Gruppenfolgen (beide Gn-adisch oder beide
Gn-al) und seien Xn bzw. Yn die zugehôrigen J-Charakteregruppen-
folgen. Ein stetiger Homomorphismus der ersten Gruppenfolge in
die zweite, ggmg. c H,,, induziert einen stetigen Homomorphismus
der zweiten Charakteregruppenfolge in die erste, xncpr;: c xm. Gehôren
überdies beide Gruppenfolgen zum gleichen Typus, so tun es auch
die beiden Charakteregruppenfolgen.

(Folgt unmittelbar aus dem ersten Dualitatssatz (17).)
SECHSTER DUALITATSSATZ: Gehort die (Gn-adische oder Gn-ale)

Gruppenfolge Gn zu einem Auf- bzw. Isotypus, so gehôrt ihre J-
Charakteregruppenfolge zu einem Iso- bzw. Auftypus. Jedoch hat
man beim Schluß vom Isotypus auf den Auftypus darauf zu achten,
da8 die Fortsetzungsbedingung erfüllt ist: jeder auf einer Unter-
gruppe eines Gn definierte J-Charakter liifit sich auf das ganze
Gn , fortsetzen,.
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Beweis : Man ersetzt die Folge Gn durch eine Folge Hn desselben
Typus, bei der sâmtliche Abbildungen "stetige Homomorphismen
auf" bzw. "topologische Isomorphismen in" sind (nach dem
vorigen Satz geht das ohne Schaden für den Typus der Charaktere-
gruppe). Unser Satz folgt dann unmittelbar aus dem zweiten
Dualitätssatz (17); daß auch die Hn die Fortsetzungsbedingung
erfüllen, erreicht man, indem man wie in den Kriterien (10a, 13)
die Hn als Untergruppen der Gn konstruiert.

Kap. III.

Gruppen mit Koeffizientenbereichen.

22. T sei eine abelsche topologische Gruppe (additiv ge-
schrieben) ; eine solche besitzt stets die Eigenschaft:

(*) Zu jeder Umgebung 0 von 0 und jeder natürlichen Zahl
m gibt es eine Umgebung P von 0 mit mP c 0 35).

Spâter werden wir noch verlangen:
(** ) Zu jeder Umgebung 0 von 0 und jedem endlichen System

ganzer Zahlen upv gibt es eine Umgebung P von 0, derart dal3
jedes Gleichungssystem

das sich überhaupt lÕsen läßt (bei gegebenen rechten Seiten),
sich auch IÕsen lâBt unter der Nebenbedingung

(**) ist erfüllt z.B. in allen kompakten separablen Gruppen
(siehe 7e)36), aber auch in allen übrigen Gruppen, die man in
der Homologietheorie als Koeffizientenbereiche zu verwenden

pflegt. Wir erwâhnen die folgenden:

35) mP bedeutet P + ... + P (m-mal). In i%I + N und - ftJ hat das + -
und --Zeichen die algebraische Bedeutung (siehe in 15: MN, M), nicht die

logische, für die wir ein anderes Zeichen führen.
36) Vielleicht sogar in allen vollstàndigen separablen Gruppen. E ttmvyli läßt

sich deuten als Homomorphismus der direkten Summe endlich vieler Exemplare
von r in eine ebensolche direkte Summe. Ist die Bildmenge dabei abgeschlossen,
so ist ein solcher Homomorphismus gebietstreu (H. FREUDENTHAL, Annals of Math.
(2) 37 (1935), 46201356). Das ist aber gerade der Sinn der Forderung (**). Für
kompakte T’ lieBen sich übrigens die Satzes dieses Kap. einfacher beweisen, wenn
man den zitierten Satz anwendet.
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Additionsgruppe der ganzen Zahlen, mod 0 genannt.
Additionsgruppe der ganzen Zahlen mod m, mod m genannt.
Additionsgruppe der rationalen Zahlen, rat genannt.
Additionsgruppe der reellen Zahlen mod 1, mod 1 genannt.
Additionsgruppe der ganzen m.-adischen Zahlen, mod (m,)

genannt.
Die ersten drei sind diskret zu topologisieren, die vierte als

Faktorgruppe der Additionsgruppe der reellen Zahlen, die letzte
G.-adisch.

23. A sei vorl,ufig eine (diskrete) abelsche Gruppe mit
(beliebig viel) freien Erzeugenden.

Freie Gruppe co r über A nennen wir folgende toplogische
Gruppe (mit G bezeichnet): Ihre Elemente sind die endlichen37)
Linearkombinationen der Erzeugenden von A mit Koeffizienten
aus T. Gruppenoperation ist die koeffizientweise Addition. Un-
ter dem absoluten Betrag 11 yvav 1 des Elementes 1 yyay (yv c T,
av Erzeugende) verstehen wir die Menge aller

Der absolute Betrag ist also eine endliche Menge aus r. Abstand
der Elemente x, y nennen wir den absoluten Betrag von x - y.
0-Kugel um x nennen wir die Gesamtheit aller Elemente, die
von x einen Abstand haben, der in 0 liegt (0 = Umgebung
von 0). Offen nennen wir jede Vereinigung von 0-Kugeln (mit
beliebigen "Mittelpunkten" und beliebigen 0).
Wir müssen nun zeigen, daB unsere Gruppe G auf diese Art

wirklich zu einem topologischen Raum wird (daB sie dann eine
topologische Gruppe ist, ist evident). Es genügt zu zeigen, daB
der Durchschnitt zweier 0-Kugeln offen ist.
Wir bemerken zunâchst

Daraus folgt, daß der oben definierte Abstand formal den Regeln
der üblichen Abstandsfunktion genügt (an die Stelle von 
tritt c ).
Wir müssen also zeigen: Ist

37) Man kônnte auch unendliche Linearfornien zulassen, namiich gerade die,
für die die Ausdrücke Y- vvYv (siehe einige Zeilen weiter unten) konvergieren. Man
erreichte so, daB die Gruppe co einem vollständigen r wieder vollstândig ist. Sieht-

auch 36).
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so gibt es ein 0., so daB fur alle x mit

auch noch gilt:

03 bestimmen wir einfach so: Den Durchschnitt der (endlich
vielen)

nennen wir 0;; da er 0 enthalt, ist er nicht leer. Der Durchschnitt
von O’1 und 02 ist das gesuchte 03. In der Tat ist dann für jedes
ex c 1 Xv - ae31, y ===1,2,

also

Für j edes x mit

gilt demnach

wie wir es wünschten.
Wir bemerken ausdrücklich, daB die Topologie in G durchaus

abhängt von der Basis, die wir für A gewàhlt haben.
Die Eigenschaften 7a-c übertragen sich, wie man ohne

weiteres sieht, von r auf G, die Eigenschaften 7d-f, wie sich
spâter ergeben wird, ebenfalls, wenn A eine endliche Basis

besitzt und r der Bedingung (**) genügt.
24. Unter einer ausgezeichneten Untergruppe der Gruppe G

(freie Gruppe über A co r) verstehen wir im Folgenden stets eine
Teiimenge, die so entsteht: man nehme eine Untergruppe A1 von
A und bilde alle endlichen Linearkombinationen von Elementen
von A1. mit Koeffizienten aus r. Nach Zugrundelegung einer Basis
von A. kann man das so entstehende G, natürlich auch wie
oben das G topologisieren (die autonome Topologisierung von Gl );
man hüte sich jedoch vor der Annahme, daB dabei die von G
in G1 induzierte Topologie entstehe. Wir erwâhnen darum aus-

38) Wir erinnern nochmals an die Definition von 1B4 - N 35).
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drücklich, daB wir (wenn nichts Anderes bemerkt ist) G, mit der
von G induzierten Topologie versehen.
Wenn wir von einem Homomorphismus von G (über A, co r)

in G’ (über A’, co r’) sprechen, wollen wir stets verlangen, dal3
er so entsteht: A ist homomorph in A’ und 1-’ stetig homomorph
in r’ abgebildet, und entsprechend werden die Elemente von G
in Elemente von G’ abgebildet. Bis gegen SchluB des Kap.
werden wir sogar T und r’ als identisch miteinander und durch

die identische Transformation aufeinander bezogen voraussetzen.
Wir erwâhnen noch, daß ein Homomorphismus, bei dem eine

O-Kugel (für jedes 0) in eine O-Kugel (mit demselben 0) ab-
gebildet wird, sicher stetig ist; sonst aber brauchen unsere Homo-
morphismen keineswegs stetig zu sein. Wir wollen jetzt hinrei-
chende Bedingungen für Stetigkeit und Gebi etstreue der definierten
Homomorphismen ableiten 39).

25. Wir nennen eine freie Gruppe G über A co T endlich-
erzeugt, wenn die Zahl der Erzeugenden von A endlich ist.

SATZ 139a): Ein Homomorphismus einer endlich erzeugten
freien Gruppe G co 1-’ über A in eine freie Gruppe G* co r über
A * ist unter der Bedingung (**) stetig und gebietstreu.

Beweis: a1, ... , an sei die gegebene Basis von A, a’1, ..., an
seien bew. die Bilder der a1, ..., an in A *. Das Maximum der

1 a’ 1 (genommen co mod 0) heiBe m. Dann gilt zwischen einem
x aus G und seinem Bild x’ (in G*) die Beziehung:

Zu einer vorgelegten Umgebung 0 von 0 in r und zu m bestimmen
wir nach (*) ein P. Für jedes a aus der P-Kugel uni 0 liegt dann
x’ in der O-Kugel um 0. Unser Homomorphismus ist also stetig.
a la13t sich durch Basiselemente von A * ausdrücken in der

Form

Zu einer vorgelegten Umgebung 0 von 0 in r und zu n bestimmen
wir nach (*) eine Umgebung 01 von 0, so daß

39) Um die Stetigkeit eines Homomorphismus zu beweisen, braucht man nur zu

zeigen: jede Kugel um Null enthâlt das Bild einer geeigneten Kugel um Null.

Analog für die Gebietstreue: das Bild jeder Kugel um Null enthâlt eine Kugel
um Null aus der Bildmenge.

39a) Die Satzes dieses Kap. werden wir kaum verwenden; sie dienen mehr der
Illustration der Begriffe.
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ist; zu 01 und dem System uf-lv bestimmen wir nach (**) die
Umgebung P von 0. Wir zeigen, daß das Bild der O-Kugel
in G um 0 alle Punkte der P-Kugel in G* um 0 enthalte, soweit
sie überhaupt zum Bilde von G gehôren. Sei also 1 x’l c P und x’
Bild eines Punktes von G, also darstellbar in der Form

Nach (** ) dürfen wir annehmen, daß alle Yu in 01 liegen. Setzen
wir x an in der Form

so ist tatsachlich

und x’ das Bild von x. Wir haben also wirklich, wie wir es wünsch-
ten, zu x’ ein Urbild in der O-Kugel um 0 gefunden.

26. Ist A0 eine (diskrete) freie abelsche Gruppe, B eine Unter-
gruppe, GO die Gruppe co r über A°, H die von B erzeugte (aus-
gezeichnete) Untergruppe von GO, so heiße G = G0/ H Gruppe co
r über A = A0/B. Natürlich hängt auch G durchaus ab von AO
und der Basiswahl in A °.

Ein Homomorphismus zwischen Gruppen der soeben definier-
ten Art soll stets erzeugt werden durch Homomorphismen der
zugehôrigen A0 und der Koeffizientenbereiche.

Eine ausgezeichnete Untergruppe von G (co T über A0/B ) soll
dadurch entstehen, daß man von GO (co r über AO) eine aus-
gezeichnete Untergruppe nimmt, die das von B erzeugte H ent-
hâlt, und die Faktorgruppe nach H bildet.
Wir nennen G endlich erzeugt, wenn A° eine Gruppe von endlich

vielen Erzeugenden war.
SATZ 1 bleibt richtig, wenn man das Attribut "frei" wegläßt.

(Folgt aus 15, letzter Absatz.)
SATZ 2: In einer endlich erzeugten Gruppe (co F über A ° / B )

ist unter der Bedingung (**) die Topologie unabhiingig von A 0

und der Basiswahl in AO. (Hat man namlich A/B1 = AOIB2,
so soll man zeigen, daß die zugehôrigen G, und G2 topologisch
einander isomorph sind - algebraisch sind sie es sicher. Man darf
dabei voraussetzen, da13 die Erzeugendenzahl etwa von A02 mit
der von A/ B2 übereinstimmt. Dann gibt es einen Homomorphis-
mus von A 1 0 auf A20, und der von ihm erzeugte Isomorphismus von
G1 auf G2 ist nach Satz 1 stetig und gebietstreu.)
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SATZ 3 : In einer endlich erzeugten ausgezeichneten Untergruppe
einer Gruppe (co F über A ) stimmt unter der Bedingung (**) die
induzierte Topologie mit der autonomen überein. (Folgt unmittel-
bar aus Satz 1.)

SATZ 4: Ein Homomorphismus einer ausgezeichneten Untergruppe
einer Gruppe G (co r über A) in eine endliche erzeugte (co F über
A*), ist unter der Bedingung (**) gebietstreu. (Das ergibt sich
aus den früheren Sâtze, wenn man berüeksichtigt, daB es ja
in G eine endlich erzeugte Gruppe gibt, deren Bild mit dem von
G übereinstimmt. )
SATZ 5: Unter der Bedingung (**) ist die Gruppe co T über der

direkten Summe zweier Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden
topologisch isomorph der direkten Summe der beiden Gruppen
co r über den einzelnen Summanden. (Ist nâmlich A = Al + A2,
G bzw. G, bzw. G2 die Gruppe über A bzw. A1 bzw. A2, so erzeugt
der naheliegende Homomorphismus von A auf Av nach Satz 1
einen stetigen gebietstreuen Homomorphismus von G auf Gv,
also einen topologischen Isomorphismus von G auf G, -f- G2. )
SATZ 6: Unter der Bedingung (**) ist eine endlich erzeugte

Gruppe co r direkte Summe ausgezeichneter Untergruppen von je
einer Erzeugenden. (Folgt unmittelbar aus Satz 5; die direkte
Summe ist dabei wie ein cartesisches Produkt zu topologisieren.)

27. SATZ 7: I st der Homomorphismus von r in ri stetig, so
ist es auch der induzierten von G (co r über A ) in G’ (co F’ über
A ). (Beweis klar.)
Wir werden spâterhin auch beliebige Untergruppen (und

deren homomorphe Bilder) von Gruppen co r verwenden; Ho-
momorphismen zwischen solchen Gruppen werden jedoch immer
durch Homomorphismen der vollen Gruppen erzeugt werden.
Unter dem Rang einer solchen Untergruppe werden wir die

Minimalmachtigkeit eines Elementesystems aus A verstehen,
das (bei Verwendung von Koeffizienten aus T) zur Erzeugung der
Untergruppe ausreicht.
Wir werden weiter Gn adische und G,.-ale Folgen von Gruppen

Gn (co rn über An) betrachten (die An und rn sind selbst Gn
adische bzw. Gn-ale Folgen). Allé Satzes aus Kap. II übertragen
sich auf solche Folgen. Die Limesgruppe solcher Folge heil3t

Gn-adisch bzw. Gn-al erzeugte Gruppe co r’fl¡ über An. Sie braucht
sich keineswegs mehr als eine Gruppe co r über A auffassen zu
lassen. Doch übertràgt sich auf eine solche Gruppe ohneweiteres
die Rangdefinition und die Einschrânkung, der wir die Homomor-
phismen unterworfen haben.
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Kap. IV.

Die auf-Rn-adische Polyederentwicklung
kompakter Râume.

28. In diesem und im folgenden Kapitel 4°) beschâftigen wir
uns nur mit kompakten metrisierbaren Râumen (siehe 7 b+d+e
oder b + e + f ); von derartigen Râumen Rn-adisch erzeugte Râume
sind (siehe 7) auch wieder kompakt metrisierbar. Wo es nôtig
ist, werden wir diese Râume (ebenso die Rn-adischen Folgen
mitsamt den Limites; siehe 6) als Teilmengen des Fundamental-
quaders des Hilbertschen Raumes deuten.
Unser Ziel ist es in diesem Kap., zu beweisen den
SATZ von der auf-Rn-adischen Entwickelbarkeit in Polyeder-

folgen : Jeder kompakte metrisierbare Raum läßt sich in eine auf-
Rn-adische Polyederfolge entwickeln 41).
Wesentlich ist dabei, daß es sich um eine auf-Rn-adische,

nicht nur um eine Rn-adische Entwicklung handelt. Eine Rn-
adische Entwicklung zu finden, ist, wie wir sehen werden, sehr
leicht; um zu einer auf-R,,-adischen zu gelangen, hat man einige
Schwierigkeiten zu überwinden.
Unter einem Polyeder verstehen wir hier und im Folgenden die

Vereinigung endlich vieler Simplexe eines endlich dimensionalen
cartesischen Raumes, die zu je zweien zum Durchschnitt ein
Simplex haben, das für beide ein Randsimplex ist. Ein Teil-

polyeder soll immer aus Simplexen der vorgelegten Teilung
bestehen.
Ehe wir zum Beweise unseres Satzes schreiten, führen wir

einige Begriffe und Hilfssâtze ein.
29. Eine Abbildung f einer abgeschlossenen Menge M in ein

Simplex T heiBt bekanntlich wesentliche bzw, unwesentlich, wenn
es nicht bzw. wohl môglich ist, f zu ersetzen durch eine Ab-
bildung g von M in T, die auf dem Urbild des Randes ffi(T) 42)

40) In diesem und im folgenden Kap. werden alle Abbildungen als eindeutig
stetig vorausgesetzt.

41) Eine auf- Rn-adische Polyederentwicklung eines kompakten Raumes, deren
Simplexdurchmesser nach null konvergieren mit n - oo, kann man in ein ALEXAN-
DRoFFsches Spektrum (a.a.O. 1 ) ) verwandein, indem man die Abbildungen 1:+1
simplizial in bezug auf die vorliegenden Unterteilungen macht. Unser Satz liefert
also auch die Existenz eines Spektrums. Dagegen dürfte man aus einem Spektrum
kauni eine auf-Rn-adische Polyederentwicklung ableiten kônnen; die Existenz

dieser Entwicklung scheint tiefer zu liegen als die jener.
42) Mit 9î ( ) bezeichnen wir sowohl die mengentheoretische als auch die kom-

binatorische Randbildung.
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von T mit f übereinstimmt, aber einen gewissen Punkt von T
unbedeckt läßt, gM D T. Bei einer unwesentlichen Abbildung
lâBt sich g bekanntlich sogar so wâhlen, daB das ganze Innere
von T unbedeckt ist, gM c 9î(T).

Sei f eine Abbildung der Menge M in die Menge N; N enthalte
ein Simplex T. Wir sagen, daB T bei f wesentlich bzw. unwesent-
lich überdeckt wird, wenn die Urbildmenge von T durch f wesent-
lich bzw. unwesentlich in T abgebildet wird.

Ist f eine Abbildung einer Menge M in ein Polyeder P, so
heil3t g eine zulâssige Abânderung von f, wenn für alle Punkte

a von M ga in allen Simplexen liegt, in denen fa lag. Eine zu-
lässige Abânderung lâBt sich natürlich auch durch eine stetige
Überf-Cihrung bewerkstelligen, bei der jeder Punkt dauernd in
allen seinen Simplexen bleibt.

Hilfssatz I: Sei fR c P. Jede zulâssige Abânderung g von f,
die auf einer abgeschlossenen Teilmenge M von R definiert ist.

la13t sich auf ganz R als zulâssige Abânderung fortsetzen.
Beweis: Wir dürfen annehmen, daB M die Urbildmenge jedes

nulldimensionalen Simplexes TO enthâlt ; ist dies nicht der Fall,
so brauchen wir nâmlich nur g in jedem Punkt eines j-1 TO
in dem g unerklàrt ist, durch gf-1 TO = ff-1 TO zu erklâren. Wir
nehmen induktiv an, daù M die Urbildmenge jedes p-dimen-
sionalen Simplexes T’ enthalte. Für ein TP+1 ist dann g auf dem
Urbild des Randes, f-1ffi(TP+1), erklärt. Nach einem bekannten
Satz läßt sich die Abbildung g einer Teilmenge von f-1TP+l in
TP+1 auf ganz f-1 Tp+1 fortsetzen. Dabei entsteht sicher eine

zul,ssige Abânderung von f. Wir dürfen also annehmen, daß g
auch auf den Urbildern aller (p+])-dimensionalen Simplexe
von .P in gewünschter Weise erklàrt ist. Daraus ergibt sich durch
einen Induktionssehluß unsere Behauptung.

30. Eine Abbildung f einer Menge M in ein Polyeder P heiBen
reduzibel bzw. irreduzibel, wenn es môglich bzw. unmôglich ist,
durch zulâssige Abânderung von f einen Punkt von fM von Bilde
zu befreien, d.h. einen Punkt- c M und eine zulâssige Abânderung
g von f zu finden, so daù f a nicht zu gM gehôrt. Es ist klar, dal3
bei irreduzibelen Abbildungen jedes Simplex von P entweder
ganz oder nur auf dem Rande überdeckt wird; ferner, dal3 die

Irreduzibilitât eine gegenüber Unterteilung invariante Eigen-
schaft ist.

Hilfssatz II: Ist die Abbildung fM c P irreduzibel, Q ein

Teilpolyeder von P und N seine Urbildmenge, so ist auch die

Abbildung fl’V c Q irreduzibel. (Speziell gilt das natürlich auch
für den Fall, daß Q ein Simplex von P ist.)
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Beweis: Nehmen wir an, fN c Q sei reduzibel und gN c Q eine
zul,ssige Abânderung, die etwa den Punkt p von fN freilasse.
Nach Hilfssatz 1 läßt sich gN zu einer auf ganz M definierten zu-
lâssigen Abânderung von f fortsetzen; sie heiße auch g.

Mit Ua bezeichnen wir die cx- Umgebung von N. Das positive
e sei so klein gewâhlt, daß mit gN auch gU, den Punkt p nicht
enthalte.
Wir erklàren eine neue Abbildung hM c P wie folgt: In U-1,

setzen wir h = g, aul3erhalb Us h = f. Für jeden andern Punkt
a von M soll ha die Strecke ( fa, ga ) im Verhàltnis seiner Abstand
von 1v[ "- Us 43) und Ujs teilen; die Strecke ( fa, ga) existiert,
weil g zul,ssige Abânderung von f war.

h ist eine zulâssige Abânderung von f, und hM enthâlt p nicht,
denn hU!e gUi, enthâlt p nach der Voraussetzung über e nicht,
h (M B U,) = f ( M B U£ ) enthâlt keinen Punkt von Q, also sicher

nicht p, und von der Strecke ( f a, ga ) kônnte hôchstens der End-
punkt ga auf Q liegen, der fâllt aber nach der Voraussetzung über e
nicht in p.
Damit hâtte sich also gezeigt, da13 fM c P reduzibel wâre,

was einen Widerspruch bedeutet. Also muB fN c Q irreduzibel
sein.

Hilfssatz III: Notwendig und hinreichend für die Irreduzibilitat
der Abbildung fM c P ist, daß jedes Simplex aus P, von dem
überhaupt ein innerer Punkt überdeckt wird, wesentlich über-
deckt wird.

Notwendig: Nach Hilfssatz II wird jedes Simplex irreduzibel
überdeckt; a fortiori wird also jedes Simplex, von dem überhaupt
ein innerer Punkt überdeckt wird, wesentlich überdeckt.

Hinreichend: Es genügt zu zeigen: Eine Abbildung f einer
abgeschlossenen Menge M in ein Simplex T lasse sich ersetzen
durch eine Abbildung gM c T, eine zulâssige Abânderung von f,
mit gml)p (p ein gewisser innerer Punkt von T); dann lâBt
sich f auch ersetzen durch eine Abbildung h, die auf dem Urbild
des Randes von T mit f übereinstimmt, und für die ebenfalls
hM D p gilt.
Für a Cf-1ffi(T) liegen f a und ga niemals diametral in bezug

auf p, da g zulâssige Abânderung von f war. Us sei die 8-Umgebung
von f-1ffi(T), und zwar sei e &#x3E; 0 so klein gewàhlt, daß erstens
fU, 1) p und zweitens für a c Ue die Punkte fa und ga niemals

43) l,l Bl’V bedeutet die Menge aller Punkte, die zu M aber nicht zu N gehôren.
M V N ist die Vereingung, M A 2V der Durchschnitt von M und IV.
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diametral in bezug auf p liegen kônnen, d.h. die Strecke ( fa, ga)
den Punkt p nicht enthâlt. 
Wir erkl,ren h auf f-’9î(T) als identisch mit f und auf MBU,,

als identisch mit g; für alle übrigen a soll ha die Strecke ( f a, ga)
im Verhältnis der Abstânde des Punktes a von f-191(T) und
MB!7g teilen.
Auf Grund unserer Voraussetzungen über e leistet h das

Gewünschte.

Bemerkung. Jedes Teilsimplex eines wesentlich überdeckten

Simplexes wird auch wesentlich überdeckt. Denn würde es

unwesentlich überdeckt, so würde es nach Hilfssatz III auch
reduzibel überdeckt, also würde nach Hilfssatz II das ganze
Simplex reduzibel, also nach Hilfssatz III unwesentlich über-

deckt, im Widerspruch zur Behauptung.
Hilfssatz IV: Eine Abbildung f M c P lâl3t sich durch eine zu-

lässige Abànderung ersetzen, die irreduzibel ist.
Beweis: Beginnend bei den unwesentlich überdeckten Simplexen

T der hôchsten Dimension ersetze man f auf 1-1 T durch eine Ab-
bildung, die auf f-19t (T) mit f übereinstimme und keinen inneren
Punkt von T überdecke. So fahre man durch alle Dimensionen fort.
Nach der Bemerkung zu Hilfssatz III geht das. Nach endlich
vielen Schritten erhâlt man eine zulâssige Abânderung g von f,
bei der jedes Simplex von P, von dem überhaupt ein innerer
Punkt überdeckt wird, wesentlich überdeckt wird. Nach Hilfssatz
III ist g irreduzibel.

Hilfssatz TT: Rn sei eine auf-Rn-adische Folge, fr:: Rm = R.;
lim fm = f n. R, sei in ein Polyeder P abgebildet, dR., c P. Dann
m 

ist auch Rn durch g’z = efï und R durch g = glfl in P abge-
bildet. Ist nun gR c P reduzibel, so ist es auch (für fast alle n)
g’nRn c P.

Beweis : Sei h eine zul,ssige Abânderung von g, bei der nur ein
echter Teil von gR überdeckt wird. S sei der aus R und den Rn
zusammengesetzte Raum (siehe 6) und g’ 5 c P die Abbildung,
die auf R als g und auf Rn als gn definiert ist. Nach Hilfssatz 1
gibt es eine zulâssige Abànderung h’ von g’, die auf R mit h
übereinstimmt. Auf Rn hei13e h’ auch hn ; es ist da eine zul,ssige
Abânderung von gn. Für fast alle n unterscheidet sich die Menge
hnRn beliebig wenig 44) von der Menge hR, ist also für fast alle n
ebenfalls ein echter Teil von gR = gnRn. Also ist in der Tat

(für fast allé n ) gn reduzibel.

44) Hier verwenden wir wesentlich, daB die Rn eine auf-Rn-adische Folge bilden.
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H.ilfssatz 171: Ist fM = N, gN c T ( T ist ein Simplex), ist ferner
g unwesentlich, so ist es auch f g. Ist fM = N, gN c P ( P ist
ein Polyeder), ist ferner g reduzibel, so ist es auch fg. (Beweis
klar. )

Hilfssatz VII: Sei Pn eine auf-Rn-adische Folge von Polyedern,
fr:: P m’ lim fm = f.. Sei M eine abgeschlossene Teilmenge von

m

lim Pn und Mn = fnM. Dann gibt es ein m und eine zul,ssige
n

Abânderung gr von f i (definiert auf ganz Pm), derart daß für
jedes n &#x3E; m Mn durch gT/:n (eine zul,ssige Abânderung von f m )
irreduzibel abgebildet wird. Nach Hilfssatz V wird dann übrigens
auch M durch g’if m (eine zulâssige Abânderung von fi ) irreduzibel
abgebildet.

Beweis: Pl sei d-dimensional. Wir bestimmen md so, daB jedes
d-dimensionale Simplex T d von P1 dui ch f i Mn für alle n wesent-
lich oder für alle n  md unwesentlich überdeckt wird (nach
Hilfssatz VI ist das môglich). Hinsichtlich jedes durch f’iMm
unwesentlich überdeckten T d von Pl ersetzen wir f§J’d auf dem
f’::d Urbild von Td (unter Festhaltung auf dem Urbild des Randes
von T’) durch (eine zulâssige Abänderung ) kma, so da13 krd(f’:fJ )-ITt!
keinen inneren Punkt von Td mehr überdeckt. Nach Hilfssatz I
dürfen wir uns kMd auf ganz P mals zul,ssige Abânderung von
f md definiert denken. 

Wir sagen nun statt k’fd wieder frd und dürfen von flmi also
voraussetzen, daB 1 nur von solchen Td innere Punkte
überdeckt, die von fmdmm,, wesentlich überdeckt werden. Diese
Td werden dann auch von fnMn, n &#x3E; md wesentlich überdeckt.
Wir bestimmen weiter Md-1 &#x3E; Md so, daB jedes (d -1 )-dimen-

sionale) Simplex T d-1 von Pi durch f i Mn für alle n wesentlich
oder für alle n Md-1 unwesentlich überdeckt wird. Hinsichtlich
jedes durch fd-lMm 4-1 unwesentlich überdeckten Td-1 verfahren
wir genau wie oben (nach der Bemerkung zu Hilfssatz III werden
von dem Abänderungsprozeß nur solche T’-’ berührt, die nicht
auf einem wesentlich überdeckten T d liegen, also nur solche

Td-l, die auf keinem T d von fmd-lmm d-1 liegen ).
So verfahren wir durch alle Dimensionen und erhalten schließlich

ein m (= mo) und eine zulâssige Abânderung gl des gegebenen
fm. Dabei überdeckt für alle n &#x3E; m die Abbildung g£f§§§ von M’fi,
in Pi jedes Simplex von Pl wesentlich, wofern überhaupt ein
innerer Punkt überdeckt wird. Nach Hilfssatz III leistet gî das
Gewünsehte.
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31. Eine Abbildung eines Polyeders P in ein anderes, Q, heil3e
normal 45 ), wenn eine Unterteilung Q’ von Q existiert, derart

dals die Abbildung von P in Q’ simplizial und in jedem Simplex
affin ist. Bei Unterteilungen des Urbildpolyeders bleibt die

Normalitât erhalten. Zusammensetzungen normaler Abbildungen
sind normal.

Hilfssatz 1"III: In einem Polyeder P kann man eine Unter-
teilung und zu jedem seiner Simplexe T eine Umgebung U aus
Simplexen der Unterteilung finden und eine Abbildung k von
P auf sich, bei der jedes dieser U simplizial in sein zugeh5riges
T abgebildet wird.

Beweis: Wir wâhlen eine genügend feine Unterteilung von P
und zu jedem T von P selbst (d.h. nicht von der Unterteilung)
eine abgeschlossene Umgebung V, die aus Simplexen der Unter-
teilung zusammengesetzt ist. Dabei verlangen wir: Ist der Durch-
schnitt von Tl und T2 leer, so soll der Durchschnitt der zuge-
hôrigen V, und V2 auch leer sein; ist T3 der Durchschnitt von
T, und T2, so soll V. den Durchschnitt von Vx und V2 enthalten.
Hinsichtlich jedes nulldimensionalen Simplexes TO bilden wir alle
Eckpunkte der Unterteilung, die zu dem zugehôrigen V° gehôren,
auf TO ab, und weiter, alle 1 der Grôùe nach durchlaufend, bilden
wir hinsichtlich jedes 1-dimelisionalen Simplexes Tl alle Eckpunkte
der Unterteilung, die zu dem zugehôrigen Th gehôren, auf Ecken
des Tl ab. Dabei werden Eckpunktmengen, die ein Simplex der
Unterteilung bilden, abgebildet auf Eckpunktmengen, die ein

Simplex der ursprünglichen Teilung bilden; wir kônnen die

Eckenabbildung also affin erweitern und erhalten ein Abbil-

dung k, die das Gewünschte leistet.
Hilfssatz IX: Zu einem Polyeder P gibt es ein a&#x3E; 0 mit der

folgenden Eigenschaft: Sind fM c P und gM c P zwei Abbil-

dungen, die sich um weniger als a unterscheiden (d.h. die Ent-
fernung zwischen fa und ga ist für alle a kleiner als a), so ist
die Abbildung h°g eine zulâssige Abânderung von f (bzgl. k siehe
Hilffssatz VIII).

Beweis : p sei ein Punkt von P und T das Simplex kleinster
Dimension, auf dem p liegt. cr(p) sei der Abstand zwischen p
und dem Komplement des zu T gehôrigen U. Die untere Grenze
der a(p) heil3e a. Unterscheiden sich f und g um weniger als a

45) Gegenüber meiner Mitteilung (a.a.O. 4 ) ) habe ich die Définition der Normali-
tât etwas geândert. Normalität ist (was wir hiermit richtig stellen) keine Inva-
rante hei ziilâssigen Abânderungen.
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und liegt fa in T, so liegt ga in U, also kga, wie wir es wünschten,
auch in T.

Hilfssatz X : Sei f eine Abbildung des Polyeders P in das Polyeder
Q. In bezug auf eine geeignete Unterteilung von P gibt es eine
normale Abbildung g, die zulâssige Abânderung von f ist.

Beweis: h sei eine in bezug auf eine geeignete Unterteilung
von P und Q simpliziale Abbildung, die sich von f um weniger
als Q unterscheide (siehe Hilfssatz IX mit Q statt P). Man setze
dann g = kh.

Hilfssatz XI: g sei eine zulâssige Abânderung der Abbildung
f des Raumes R in das Polyeder P; h sei eine normale Abbildung
von P in das Polyeder Q. Dann ist hg zulâssige Abânderung
von hf.

Beweis : a sei ein Punkt von R. Das Simplex minimaler Dimen-
sion von P, das fa enthâlt, heil3e T; das von Q, das hfa enthâlt,
heiBe U. Da fa E h-1 U ist und h-1 U aus lauter Simplexen von
P besteht, ist T C h-lU, also hT C U. Nun ist aber gaE T, also

wirklich hga E U.

Hilfssatz XII: Sei Pn eine auf-Rn-adische Folge von Polyedern
mit den Abbildungen f n Pm = P.; lim f’ f.. Sei M eine ab-

m

geschlossene Menge von lim Pn und Mn = fiM. Dann gibt es
n

eine auf-Rn-adische Folge von Polyedern Qn mit normalen Ab-
bildungen gnQm = Qn und mit den folgenden Eigenschaften:
Qk entsteht aus einem gewissen Pnk durch Unterteilen (nk+l &#x3E; nk );
gl (k &#x3E; l ) ist eine zulâssige Abânderung von f’k; setzen wir

ni

gkM = Nk (gk bedeutet dabei lim gk), so sind die Abbildungen
1

g,knk und glM irreduzibel. Die Nk sind dann notwendig Polyeder.
Beweis: Wir setzen nl = 1 und bestimmen n2 und hn2 

1 
(ais

zul,ssige Abânderung von f:2) nach Hilfssatz VII so, daB hn,,fn 2
für aIle n&#x3E; n2 M. irreduzibel abbildet (auf M".1); Mn = hn2Mn .1 ni 2

Nach Hilfssatz X dürfen wir h n, in einer gewissen Unterteilung
von Pn2 2 (für die wir im Folgenden wieder Pn2 2 schreiben) als
normal voraussetzen. Zu n2 bestimmen wir n3 &#x3E; n2 und hn3 

2

(als zulâssige Abânderung von f n3 2 und normal in bezug auf
eine gewisse Unterteilung von Pn , die wir wieder Pn nennen)3 3

nach Hilfssatz VII so, daB h .2n3 für allé n &#x3E; n3 M. irre-
duzibel abbildet (auf Mn j; Mn. = h:3Mn . Dann ist hn3 = hn2hna
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wegen der Normalitat der Abbildung hfl2 i eine zulâssige Abânderung
von h:2f:3, also auch irreduzibel auf Mn und daherh:sMn = Mn .
Nach Hilfssatz VI ist auch h:2 1 eine irreduzible Abbildung von
M . Ferner ist h:sf: als zulâssige Abanderung von h:2f:af: =

2 1 3 1 2 3

h:2f: eine irreduzible Abbildung von Mn .
So 2 fahren wir fort und erhalten allgemein ein normales h:k+lk

als zulâssige Abânderung von f nx+1, derart daB h:k+l f: fur allé

n&#x3E; nk+l Mn irreduzibel abbildet auf Mk =h:k+l Mn . Dann istk+l

hnk+1= h:kh:k+l wegen der Normalitat der Abbildungen eine zu-n t t

lassige Abânderung von h:kf:le+l, also auch irreduzibel auf Mnk+1k k+l

und daher h:1e+lMn = Mk, Nach Hilfssatz VI ist auch hflk eine
irreduzible Abbildung von Mn . Schliel3lich ist h:k+lf: (als
zulâssige Abânderung von hnt+i f nk+ f’ =hfli+if§ ) eine irre-

duzible Abbildung von Mn. 
na+1 nk+l nl na+1

Endlich setzen wir hn = lim h:lef n 46), das ist eine Abbildung
nk 

k

von lim Pn in Pnt. Damit dieser Limes aber existiere, müssen wir
n 

unser eben geschildertes Verfahren etwas modifizieren: Jeweils
vor der Bestimmung von nk+1 zerschlagen wir Pn k so, daB das
hfl-Bild jedes Simplexes von Pnk einen Durchmesser  2-k hat.
Die Normalitat wird dadurch nicht gestôrt. Dann ist für jeden
Punkt a aus lim Pn (f,a = aj ) :

die Pufnkte f nk an , und hnk an , liegen nàmlich in einem Simplexn,t k nk nk,

von P-k , da die h zulâssige Abânderungen der f sind; sie werden
also durch hnk auf Punkte im Abstand  2 -k voneinander abge--

bildet. Fur wachsendes k bilden also die Punkte hni fnka (gleich-
mâBig in a ) eine Fundamentalfolge; ihr Limes 46), den wir h,,,
nannten, existiert also und ist eine stetige Abbildung von lim P,

n

in P.. Die übliche Zusammensetzungsregel h 7k h,, hnt ist dabei
erfüllt. Weiter ist h. M = lim hn’ fn M = lim hnk = Mn .1 k a k k t k = M"n

46) Das st natûrdch ein Limes im gewôhniichen, nicht im R..-adischen Sinne.
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Nennen wir die konstruierte Unterteilung von Pnk j etzt Qkl
ersetzen wir hni bzw. hna durch gl bzw. g, und Mnx durch Nk,
so sind die Behauptungen unseres zu beweisenden Hilfssatzes
erfüllt (daB g, die Menge M irreduzibel abbilden muB, folgt aus
Hilfssatz V).

32. Wir kônnen jetzt den Entwicklungssatz (siehe 28)
beweisen.
R sei ein kompakter Raum; wir stellen ihn uns als Teilmenge

M des Fundamentalquaders E des Hilbertschen Raumes vor.
E kônnen wir uns folgendermaBen auf-Rn-adisch erzeugt denken

En sei das n-dimensionale Quader, das aus E durch Nullsetzen
aller Koordinaten von der (n+i)-ten ab entsteht. f n bzw. f.
sei die Projektion von Em bzw. E auf En d.h. die Abbildung
durch Nullsetzen aller Koordinaten von der (n+l )-ten ab.

En fassen wir als ein Polyeder Pn auf, wenden Hilfssatz XII
an und erhalten sogar einen schârferen Satz, als den, den wir
beweisen wollten:
HAUPTSATZ I: Jeder kompakte metrisierbare Raum läßt sich

in eine auf-Rn-adische Polyederfolge entwickeln, derart dap alle

vorkommenden Abbildungen normal und irreduzibel sind.
Es lâflt sich sogar jede Rn-adische Polyederentwicklung eines

kompakten metrisierbaren Raumes durch Auswahlen, Zerschlagun-
gen und zulässige Abiinderungen in eine auf Rn-rxdische Polyeder-
folge mit obigen Eigenschaften verzeaandeln.
Da6 der Limesraum der Polyederfolge dem gegebenen wirklich

homôomorph ist, folgt aus den Bemerkungen, die wir im An-
schlu13 an dem Umkehrsatz (9) über kompakte Râume gemacht
haben.
Wir werden, wenn die Abbildungen normal bzw. irreduzibel

sind, die Folgen selbst auch normal bzw. irreduzibel nennen.

Kap. V.

Der Austauschsatz.

33. Hilfssatz XIII: Zu einem Raum R und einer Abbildung
fR = P (Polyeder) gibt es ein e &#x3E; 0 mit der folgenden Eigen-
schaft : Ist g eine e-Abbildung von R auf das Polyeder Q, so
gibt es eine hinsichtlich einer genügend feinen Unterteilung von
Q normale Abbildung hQ c P, derart daB hg zulâssige Abânderung
von f ist.

Beweis: Wir dürfen uns R im Fundamentalquader des Hilbert-
schen Raumes vorstellen und g als eine e-Verschiebung. Auf eine
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genügend kleine Umgebung von R lâBt sich die AbbiJdung f
fortsetzen; so erhalten wir eine Abbildung f’Q c P. War e genügend
klein gewâhlt, so ist f’g wenig verschieden von f, also kf’g (siehe
Hilfssatz X) zulâssige Abànderung von f. Nach Hilfssatz X ist
in einer geeigneten Unterteilung von Q ferner kf’ normal. Setzen
wir kf’ = h, so ist der Hilfssatz bewiesen.

Hilfssatz XIV. R sei ein Raum, 8n eine positive Nullfolge
und fn eine 8n-Abbildung von R auf das Polyeder Pn. Dann
lâ13t sich eine normale irreduzible auf-Rn-adische Entwicklung
von R finden, gr;:Q m = Q., lim Q m = R, lim gn = g., mit den

m m

folgenden Eigenschaften: Qk ist ein Teilpolyeder einer Unter-
teilung von P n ; gk ist eine zulâssige Abànderung von fnk. Dabei
kann man die Folge nk noch willkürlich vorschreiben. wenn man
nur die Lücken in ihr genügend groB wàhlt.

Beweis: Nach dem Hauptsatz 1 (siehe 32) genügt es, unseren
Hilfssatz zu beweisen mit der schwacheren Forderung, daß die
Qn nur eine Rn-adische (nicht notwendig irreduzible) Folge bilden.
Wir setzen nI == 1, Ci = Pl. Seien nk, QI:. = Pnk und die nor-

malen Abbildungen g k 1 (k &#x3E; l, gr Qk c QI) bereits so bestimmt,
daB die üblichen Zusammensetzungsregeln gelten und g kf
zul,ssige Abànderung von f n ist. Dann bestimmen wir nach Hilfs-
satz XIII (mit Qk statt und einem der Pn statt Q ) nk+l Qk+l =

P’k+l und gk k + 1 (normale Abbildung) so, daB gkk +If" kll zulâssigeAbânderung von fn k ist. g7+1 definieren wir durch gl gk
gkl +1 f nk+l gk k+lfak+l ist dann wegen der Normalitat von g i
eine zul,ssige Abànderung von fn .z

SchlieBlich setzen wir g, = lim gk 1 f-k. Um die Existenz diesesk k

Limes zu versichern, verfahren wir jedoch vorher mit den Pn k
wie im vorletzten Absatz von 31; wir unterlassen die Wieder-

holung jener Betrachtungen.
Nun sind tatsachlich, wie wir es haben wollten, die g, (als

Limites zul,ssiger Abänderungen ) zulassige Abänderungen der fl.
34. Wir sind jetzt im Stande, den Satz zu beweisen:
AUSTAUSCHSATZ: R sei auf zwei Arten auf-Rn-adisch entwickelt

in irreduzible Polyederfolgen,
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Dann gibt es (mit geeigneten nk) eine zusammengesetzte normale
irreduzible Entwicklung von R,

derart da,6 (für k + l gerade) hl zulâssige Abânderung von f ni
(k ungerade) oder von gn i (k gerade) ist und ebenso h zulâssige
Abânderung von ln oder gn .

Beweis: Vereinigt man die Pn und Qn zu einer Folge, so sind
(da nach 9, Ende, die Pn und Qn für genügend groBes n durch
s-Abbildungen aus R entstehen) die Bedingungen von Hilfssatz
XIV erfüllt. Daraus ergibt sieh unser Satz bis auf die Tatsache
daI3 die h1 (k + l gerade) zulâssige Abanderungen der fnk oder
gni sind. Das beweisen wir, indem wir auf die Konsicruktion von
hkl 1 (gemaI3 dem Beweis von Hilfssatz XIV) zurückgehen. Wir
dürfen dabei voraussetzen, dal3 k ungerade ist.

hk+l k war so konstruiert, daß h k k+l gnk+l zulâssige Abânderung
von fnk ist, und h kll so, daß hZtîln k+2 zulassige Abânderung
von gnk+1 ist. Wegen der Normalitat von hk+l k ist dann auch

hk+1hk+2 f 1... Abânderung von "f"k
also hk+2 fnk+2 zulâssige Abânderung von nk+2f .
Daraus folgt, da ln k+2 R = Pn k+2 ist, unn1ittelbar, daf3 auch

hk+2 zulässige Abânderung von fn k+2 ist. Wegen der Normalitat
k

der Abbildungen ergibt sich daraus durch Zusammensetzen für
h1 mit beliebigen k, 1 (k + 1 gerade) die zu beweisende Behauptung.

Kap. VI.

Entwicklungen von Râumen und ihren Gruppen.
Alle Râume werden als metrisiert vorausgesetzt.
35. Ein abstraktes d-dimensionales e-Simplex in R ist ein

orientiertes System von d + 1 Punkten aus R, dessen Durch-
messer  e ist. Ein Simplex heil3t entartet, wenn einige seiner
"Eekpunkte" zusammenfallen 46a).

46a) Die sich für viele topologische Untersuchungen als fruchtbar erweisende

Auffassung eines Simplexes als eines endlichen Punktsystems findet sich wohl
zuerst bei P. ALEXANDROFF [Math. Ann. 96 (1926), 489-511, eigentlich auch
schon 94 (1925), 296-308].



194

.Qcl (R) co I’ nennen wir die freie Gruppe co r über der von den
nichtentarteten (abstrakten d-dimensionalen) e-Simplexen er-

zeugten freien Gruppe (siehe 22, 23); dabei identifizieren wir
jedoch, wenn t und t’ entgegengesetzt orientierte Simplexe sind,
t’ mit - t. Ein Element von SM(R) coF heil3t ein d-dimen-
sionaler e-Komplex coF in R. Ein d-dimensionaler e-Komplex
co T in R ist also eine endliche Linearform nichtentarteter

d-dimensionaler e-Simplexe in R mit Koeffizienten aus F.
Die Randbildung erklâren wir wie üblich.
Ein d-dimensionaler E-Zyklus co h mod M in R (M abge-

schlossen c R) ist ein Element von Sfd(R) co F, dessen Rand ein
Element von SM-’(M) co r ist. Die Gruppe der d-dimensionalen
e-Zyklen co r mod M in R (topologisiert als Untergruppe von
Sfd(R) co T) nennen wir 8d(R) co F mod M.
Ein d-dimensionaler g-q-Rand co FA 47) in R rel S mod MN 48)

(F stetig homomorph abgebildet in A, M c R c S, M c N c S ;
M, N, R a.bgeschlossen in S) ist ein d-dimensionaler a-Zyklus
co r mod M in R, der gleichzeitig - bei Vernachiâssigung
eines e-Komplexes co r aus N und vermôge der Homomorphismus
von r in 4 - Rand eines q-Komplexes co L1 aus S ist. Die

Gruppe dieser Ränder (topologisiert als Untergruppe von RII(R)
co F) nennen wir (RS) co FA mod MN.

Bettische e-r¡-Gruppe co r L1 von R rel S mod MN nennen wir
die Gruppe 49)

Alle hier auftretenden Homomorphismen sind Homomor-

phismen im Sinne des Kap. III. Man beachte aber, daB die

(definierte) Bettische Gruppe keineswegs eine Gruppe im Sinne
des Kap. III zu sein braucht.
Aus Bequemlichkeitsgründen werden wir den Dimensions-

index der untersuchten Gruppen meistens weglassen. Auch von
den übrigen Angaben werden wir hâuf ig die eine oder die andere
weglassen, wenn sie für die vorliegende Betrachtung keine Rolle

47 ) Diese Zuziehung eines zweiten Koeffizientenbereiches entnehme ich P.

ALEXANDROFF und H. HOPF, Topologie I (Berlin, Springer, 1935). Man kônnte
noch verschiedene Koeffizientenbereiche für die verschiedenen Dimensionen ein-

führen (die natürlich in gewissen Abbildungsbeziehungen stehen müssen), doch
scheint das nicht zu wesentlich Neuem zu führen.

48) Wir lassen hier und spâter meistens die Kommata weg, die eigentlich zwischen
M und N, zwischen R und S, zwischen h und L1 stehen müBten.
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spielt. Die Angabe q lassen wir fast immer weg, wenn n = e
ist, die Angabe d, wenn T = 4 ist, die Angabe S, wenn S = R
ist, die Angabe N, wenn M = N ist, und die Angabe mod MN
wenn M = N leer ist.

36. Abbildungsprinzipien.
a) Der Übergang von e zu e’ &#x3E; e induziert einen stetigen

Isomorphismus von e in s:re, und dabei von 8e in 8e" von SJ81l
in Sje’’Y}’ also auch von 81, in S, der so entsteht: jeder e-Kom-
plex läßt sich auch als E’-Komplex auffassen, jeder e-Zyklus
auch als e’-Zyklus, jeder g-q-Rand auch als g’-q-Rand; diese Abbil-
dung ist stetig, weil der absolute Betrag jedes Elements konstant
bleibt, also ist auch die Abbildung von 93,,, in e’1j stetig.

b) Der Ubergang von q zu q’ &#x3E; r induziert einen stetigen
gebietstreuen Homomorphismus von 9, auf R,, von 8e auf 8e,
von Sje’f} in Sjer]" also auch von flS_ auf flS, , der so entsteht:
S’èe und 8e werden identisch abgebildet, jeder g-q-Rand wird
aufgefaBt als ein e-r¡’ -ffiand; aus denselben Gründen wie unter
a ist die Abbildung stetig und wegen SB top. is. 8’Y}/(Sj8’Y}I/S)81J)
gebietstreu.

c) Ein stetiger Homomorphismus von 4 in 4’ und dabei
von .h in r’ induziert einen stetigen Homomorphismus von
co r in ? co T’ und dabei von 8 co F in 8 co T’, von D co T4
in S) co T’4 ’, also auch von flS co hd in S co r’L1’, der dadurch
entsteht, daB in jeder Linearform jeder Koeffizient durch den
zugeordneten ersetzt wird; nach Kap. 111, Satz 7 sind die Abbil-
dungen stetig.

d) Eine (nicht notwendig stetige) Abbildung von S in S’

(und dabei von R in R’, von N in N’, von M in M’), bei der je
zwei Punkte im Abstand  e bzw. ç q voneinander hôchstens
den Abstand s’ bzw. r¡’ bekommen, induziert einen stetigen Homo-
morphismus von û,(R) in 9,,(R’) und dabei von 8e(R) mod M
in Ze,(R’) mod lVl’, von S)er(RS) mod MN in s:¿8’’Y},(R’S’) mod
M’N’, also auch von 8,,(RS) mod MN in 8’r,(R’S’) mod M’N’,
der folgendermaBen entsteht: jedem Simplex wird sein Bild-

simplex oder, falls das entartet, 0 zugeordnet. Die Abbildungen
sind stetig, da der absolute Betrag sicher nicht wachst 5°).

49 ) Es ist wohl nützlich, 588r in dieser Allgemeinheit zu definieren (unter Zuzie-
hung von M, N und S). Die Einführung des M rührt von S. LEFSCHETZ her (siehe
Topology [A. M. S. Coll. Publ. XII (1930)], Ch. II). Aber implicite kommt unsere
allgemeinere Form von 5B 81] bereits in zahlreichen Arbeiten vor; wir haben sie nur
in Evidenz gesetzt.

50) Gerade um dies zu erreichen, müssen wir die Gruppen co r so topologisieren,
wie wir es in Kap. III getan haben. Siehe 15).
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e) Der Übergang von R zu R" -D R, von M zu M’-D M und von
r zu T’ J T (bei dem alle Inklusionen usw. erhalten bleiben sollen )
induziert einen stetigen Isomorphismus von Sf(R) co r in (R’)
co T’ und dabei von 8(R) co .I’ mod M in 3(R’) co r’ mod M’,
von Sj(RS) co T4 mod MN in Sj(R’S) co T’4 mod M’N, also
auch von (RS) co TA mod MN in 58(R’S) co FA mod M’N,
der als Spezialfall der unter c und d behandelten ensteht.

f) Der Übergang von S zu S’-D S, von N zu N’D N und von
LJ zu J’ D 4 (bei dem alle Inklusionen erhalten bleiben sollen)
induziert einen gebietstreuen Homomorphismus von g(R) co
F auf St (R) co T und dabei von ,8(R) co T mod M auf 3(R)
co T mod M, von Sj(RS) co lA mod MN in §(RS’) co FA’
mod MN’, also auch von 58(RS) co T4 mod MN auf llS(RnS’)
co T4’ mod ltlN’, der als Spezialfall der unter c und d behan-
delten entsteht; die Gebietstreue ist genau wie in b einzusehen.

In allen diesen Fällen setzen sich, wenn mehrere Übergang
hintereinander ausgeführt werden, die induzierten Homomor-

phismen wie die entsprechenden Übergânge zusammen.
In den Fällen a, b, e, f, nennen wir den induzierten Homomor-

phismus auch den (zu dem betreffenden Übergang gehôrigen)
natürlichen Homomorphismus; in den Fâllen c, d geben wir
dem induzierten Homomorphismus dasselbe Funktionszeichen wie
der induzierenden Abbildung.

Die fünf Abbildungsprinzipien lassen sich noch kombinieren;
wir verzichten auf die explizite Formulierung.

37. HAUPTSATZ II: 58sr( RS) co TA mod MN ist stetig isomorph 51 )
einer Untergruppe der Gruppe co 4 über 9. (R) / (SS) 1nod MN.
Bestehen R, S, M, N nur aus endlich vielen Punkten, so ist 58sr
sogar stetig isomorph 51 ) einer Untergruppe einer endlich erzeugten
Gruppe co LI. Sind die Rdume total beschriinkt 52) und ist s  q 52a )
so ist 58Cf} stetig isomorph einer Untergruppe einer endlich erzeugtert
Gruppe co 4.

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind evident 53). - Wir
setzen e = !(r-e) und konstruieren auf Grund der Total-

51) Für M = N läßt sich hier sogar topologische Isomorphie erreichen; bei der
dritten Aussage scheint das aber nicht môglich zu sein.

52) R heiBt bekanntlich total beschrânkt, wenn es zu jedem positiven e in R
eine endliche Punktmenge gibt, von der jeder Punkt von R einen Abstand ; ; ? 1} hat.

52a) Für s = iî scheint das nicht richtig zu sein.

53) Wenn G eine topologische Gruppe, U eine Untergruppe, N ein Normalteiler
ist, so ist NU/N stetig isomorph abgebildet auf UIU AN, also inG/U/BlB"T. jjq ist,
wie man ohne weiteres sieht, eine ausgezeichnete Untergruppe.
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beschränktheit endliche Teilmengen M’, N’, R’, S’ von bzw.

M, N, R, S mit M’ c R’ c S’, M’ c N’ c S’, derart daf3 jeder Punkt
von M bzw. N bzw. R bzw. S einen Abstand  fJ von der Menge
M’ bzw. N’ bzw. R’ bzw. S’ hat. Dann gibt es eine fJ-Verrückung
0 (d.h. eine nicht notwendig stetige Abbildung, die jeden Punkt
um hbehstens e verschiebt) mit

Nach Prinzip d (36) induziert 0 die stetigen Homomorphismen

also auch

Bei diesem letzten Homomorphismus gehen die und nur die

Restklassen in 0 über, in denen Zyklen z liegen, für die

ist; sie bilden eine Untergruppe U von 3,(R). Für die Elemente
von U gilt a fortiori

also, da bei einer fJ-Verrückung jeder z, sich selbst q-homolog,
bleibt, auch

Somit ist

Nun ist

stetig isomorph in

abgebildet; ferner ist

topologisch isomorph
also stetig isomorph abgebildet in

also auch in

wie wir es wünschten.

38. Eine Rn-adische Entwicklung nennen wir gleichmâl3ig,
wenn die Abbildungen fm gleichartig gleichmâl3ig stetig sind.

54) Wir lassen hier meistens einen Teil der Bestimmungsstücke weg. Wir dürfen
ferner r = L1 voraussetzen.
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Eine Abbildung in eine Rn-adische Entwicklung heßt gleich-
mäßig stetig, wenn die abbildenden Funktionen gleichartig
gleichmäßig stetig sind.
Wir definieren nun die Bettische Gruppe einer gleichmäßigen

Rn-adischen Entwicklung co einer Gn-adischen Entwicklung. Das
ist die Gruppe Ma)

dabei sollen die S. (und gleichzeitig die Rn’ Nn und Mn ) eine
gleichmäßige Rn-adische Folge

und die dn (und gleichzeitig die rn) eine G.-adische Folge

bilden; die En bzw. q. sollen nirgends zunehmende positive
Nullfolgen sein und zwar so beschaffen, daB je zwei Punkte von
Sm im Abstand  Em bzw. ’Y}m voneinander durch f n abgebildet
werden in zwei Punkte im Abstand  En bzw. ’Y}n voneinander

(solche Folgen En’ 17n existieren auf Grund der Gleichmäßigkeit
der fnl). Die auf Grund der Abbildungsprinzipien (36) induzierten
stetigen Homomorphismen

existieren dann, und die Bettische Gruppe als G.-adischer Limes
dieser Folge ist dann definiert.
Den Entwicklungstypus der Bettischen Gruppe, wie er durch

diese Definition gegeben ist, nennen wir die Zyklose 55 ) OE der

gleichmäßigen Rn-adischen Entwicklung co der Gn-adischen Ent-
zvicklung.

Speziell ist damit auch die Bettische Gruppe und die Zyklose
eines festen Raumes R bei festen oder variablen S, M, N, h, d
definiert (die f n sind dann auf einer oder mehrerer dieser Râume
und Gruppen die identischen Abbildungen).
DaB für den Fall eines festen R = S (mit M = N leer) und

fester Koeffizientenbereiche unsere Definition der Bettischen

54a) Zum Zeichen eines vollzogenen Grenzübergang klammern wir den betreffen-
den Index ein.

r.4b) Für die Abbildungen der Râume und der Gruppen verwenden wir also das-
selbe Funktionszeichen. Das ist bequem und ungefàhrlich.

ss) Dies Wort übernehmen wir von L. PONTRJAGIN, a.a.0. 13), 198.
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Gruppe (einschlieBlich der Topologie; siehe 15), L. Pontrjagin)
mit der üblichen übereinstimmt, bedarf keines Beweises.

Dagegen kônnte man mit viel Recht für die Bettische Gruppe
von R rel S noch eine andere Definition vorschlagen an Stelle

von 8(RS) = lim 58,,,,,.(RS), nâmlich

Man kann das unter Berücksichtigung von M, N, r und d noch
allgemeiner aufschreiben (M und h benehmen sich dabei wie R;
N und d wie S); man kann sogar variable Bestimmungsstücke
zulassen. Zweifellos hâtte diese Definition einige vorzüge ge-
genüber unserer (aber auch Nachteile); wir werden sie kaum

berücksichtigen, da sie sich im GroBen und Ganzen nicht viel
anders als unsere benimmt und es für die meisten Anwendungen
gleichgültig ist, welche Definition man zugrunde legt 56). - Wo
wir nicht ausdrücklich etwas Anderes bemerken, meinen wir
jedenfalls, wenn wir von Bettischer Gruppe, Zyklose usw. sprechen,
immer die der ersten Definition.

39. HAUPTSATZ III: Bei der Definition der Bettischen Gruppe
darf man die Grenzübergànge in den einzelnen Bestimmungs-
stücken e,,, nn, R., S., Mn, Nn, rn, Lin unabhângig voneinander
vollziehen.

(Unmittelbare Folge des G.-adischen Doppelfolgensatzes,
siehe 19.)
Bemerkung: Der Grenzübergang in bezug auf Rn, Sn’ Mn, Nn

muß im allgemeinen gemeinsam vollzogen werden; nur wenn die
Beziehung SI -D R. D Mv, SI D N,, D MI, für alle 1, m, n, p einen
Sinn hat (das ist der Fall, wenn die Râume absteigende Folgen
bilden) und erfüllt ist, darf man auch diese Grenzübergang
unabhângig voneinander vollziehen. Analoges gilt für rn, dn.
FOLGERUNG 1: Bei der Definition der Bettischen Gruppe darf

man erst den Grenzübergang mit en - 0 und dann den mit ’YJn  0
vollziehen.

56) In der Sprache der konvergenten Zyklen lâ6t sich der Unterschied zwischen
Q3 und 0* so formulieren: bei der Berechnung von 0 wird S sowohl zugezogen,
um festzustellen, ob ein Zyklus konvergiert, als auch um festzustellen, ob er null-
homolog ist; bei Berechnung von 3* jedoch wird S nur zu dem zweiten Zweck
herangezogen. - Übrigens ist es sehr wahrscheinlich, daB in einer absteigenden
Folge kompakter Râume und sehr allgemeiner (nicht nur kompakter, für die das
evident ist) Koeffizientenbereiehe 113 und %$* identisch sind; doch das wâre eine
ziemlich tief liegende Tatsache.
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FOLGERUNG 2: Die Bettische Gruppe der Folge R., Sn, Mn,
Nn, rn, dn ist gleich dem Limes der Bettischen Gruppen:

Wenn wir hier und in Zukunft die Indices En und r¡n weglassen,
so bedeutet das, daf3 der Grenzübergang in bezug auf En und
r¡n bereits vollzogen ist.

HAUPTSATZ IV: a, b) Bettische Gruppe und Zyklose sind unab-
hiingig von der speziellen Wahl der Folgen e., nn-

c) Ein stetiger Homomorphismus bzw, topologischer Isomor-
phismus der Koeffizientenbereichfolge in bzw. auf eine andere

induziert einen stetigen Homomorphismus bzw. topologischen
Isomorphismus der zugehôrigen Bettischen Gruppen und Zyklosen.

d) Eine gleichmäßig stetige bzw. gleichmäßig topologische
Abbildung der Rn-adischen Folge der Râume in bzw. auf eine
andere induziert einen stetigen Homomorphismus bzw. topologischen
Isomorphismus der zugehôrigen Bettischen Gruppen und Zyklosen.

e) Werden bei e oder d mehrere Abbildungen hintereinander
ausgeführt, so setzen sich die induzierten Abbildungen wie die
induzierenden zusammen.

f) Die Bettische Gruppe und die Zyklose hângt nur ab von dem
gemeinsamen Entwicklungstypus der Folgen R,,, S., Nn, Mn und
r n’ dn.
Bemerkung: Bei c, d, f hüte man sich vor der Annahme, die

Bettische Gruppe und die Zyklose seien bereits durch die Limites
der Folgen R., Sn’ Mn, N?2 und rn, Lin bestimmt. Hinsichtlich
der ersten Folgen stimmt das allerdings in kompakten Râumen
(Hauptsatz V), hinsichtlich der zweiten gilt das selbst unter sehr
einschrankenden Voraussetzungen nicht (siehe Anhang).
FOLGERUNG 1: Die Bettische Gruppe und Zyklose eines festen

Raumes R bei festen S, N und M hangt nur von R, S, M, N
und dem Entwicklungstypus der hn, Lin ab.
FOLGERUNG 2: Die Bettische Gruppe und Zyklose bei festen

Koeffizientenbereichen hangt nur von den Koeffizientenbereichen
und dem Entwicklungstypus der Raumfolgen ab.

Beweis der Hauptsatzes IV: a, b) Sind zwei Folgenpaare ge-
geben E., qn5 en, nn, so hat man zwei Gn-adische Folgen

Auf Grund der Abbildungsprinzipien (36d) gibt es stetige Ho-
momorphismen
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definiert bei festem n für fast alle m; man braucht nämlich nur

m so groß zu yvâhlen, daB

ist, und das ermôglicht uns die GleichmäBigkeit der Entwicklung.
Die qq’ und -’99’ bilden nun die beiden G,,-adischen Folgen stetig
homomorph ineinander ab, aber es sind sogar die Zusammen-
setzungsregeln

erfüllt, die den topologischen Isomorphismus beider Folgen (der
bzw. Zyklosen ) und ihrer Limesgruppen (der Bettischen Gruppen)
gewâhrleisten (G.-adischer dritter Limessatz, 19).

c, d) Es liegen nun zwei (gleichmaBige) Folgen von Râumen
und Gruppen vor

und die (gleichmäBig stetige) Abbildungsfolge

der ersten in die zweite,

Die cpr;: induzieren auf Grund der Abbildungsprinzipien (36c)
stetige Homomorphismen von

die bei festem n für fast alle m definiert sind (man yvâhle rrt
âhnlich wie in a, b) und denselben Zusammensetzungsregeln
genügen, also einen stetigen Homomorphismus der einen Gruppen-
folge E n 1] n ... in die andere verursachen. Das ist aber ein stetiger
Homomorphismus der einen Zyklose in die andere und damit
auch der einen Bettischen Gruppe in die andere ( Gn-adischer
dritter Limessatz, 19).

Die andere Aussage des Satzes, topologisch isomorphe und

57) e ist so definiert: alle Punkte im Abstand e(r£) voneinander sollen durch
irgendeine beliebige der vorliegenden Abbildungen in Punkte im Abstand  n
voneinander übergeführt werden.
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gleichmaBig topologische Abbildungen betreffend, lâBt sich

genauso wie die eben behandelte erste Aussage beweisen oder
auch als unmittelbare Folgerung der ersten Aussage.

e) ist evident.

f) ist nur eine Zusammenfassung von a, b und den zweiten
Aussagen von c, d.

40. Wir gehen jetzt zur Betrachtung kompakter R.-adischer
Raumfolgen über. Eine Rn-adische Folge kompakter Rn ist bei
geeigneter Metrisierung von selbst gleichmäBig. Wir metrisieren
nâmlich den aus R und den Rn zusammengesetzten Raum S
(siehe 6) irgendwie und dann die Rn als Teilmengen von S.
In bekannter Weise kônnen wir schlieBen: Gâbe es Punktepaar-
folgen

so dürfte man wegen der Kompaktheit annehmen, daB die a,,
und bv (in S ) konvergieren. Daraus folgte dann, nach der Bemer-
kung zum Konvergenzkriterium (6), daB die

(für jedes k, für das sie definiert sind) zum selben Punkte kon-
vergierten, also wieder nach der Bemerkung zum Konvergenz-
kriterium auch, daß die

zum selben Punkte konvergierten, im Widerspruch zur Annahme.
Ebenso zeigt man, daB bei Abbildungen kompakter Rn-

adischer Folgen in andere die gleichmäBige Stetigkeit schon aus
der Stetigkeit folgt.
FOLGERUNG 3 AUS HAUPTSATZ IV: Im kompakten Fall sind

Bettische Gruppe und Zyklose topologische Invarianten. (Ergibt
sich unmittelbar aus dem vorhergehenden. )
Wir legen wieder die Bezeichnungen von 38, 39 zugrunde.
HAUPTSATZ V: Sind die Rn, Sn, Mn, N n’ in sich kompakt; so

hiingen Bettische Gruppe und Zyklose der Folge (aufler vom Ent-
wicklungstypus der rnL1n) nur ab von R = lim Rn, S = lim Sn ,

n n

lll = lim Mn, N = lim Nn (und ihrer gegenseitigen Lage), es sind
n n

nâmlich die Gruppenfolgen
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topologisch isomorph, also auch ihre Limites:

Ebenso hângen unter denselben Bedingungen bei einer stetigen
Abbildung einer Raumf olge in eine andere die induzierten Abbil-
dungen der bzw. Bettischen Gruppen und Zyklosen nur ab von der
Abbildung der bzw. Limesrâume, und es gilt eine âhnliche Limes-
formel wie oben.

Bemerkung: Der Satz zeigt, dafl im kompakten Fall die Be-
trachtung variabler R, S, M, N nichts Neues liefert gegenüber
der Betrachtung fester.
FULGERUNG 1: Die Gruppen

sind topologisch isomorph bei in sich kompakten R,,, S,,, Mn, Nn
oder kurz: der Limes der Bettischen Gruppen ist gleich der Betti-
schen Gruppe des Limes 58).

(Ergibt sich aus Hauptsatz V unter Anwendung von Haupt-
satz III unmittelbar.)
FOLGERUNG 2: Bilden die in sich kompakten R., S., Mn, Nn

eine absteigende Folge, so hângen Bettische Gruppe und Zyklose
der Folge nur von denen der Durchschnitte der R., S., Mn, Nn ab.

(Diese Durchschnitte sind nàmlich nichts Anderes als die Rn-
adischen Limites.)
Bemerkung zu Folgerung 1: Keineswegs ist auch der Limes der

Zyklosen gleich der Zyklose des Limes. Wohl gilt das, wenn z.B.
die Rn Polyeder sind (siehe Hauptsatz VI).

Beweis des Hauptsatzes V: Nach Folgerung 3 aus Hauptsatz
IV (siehe diese Nr.) dürfen wir in unsern Râumen eine beliebige
Metrik voraussetzen (wenn nur in ihr die f n gleichartig gleich-
mäßig stetig bleiben). Wir denken uns daher R, S, M, N, Rn,

58) Man kommt also zu denselben Ergebnissen, ob man die Bettische Gruppe,
wie wir es im Wesentlichen getan haben, nach Vietoris, oder ob man sie mit Alexan-
droffschen Spektren definiert; siehe 41).
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Sn, Mn, Nn wie zu Beginn dieser Nr. zu einem kompakten Raum
vereinigt.
Wegen der Kompaktheit kônnen wir eine nirgends abnehmende

positive monotone Nullfolge t9,, bestimmen, so daß erstens die
Abbildung fmn und fn( = lim f n ) j eden Punkt (von Sm und S)

m

um hôchstens {}n verrückt (in einen Punkt von Sn ) und zweitens
zu jedem Punkt von Rn bzw. Sn bzw. M. bzw. Nn im Abstande  ’n
ein Punkt von R bzw. S bzw. M bzw. N existiert. Dann gibt es
eine (nicht notwendig stetige) iû.-Verrückung, OE" genannt, mit

Wir wählen die Folgen e., ’YJn’ über die wir noch (nach Haupt-
satz IVa, b) verfügen dürfen, wie folgt:

Bequemlichkeitshalber lassen wir die Angaben rJn, S., M., Nn,
S, M, N, rn, L1n im weiteren Verlauf des Beweises weg.
Wir betrachten nun unsere beiden Folgen

deren topologische Isomorphie wir zu beweisen haben gn bedeu-
tet hier den auf Grund der Abbildungsprinzipien 36 a-c beim
Übergang von sm ZU Sn und von F mL1 m zu FnL1n induzierten stetigen
Homomorphismus ).

Die stetige Abbildung fnR c Rn (zusammen mit der Abbildung
der m-ten Koeffizientenbereiche in die n-ten) induziert (36c, d)
einen stetigen Homomorphismus

der bei jedem festen n für fast alle m definiert ist (nâmlich für
Em + 2{}n  En). Da die Zusammensetzungsregeln

offensichtlich erfüllt sind, ist ("Pr::) ein stetiger Homomorphismu8
der zweiten Folge (f) in die erste.
Umgekehrt induziert die Abbildung (/JmRm c R (zusammen mit

der Abbildung der Koeffizientenbereiche) nach 36c, d einen

stetigen Homomorphismus
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der bei festem für fast alle m definiert ist (nâmlich für
Em + 2{}n  En). Von den Zusammensetzungsregeln

ist die Beziehung zwischen dem ersten und dritten Glied evident.
Um die Beziehung zwischen zweitem und drittem Glied zu be-
weisen, verfahren wir so : f und 0-P sind beide iû,-Verrückungen,
also ist f/JP Ir; eine 2iÛ.-Verrückung; dagegen ist Om eine Om-
Verrückung. Wenden wir nun auf einen em-Zyklus aus Rm einer-
seits (ppfm, andererseits ggm an, so erhalten wir (für fast alle n)
zwei e.-Zyklen, in Rn, die (in Rn) {êm+2{}p+{}m)-homolog sind.
Sie sind dann auch (êm+3{}n)-homolog, also für fast alle m auch
Bn-homolog. Also vermitteln in der Tat pl’fm und pm dieselbe
Abbildung von e m (Rm).
Aus dem Zusammensetzungsregeln folgt, dal3 (ip’) einen

stetigen Homomorphismus der ersten Folge in die zweite v er-

mittelt.

Um einzusehen, daB hier ein topologischer Isomorphismus
vorliegt, brauchen wir nur noch

zu beweisen. Die erste Gleichung ergibt sich daraus, daß pv
und 1fJ;; durch {} p - Verrückungen, also ggvy’ durch eine 20,-
Verrückung induziert wird, wâhrend gn ohne jede Verrückung
(durch einen natürlichen Homomorphismus und den der Koef-
fizientenbereiche) entsteht; wendet man beide Abbildungen auf
einen e.-Zyklus in R an, so erhâlt man für fast alle m also

(em+2t9p)-homologe Bn-Zyklen in R, diese sind auch (Bm+2{}n)-
homolog, also für fast alle m auch Bn-homolog.
Analog beweist man die zweite Gleichung, indem man zeigt,

daB die beiden Seiten einen e.-Zyklus in Rm bzw. abbilden in
En-Zyklen in Rm, die (e,,,+t9.+2ep)-homolog, also (Bm+3{}n)-
homolog, also für fast alle m auch e.-homolog sind.
Damit ist die erste Aussage des Hauptsatzes bewiesen; für die

zweite Aussage unterlassen wir den Beweis, der sich von dem
eben geführten nicht wesentlich unterscheidet.

41. Wir betrachten für den Augenblick feste in sich kompakte
R, S, M, N und feste F.1. Ein besonders einfacher Fall ist der,
da13 die Entwicklung, die die Zyklose definiert, sich so wâhlen
läßt, daB alle ihre Abbildungen "topologische Isomorphismen
auf" sind. Wir wollen das den polyederartigen Fall nennen. (Es
ist natürlich keine Verallgemeinerung, wenn man nur verlangt,
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daB fast alle Abbildungen "topologische Isomorphismen auf"
sind.) In diesem Fall wird Zyldose und Bettische Gruppe nur
scheinbar durch einen unendlichen (Gn-adischen) ProzeB be-
stimmt.

HAUPTSATZ VI: Sind die Koeffizientenbereiche fest und liegt
in der Rn-adischen Folge Rn5nMnNn der kompakte und polyeder-
artige Fall ( für jedes n) vor, so ist nicht nur die Bettische Gruppe
des Limes gleich dem Limes der Bettischen Gruppen, sondern es
ist auch die Zyklose des Limes, d.h. im wesentlichen die Folge

topologisch isomorph der Entwicklung

(Beweis klar.)
Der polyederartige Fall liegt z.B. vor, wenn die Rn’ ... Polyeder

sind; er liegt aber auch dann vor, wenn die Râume nur (in einer
gewissen Weise) im Kleinen zusammenhängend von jeder Dimen-
sion (im Homologiesinne) sind. Es gilt der
SATZ 1: Ist R = S kompakt, M und N leer, gibt es weiter zu

jeder abgeschlossenen Umgebung Veines beliebigen Punktes a eine
abgeschlossene Umgebung U roon a und danach zu jedem positiven
,q ein positives e, derart dap jeder hôchstens d-dimensionale e-Zyklus
co mod 0 aus U in V co mod 0 q-berandet, so liegt für R der
polyederartige Fall co F vor.

Bemerkung: Einfacher läßt sich unsere Berandungsvorschrift
so formulieren: Die Zyklosen (bis zur d-ten Dimension) von U
rel V sind die Nullzyklosen 59 ).

Beweis : Es ist klar, daß man mit endlich vielen U und TT für

ganz R auskommt. Wir untersuchen zunâchst die Verhâltnisse
co mod 0 und konstruieren eine iû-Modifikation 60), d.h. eine

Zuordnung folgender Art: Jedem hôchstens (d+1)-dimensionalen
ô-Simplex t in R (und damit in additiver Weise auch jedem
Komplex co mod 0) wird ein ô’-Komplex t’ co mod 0 zugeordnet,
so dal3 die Berandungsrelationen erhalten bleiben. Dabei soll

jede Ecke sich selbst entsprechen und der Durchmesser der aus
t und t’ bestehende Menge für alle hôchstens d-dimensionalen t

hôchstens e sein. Nachdem man à positiv vorgeschrieben hat,

59) Das ist der Typus einer Folge von Gruppen, die alle nur aus der Null be-
stehen.

6°) Définition von P. ALEXANDROFF 13), Nr. 55.
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wollen wir für genügend kleines «5 und beliebiges ô’ die Modifi-

kation den angeführten Bedingungen gemäß bestimmen.
Dazu verfahren wir so: 4 sei ein eindimensionales Simplex

genügend kleinen Durchmessers und ro sein Rand. ro berandet
einen Komplex ti (der aus kleinen Simplexen besteht) und mit
t; zusammen eine Menge kleinen Durchmessers bildet. Sei t2
ein zweidimensionales Simplex und rl sein Rand. ri ist eine al-
gebraische Summe gewisser 4, die zugehôrigen t’ addieren wir
in derselben Weise und erhalten ri. Mit r’ verfahren wir ebenso
wie vorhin mit ro und so fort durch alle nôtigen Dimensionen.
Das ergibt die gewünschte Modifikation. Man kann übrigens
voraussetzen, daß, nachdem e und «5’ festgelegt sind, für alle

1 t’ 1 (co mod 0 berechnet) eine obere Schranke m existiert; ferner
daß bei der Modifikationen alle ô"-Simplexe (und -Komplexe)
unverândert bleiben.
Wir zeigen nun, daB der natürliche Isomorphismus von 58s’fJ

in 8, (e’  s) ein "topologischer Isomorphismus auf" ist, sobald
e (in Abhängigkeit von iî) genügend klein gewàhlt ist. Man braucht
nâmlich nur eine (}-Modifikation (0  n) zu bestimmen, die E-
Komplexe in e’-Komplexe überführt; zu jedem e-Zyklus findet
man so einen e’-Zyklus, der ihm (e+{) )-homolog, also für genügend
kleines e auch iî-homolog ist; zu jedem Element von $8 findet
man also ein Urbild in 586’fJ. Wegen (*) aus 22 ist diese Um-
kehrung stetig.

Weiter ist für kleineq der natürliche gebietstreue Homomorphis-
mus von 586fJ’ auf B11 (q’  q ) ein Isomorphismus, solange e  ?/
ist. Denn ein r-Komplex, dessen Rand ein E-Zyklus ist, läßt sich
in einen ,q’-Komplex mit demselben Rand modifizieren. DaB dieser
Isomorphismus topologisch ist, ist klar.
Zusammen ergibt das, daB bei geeigneter Wahl der Folgen

En’ rn die Gruppen )86 ’J’) auf einander topologisch isomorph bezogen
sind, was wir beweisen wollten.

42. In kompakten Râumen sind Bettische Gruppe und Zyklo-
se, wie wir sahen, topologische Invarianten. Für andere Râume
liefern die bisherigen Definitionen jedoch keine invarianten

Begriffe. In im Kleinen kompakten Râumen zieht man daher
eine Definition vor, die auf der Nacheinanderanwendung Rn-
adischer und R.-aler Prozesse beruht.
Wir beschâftigen uns zunâchst - etwas allgemeiner - mit

einer Rn-alen Folge in sich kompakter Rn, Sn, Mn, N,,,,
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und einer Gn-alen Folge,

Nach Hauptsatz IV induzieren die f n stetige Homomorphismen
der Bettischen Gruppen B(R,,, Sn ) co TnL1n mod M.N.. Diese

Gruppen bilden also eine G,,-ale Folge; ihr Typus heiBt die

Zyklosen und ihr Limes die Bettische Gruppe der Folge. Diese
Definition ist natürlich von der früher gegebenen wesentlich
verschieden. Man kann noch etwas allgemeiner verfahren. Man
braucht nicht vorauszusetzen, daB die einzelnen (RnSn) co TL1
mod MnNn bei festem TL1 berechnet sind. Dann hat man also
statt der einfachen Gn-alen Folge TnL1n eine gemischte Doppel-
folge TknL1kn, die etwa in bezug auf den ersten Index G.-adisch
und in bezug auf den zweiten Gn-al ist;

ist also für jedes feste m und n (m  n) ein stetiger Homomor-
phismus der G.-adischen Folge rkm in die Gn-adische Folge rkn.
Die Bettische Gruppe unserer Gn-alen Folge ist dann definiert als

ihr Erzeugungstyp ist die Zyklose 60b).
Aus dem Gn-alen Doppelfolgensatz (19) ergibt sich unmittelbar
HAUPTSATZ III*: Bei der Definition der Bettischen Gruppe

darf man die einzelnen Gn-alen und Rn -alen Grenzübergânge
unabhângig voneinander vollziehen.
Bemerkung 1: Der Grenzübergang in bezug auf Rn, Sn’ Mn, Nn

muB im allgemeinen gemeinsam vollzogen werden; nur wenn die
Beziehung Sk -D R, -D M., Sk -D N,,, -D M. für alle Indices einen

Sinn hat und erfüllt ist, darf man diese Grenzübergânge unab-
hängig voneinander vollziehen. Analoges gilt für Tn, dn.
Bemerkung 2: Eine Vertauschung Gn-aler und G,,-adischer

Prozesse ist natürlich nicht zul,ssig.
HAUPTSATZ IV*: c) Ein stetiger Homomorphismus bzw. topolo-

soa) «’ie im letzten Absatz von 38 kann man auch hier eine Gruppe 8*
definieren; der Inhalt von 56) iibertràgt sieh dann m.m.

sob Man kônnte den Begriff der Zyklose hier noch weiter verschârfen, indem
man sie erklârt als Typus der fraglichen Gemischtfolge; wir haben zwar Typen
von Gemischtfolgen nicht definiert, es liegt aber auf der Hand, wie man das tun
kônnte. Da diese Verschârfung aber keine wesentlich neue Fragestellung nach

sich zieht, unterlassen wir es, sie zu verwenden.
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gischer Isomorphismus der Koeffizientenbereichfolge in bzw. auf
eine andere induziert einen stetigen Homomorphismus bzw, topolo-
gischen Isomorphismus der zugehôrigen Bettischen Gruppen und
Zyklosen.

d) Eine stetige bzw, topologische Abbildung der Rn-alen Folge
der Râume in bzw. auf eine andere induziert einen stetigen Homo-
morphismus bzw. topologischen Isomorphismus der zugehôrigen
Bettischen Gruppen und Zyklosen.

e) Werden bei c und d mehrere Abbildungen hintereinander
ausgeführt, so setzen sich die induzierten Abbildungen wie die
induzierenden zusammen.

f) Die Bettische Gruppe und die Zyklose hiingen nur ab von

dem gemeinsamen Entwicklungstypus der Folgen der Râume und
der Koeffizientenbereiche.
Den Beweis unterlassen wir, da er mit dem von Hauptsatz IV

fast wbrtlich übereinstimmt.

HAUPTSATZ V*: Die R., S., Mn, Nn môgen jetzt aufsteigende
Folgen kompakter Râume bilden. Lassen wir nur solche R., S.,
llln, Nn zu, die in ihren Limites abgeschlossene Hüllen offener
Mengen darstellen, so hiingen Bettische Gruppe und Zyklose (auper
vom Entwicklungstypus der Koeffizienienbereiche) nur ab von den
Limesriiumen R, S, M, N (und ihrer gegenseitigen Lage). Ebenso
hiingen unter denselben Bedingungen bei einer stetigen Abbildung
einer Raumf olge in eine andere die induzierten Abbildungen der
bzw. Bettischen Gruppen und Zyklosen nur ab von der Abbildung
der bzw. Limesriiume.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen, denn
nach dem Borelschen Überdeckungssatz müssen je zwei der

zugelassenen Folgen, die dieselben Limesraume R, S, M, N

erzeugen topologisch âquivalent sein.
Wenn wir jetzt von der Bettischen Gruppe oder Zyklose in sich

im Kleinen kompakter 61) R, S, M, N sprechen, meinen wir immer
die Bettische Gruppe oder Zyklose einer Rn-alen Folge R.,
S,,, Mn, Nn, die R, S, M, N erzeugt und den Bedingungen des
Hauptsatzes V genügt. Die Definition hat dann, wie wir sahen,
unabhangig von der Wahl der Rn-alen Folge einen Sinn. Sie

ist auch topologisch invariant.
Liegt bei den R,,, S,,, Mn, Nn der polyederartige Fall vor (das

61) Es ist klar, daB im Spezialfall kompakter R, S, 1B1, 1’1 die Bettische Gruppe
der früher definierten topologisch isomorph wird. Für die Zyklose gilt etwas Âhn-
liches, sohald man den Bemerkungen 60b) Rechnung tragt.
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kann sich insbesondere dann ereignen, wenn die R, S, M, N
offene Teilmengen euklidischer Râume sind), und sind die rnL1n
fest, so ist zwar der Grenzübergang zu B(R.S.) mod MnNn nur
scheinbar; trotzdem aber darf man aber G.-adische und G.-ale
Prozesse nicht vertauschen, dazu mülite man erst über ein Art
Gleichmäßigkeit der polyederartigen Charakters verfügen.

43. Man kann nun wieder Rn-adische Folgen im Kleinen
kompakter Râume betrachten und die Bettischen Gruppen und
Zyklosen dieser Folgen ganz genauso wie in 38 definieren, nur
mit dem Unterschied, daB an die Stelle der topologisch nicht
invarianten e 11 (Rn, Sn ) ... die, wie wir sahen, topologisch in-
varianten, Bettischen Gruppen im Kleinen kompakter Râume
(nach 42) treten. Wir haben also stetige Abbildungen bzw.
Homomorphismen

die nach Hauptsatz IV stetige Homomorphismen der zugehôrigen
Bettischen Gruppen (im Sinne von 42) induzieren. So entsteht
eine G.-adische Gruppenfolge, deren Limes wir die Bettische

Gruppe unserer Folge im Kleinen kompakter Râume nennen; ihr
Erzeugungstypus heil3t wieder die Zyklose 6Ob). Bei der Bildung
dieser Bettischen Gruppe 6°a) liegen drei Grenzübergänge vor:

Hierbei sind die Rln , ... abgeschlossene Hüllen offener Mengen
in Rn’ ..., die über 1 vereinigt R., ... ergeben und die Fkl,,’Akl,,
sind dreifache Gruppenfolgem, die in dem ersten und dritten

Index G,,-adisch und im zweiten Index G,,-al sind.
HAUPTSATZ III**, IV**: Die Haupisâtze III, I Vc - f bleiben

gültig, wenn man die neue Definition Bettischer Gruppen und
Zyklosen ( Rn-adischer Folgen im Kleinen kompakter Riiume)
zugrundelegt und nur Abbildungen mit kompakten Urbildern kom-
pakter Mengen zuliifJt.
Den Beweis unterlassen wir wieder, da er von dem der Haupt-

satze III, IV kaum abweicht.
Man kann das Verfahren der abwechselnden Anwendung Rn-

adischer und Rn-aler Prozesse natürlich beliebig weit fortsetzen,
ohne daß jedoch wesentlich Neues darüber zu sagen wâre. Ist

der Rn-adische ProzeB speziell eine unendliche Durchschnitts-
und der Rn -ale ProzeB speziell eine unendliche Vereinigungs-
bildung, so kommt man auf die Art zu Bettischen Gruppen und
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Zyklosen von Fa-, Fa6-’ FaÓa-’ ... und 06-, °Óa-’ 06jô- , ...
Mengen. Doch hat man keine topologische Invarianz der so

definierten Bettischen Gruppen und Zyklosen zu erwarten.
44. Wichtig sind die eben definierten Bettischen Gruppen

und Zyklosen R.-adischer Folgen besonders für den Fall, daB
die Rn, Sn, M., Nn absteigende Folgen abgeschlossener Teil-

mengen eines festen im Kleinen kompakten Raumes bilden;
insbesondere ist der Fall interessant, dals der Durchschnitt der

Rn leer ist. Speziell kann man so den Enden 62) im Kleinen
kompakter Râume Bettische Gruppen und Zyklosen zuordnen,
wenn man von den Rn noch verlangt, daB sie abgeschlossene
Hüllen offener Mengen und ihre Ränder kompakt sind.
Beachtet man, daß durch Weglassen einer abgeschlossenen

Menge aus einem kompakten Raum ein im Kleinen kompakter
Raum entsteht, so kann man das eben Gesagte zum Studium
lokaler Eigenschaften kompakter Râume verwenden. Ist namlich
a ein Punkt von R und Un eine Folge auf a zusammenschrump-
fender Umgebungen, so liefern die zur Folge U.Ba 63) ( = Rn )
gehôrende Bettische Gruppe und Zyklose eine (nach Hauptsatz
IV**) topologisch invariante Eigenschaft von R im Punkte a.
Oder: Liegt R in einem kompakten Raum E, ist a wieder ein
Punkt von R und Un eine auf a zusammenschrumpfende Folge
von Umgebungen in E, so liefern die Durchschnitte der Un mit
E (als unsere Rn ) eine Bettische Gruppe und Zyklose, die (nach
Hauptsatz IV**) topologische Invarianten von E in a sind.
Man kann dies Verfahren noch mannigfach variieren, z.B.

indem man die M. noch in bestimmter Weise abnehmen last.
Wir wollen jedoch auf diese Dinge nicht weiter eingehen.

45. In vielen Fàllen werden die Zyklosen wesentlich mehr
leisten als die Bettischen Gruppen oder gar die Bettischen Zahlen
(d.h. die Range der Bettischen Gruppen). Dafür sind die Zyklosen
jedoch sehr unhandlich. Es gibt aber eine arithmetische Invariante
der Zyklosen, die in manchen Fällen mehr leisten kann als die

62) Siehe H. FREUDENTHAL [Math. Ztschr. 33 (1931), 692-713]. Ein âhnlieher

Begriff (ideal éléments) findet sich bei S. LEFSCHETZ a.a.O. 49), Ch. VII, § 2. Recht
zweckmäßig erscheint der Lefschetzsche Begriff aber nicht, denn er beruht auf der

Anwendung absteigender Folgen offener Mengen, von denen weder verlangt wird,
daB der Durchschnitt ihrer abgeschlossenen Hüllen leer ist (es soll der Durch-

schnitt der Mengen selbst leer sein), noch daB ihre Ränder kompakt sind. Schlieut
man nach Lefschetz den Raum durch seine Enden ab, so entsteht kein vernünftiges
topologisches Gebilde.

63 ) Das ZeichenBwar in 43) erklärt worden.
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Bettischen Gruppen; wir meinen den Rang der Zyklose, den wir
die Alexandroffsche Zahl nennen 64).
Das Rangkriterium (19) hat uns gelehrt, zu einer gegebenen

Entwicklung eine topologisch isomorphe zu konstruieren, deren
Rang mit dem des Typus übereinstimmt. Für die geometrischen
Anwendungen ist es wichtig, zu wissen, daß die Entwickelung vom
Typusrang sich auch geometrisch realisieren lâl3t. Das ist der Sinn
der folgenden Sâtze.
Wir betrachten in dieser Nr. nur absteigende (im Rn-adischen

Fall) und aufsteigende (im Rn-alen Fall) Folgen R,,, S11’ Mn, Nn;
ebenso nur absteigende oder aufsteigende Koeffizientenbereich-
folgen Fn, L1n.
Wo von einer Zyklose die Rede ist, verstehen wir unter ihrer

Alexandroffschen Zahl ihren Rang (unter Berücksichtigung der
Koeffizientenbereiche ) 65 ).

Zunâchst eine Vorbemerkung: Ist e  e’, q  ij’, R c R’, S c S’,
M c M’, N c N, T c T’, L1 c 4 ’, so ist

in

auf Grund der Abbildungsprinzipien (36) durch den natürlichen
Homomorphismus f abgebildet. Der stetige Homomorphismus
f läßt sich in zwei Schritte zerleggen, wenn man zwischen den
Gruppen ( + ) und ( - ) die Gruppe

einschaltet; der erste Schritt wird ein stetiger "Homomorphismus
auf ", der zweite ein topologischer "Isomorphismus in".

Diese Zerlegung läßt sich bis zu einem gewissen Grade geome-
trisch realisieren, wenn man zwischen (+) und ( - ) die Gruppe

einschaltet; auf grund der Abbildungsprinzipien (36) wird dann
der erste Schritt wieder ein stetiger "Homomorphismus auf",

64) Diese Bezeichnung haben wir gewàhlt, weil âhnliehe Invarianten in zahl-
reichen Untersuchungen von P. ALEXANDROFF (unter dem Namen Bettische Zahlen)
auftreten. Die Bezeichnung "Bettische Zahlen" reserviert man besser für die Range
der Bettischen Gruppen.

65) Man kônnte natürlich unter Berücksichtigung von 60b) einen verschârften

Rangbegriff für Gemischtfolgen einführen und damit den Begriff der Alexandroff-
schen Zahl ve1°schàrfen.
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der zweite wenigstens ein stetiger "Isomorphismus in". Die Gruppe
( =i=) ist also stetig isomorphes Bild der Gruppe (=t=).
Man kann daran denken, dieselben Betrachtungen bei den

Bettischen Gruppen S3 durchzuführen. Dieser Gedankengang
braucht aber nicht zu gelingen, denn es ist keineswegs gesagt,
daß der natürliche Homomorphismus von 33(7P5’) in ( RS’ ) ein
,,Homomorphismus auf" ist, daß also jçj(RS) stetig isomorphes
Bild von 8(RS) ist. Wir haben hier nicht die Sicherheit, dal3
die abstrakte Zerlegung von f geometrisch realisierbar ist. Wohl
wâre das der Fall, sobald wir mit 33* statt 33 (siehe 38, letzter
Absatz) arbeiteten.
Immerhin gilt die Realisierbarkeit der Zerlegung von f noch

für die 0, wenn die RSMN etwa Polyeder sind, da dann
(für geeignete s, ij) mit çjS1] übereinstimmt.
Wir beschâftigen uns zuerst mit Rn-Gn-adischen Folgen, wie

wir sie in 38 behandelt haben, und beweisen die ,,Realisierbarkeit"
der Alexandroffschen Zahl.

HAUPTSATZ VII: Zu den absteigenden Folgen Rn5nMnNn bzw.
rnL1n lassen sich homôomorphe bzw. topologisch isomorphe Folgen
R" n S’ n M" n N’ n bzw. T’ A" n finden, derart dap der Rang der Gn-adischen
Folge

gleich der Alexandrof fschen Zahl ist. Und zwar läßt sich bereits
die nach dem Rangkriterium zu der Folge

bestimmte Folge (von2 Typusrang) llJ£ durch geeignete Wahl von
Rn, Sn, MI Nn, rI 4£ realisieren.
Bemerkung 1: Nach Hauptsatz IV darf man tatsâchlich ohne

Nachteil für die Zyklose die Folgen Rrp ... durch die Folgen
R2 , ... ersetzen.
Bemerkung 2: Nach Hauptsatz V spielt in kompakten Ràumen

- und für die werden wir uns hauptsachlich interessieren -
die Variabilitât von Rn’ Sn’ ltln, Nn keine wesentliche Rolle.

Beweis von Hauptsatz F77: Die Folge QS) (mit dem Typusrang
als Rang), die aus der Folge n nach dem Rangkriterium (19)
entsteht, sieht so aus: Nachdem eine gewisse Auswahl aus der
Indexfolge getroffen war, wird QS£ = f n+’-n+1 gesetzt. Nach den
Bemerkungen, die wir unserm Hauptsatz vorangehen lie13en, wird
QS£ realisiert durch
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(bis auf stetige Isomorphismen, die aber für die Berechnung
des Ranges keine Rolle spielen).
Über die in 42 behandelten Folgen kônnen wir nach der Vor-

bemerkung viel weniger sagen:
HAUPTSATZ VII* (speziell): Bei festen Koeffizientenbereichen

läßt sich eine aufsteigende Folge von Polyedern durch eine topolo-
gisch isomorphe ersetzen, deren Rang mit der Alexandroffschen Zahl
der Zyklose der Folge

übereinstimmt.

Bemerkung: Nach Hauptsatz IV* kônnen wir tatsachlich ohne
Nachteil für die Zyklose die Folge so ersetzen.

Über- die in 43 behandelten Folgen kônnen wir hier nichts
sagen. Dagegen kônnten wir Hauptsatz VII in vollem Umfang
auf die Folgen aus 42 und 43 übertragen, wenn wir uns statt
mit den flS mit den 113* beschâftigten. Wir unterlassen die For-
mulierung 66).

46. Was wir in der vorigen Nummer für den Rang getan
haben, kônnen wir fast ebenso für den Auftypus und den Iso-
typus tun.
HAUPTSATZ VIII, VIII* (speziell): Sind die Zyklosen der in

Hauptsatz VII, VII* (speziell) behandelten Folgen vom Auf- bzw.
Isotypus, so lassen sich die Folgen innerhalb ihres Typus so er-
setzen, dap die zugehôrigen Folgen Bettischer Gruppen Auf- bzw.
Isofolgen werden. Beim Isotypus ist jedoch etwa darauf zu achten,
ob die auftretenden natürlichen Homomorphismen gebietstreu sind.
Der Beweis ergibt sich aus 45 ohneweiteres.
Beschäftigt man sich mit den 8*, so kann man auch

hier (wie in 45) den Gültigkeitsbereich des Hauptsatzes aus-
dehnen 66).

47. Die Rn-adischen und Rn-alen Entwicklungen lassen sich
gut gebrauchen, um von dem Pontrjaginschen Dualitâtssatz, für
Polyeder (gelegen in der Sphare E) auf die Verallgemeinerung
für beliebige abgeschlossene Mengen (R in E) zu schl.ieBen.
R läßt sich nâmlich auffassen als Durchschnitt einer abstei-

66) Man kann natürlich neben der (abstrakten) ) Alexandroffschen Zahl eine

geometrisctte einführen, die den minimalen geometrisch realisierbaren Rang angibt.
Âhnlich kann man einen geometrischen Auf- bzw. Isotypus einführen. Siehe

jedoch s6).
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genden Folge von Polyedern Rn und E B R als Vereinigung der
aufsteigenden Folge EB Rn, und auf diese Folgen kann man Fol-
gerung 1 aus Hauptsatz V (40) bzw. Hauptsatz V* (42) anwenden.

Allgemeiner betrachten wir die Rn-adischen Folgen Rn, ... ,

und die Rn-alen Folgen

in ihren gegenseitigen Beziehungen.
HAUPTSATZ IX: Ist roon den Gruppen

die erste topologisch isomorph der J -Charakteregruppe der zweiten
und zwar derart, dafl

( b m bzw. bn Elemente der &#x3E;S(Rm, Sm)... bzw. &#x3E;S(Rn, .Sn ) ... ), 80

ist die Bettische Gruppe der ersten (Gn-adischen) Folge topologisch
isomorph der J-Charakteregruppe der Bettischen Gruppe der zweiten
( Gn-alen ) Folge.

Ist umgekehrt von den beiden obigen Gruppen die zweite isomorph
der J-Charakteregruppe der ersten und zwar derart, dafl wieder (§ )
gilt, sind weiter die Bedingungen aus 21 erfüllt, so ist die Bettische
Gruppe der zweiten Folge isomorph der J-Charakteregruppe der
ersten.

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus 3. und 4. Dualitâtssatz
(20, 21). lm zweiten Teil unserer Aussage haben wir gleich in
der voraussetzung auf den topologischen Charakter der Isomorphie
verzichtet, erstens weil der 4. Dualitâtssatz (21) doch keine volle
Aussage über topologische Isomorphie der Limesgruppe der einen
Folge mit der Charakteregruppe der Limesgruppe der andern
liefert, zweitens aber - und das ist das Hauptargument - weil
bei den Anwendungen der zweiten Hâlfte unseres Satzes die in
der voraussetzung geforderten Isomorphien tatsachlich nur im
algebraischen Sinne erfüllt sein werden.

67 ) Hier gilt dasselbe wie in 65) und 66).
68) Hier ist es wieder zweckmäßig, die Stellung von Argument und Funktions-

zeichen und damit auch von beiden Indices zu vertauschen; siehe 29).
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Die Bedingung (§ ) wird bei unsern Anwendungen immer erfüllt
sein, auch wo wir nicht explizit darauf hinweisen. Die Bildung
von bnbn wird namlich stets in der Weise vor sich gehen, daß
einem Zyklenpaar, das bn bzw. bn repràsentiert, ein Elément
aus J zugeordnet wird (Schnittzahl, Verschlingungszahl); die

betrachteten Râume werden ab-bzw. aufsteigenden Folgen bilden
(die f n also ,,Homôomorphien in" sein); für die Bildung des
"Produkts" zweier Zyklen wird es dann gleichgültig sein, in

welchen Raum der Folge sie vorgenommen wird. Es wird sogar
bei den Anwendungen bereits eine Produktbildung ynyn C j
(yn c rn, Yn c rn) mit den üblichen Eigenschaften und der Be-
ziehung

vorliegen und bnbn wird definiert sein durch diese Produkt-

bildung der Koeffizientenbereiche und eine Produktbildung
gewisser Zyklen co mod 0 und co mod m.
Wenn r, A, h*, A*, J so beschaffen sind, dab für irgendwelche

Polyeder R, S, M, N der e-dimensionalen Mannigfaltigkeit E
(mit den üblichen Inklusionseigenschaften) die Gruppen

für

zueinander dual sind, so wollen wir FLlF*LI* J brauchbar nennen.
Dabei heiBen obige Gruppen dual zueinander, wenn die zweite
topologisch isomorph der J-Charakteregruppe der ersten und die
erste isomorph der J-Charakteregruppe der zweiten ist und

diese Beziehungen durch die SchnittgrÕI3e vermittelt werden.
SATZ 2: Ist rnd nr nd n J brauchbar 7°), so ist (für beliebige

abgeschlossene Mengen der e-dimensionalen Mannigfaltigkeit E)
unter den Bettischen Gruppen

die erste topologisch isomorph der J-Charakteregruppe der zweiten
und unter den Bedingungen von 21 auch die zweite isomorph der

69) Wegen des Zeichens B siehe 43).
70) Diese Forderung braucht natürlich nur an den Typus der Folgen von

Koeffizientenbereichen gestellt zu werden.
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J-Charakteregruppe der ersten; beide Gruppen sind dann dual
zueinander.

(Unmittelbare Folge aus Hauptsatz VI.)
Besteht für rnL1nrL1 J bei beliebigen abgeschlossenen R,

S, M, N aus E die in Satz 2 ausgesprochene Dualitàt, so wollen
wir rnL1nrL1 J sehr brauchbar nennen. Sehr brauchbar sind
z.B. für J=mod 1 die kompakten £ = 4 , wenn d n = hn
die zugehôrigen diskreten Charakteregruppen mod 1 sind; ferner

Satz 2 läßt sich nun auch so aussprechen: Sind die Bedingungen
aus 21 erfüllt, so sind brauchbare Bestimmungsstücke auch sehr
brauchbar.

Wei13 man nichts über die Brauchbarkeit der Bestimmungs-
stücke, so kann man immerhin noch behaupten:

SATZ 3 : Ist E die Sphiire und genügen die d n der Bedingung
(**) aus 22, so ist (R*S*) co F.*A* mod M*N* sowie die zuge-
hôrige Zyklose eine innere topologische Invariante des Systems
R, S, M, N.

Dieser Satz ergibt sich mit denselben Methoden, die Verf.

anderwârts 71) entwickelt hat. Dabei hat man nur darauf zu

achten, daß auch der topologische Charakter der Bettischen

Gruppe und Zyklose invariant bleiben, und das geschieht mit
(*) und (**).
Aus Satz 2 kann man in bekannter Weise auf die Dualitäts-

sâtze Jordanscher Art schlieBen. Die Randbildung induziert

nàmlich einen stetigen Homomorphismus von 3,,(RS) co FA
mod MN in 3a-’(MN) co rL1: Der Rand eines e-Zyklus aus R
mod M ist ein e-Zyklus z’ aus M; dadurch wird zunâchst 3,(R)
co r mod M stetig homomorph in 3,-’(M) co F abgebildet.
Gehbrt z zu (RS) co T4 mod MN, ist also z = k’ + 9î (k)
(k c S,* k’ c N), so ist z’ = lJl(k’), also z’ in 1 (MN) co I’d .

Das gibt also wirklich einen stetigen Homomorphismus obiger
Bettischer Gruppen. Wir brauchen aber mehr:

Hilfssatz: Der durch die 9îandbildung induzierte stetigc Ho-
momorphismus von 8’ (RS) co T4 mod MN in :n-1(MN) co FA
(s q) ist gebietstreu, sobald in S die Randbildung ein gebiets-
treuer Homomorphismus ist - und das ist z.B. der Fall, wenn
S eine Vollkugel ist. In der Tat ist wegen der Voraussetzung über
die Gebietstreue der Homomorphismus der Zyklengruppen ge-
bietstreu, also auch der der Faktorgruppen. Die Voraussetzung

11) Compositio Alath. 2 (1935), 163-176.
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der Gebietstreue kommt darauf hinaus, daB in R jeder Zyklus
vom absoluten Betrage c P, der überhaupt berandet, auch einen
Komplex vom absoluten Betrage c 0 berandet (0 vorgegeben,
P zu bestimmen, beide offen); in der Vollkugel folgt das ohne-
weiteres aus (*), siehe 22 72).

SATZ 4: Ist R eine abgeschlossene Teilmenge der Mannigfaltig-
keit E, sind rnL1nrLI J sehr brauchbar, und bedeutet die An-
hiingung eines Sternes an Mengen die Bildung des Komplementes
in E, so sind

und

zueinander dual74), falls U und V abgeschlossene Vollkugeln aus
E sind, und ebenso

und

falls U und V offene Vollkugeln aus E sind.
Beweis: Aus der Tatsache, da13 U und TT Vollkugeln sind und

aus Hilfssatz 1 folgert man in bekannter Weise, daB (et) zu

bd*-l(UV) mod RAU, RAV topologisch isomorph zu ist. Fügt
man hier zu den Mengen R%U bzw. R’" V zu, so erhâlt man
aus der letzten Gruppe die im wesentlichen mit ihr überein-
stimmende 5!Jà*-l(UV R, V v R ) mod R R; die ist aber nach Satz

3 dual mit (p). Damit ist die erste Behauptung bewiesen, die
zweite ergibt sich ganz âhnlich.
Aus diesem Satz ergibt sich speziell:
SATZ 5: Wenn die F.A F.*- A* J sehr brauchbar sind (insbesondere

also, wenn sie brauchbar sind und die Bedingungen aus 21 erfüllt
sind), gilt für eine abgeschlossene Teilmenge der Sphäre der Duali-

72) Man braucht namlich nur das gegebene z zu ersetzen durch ein z’, das aus
z durch eine D- V errückung (11 = )(q-s )) entsteht, und dessen Ecken in einer festen
(nur von e, iî abhängigen endlichen Menge liegen. Die Homologie von z und z’
lâBt sich dann durch einen Komplex bewerkstelligen, dessen absoluter Betrag ein
gewisses festes (nur von der Dimension der Sphäre abhängiges ) Vielfaches von

1 z nicht überschreitet, und für die Nullhomologie von z’ braucht man nur einen
Komplex, dessen absoluter Betrag sich durch z’ und die feste endliche Menge
in einfacher Weise abschätzen liif3t.

73) Wegen der hier verwendeten Zeichen siehe 43).
74 ) Die Dualitât wird hier natürlich durch Verschlingungszahlen bewerkstelligt.
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tiitssatz in bezug auf die Bettischen Gruppen der Dimensionen d
und d* - 1 74a). 

48. Man darf erwarten, weitergehende Dualitatsaussagen
machen zu dürfen, wenn man sich statt mit den Bettischen

Gruppen mit den Alexandroffschen Zahlen beschâftigt.
Wir nennen T4TQ4§f J brauchbar (A) bzw. sehr brauchbar

(A), wenn für alle Polyeder bzw. abgeschlossene Mengen R, S,
M, N der Mannigfaltigkeit E die Range der Gruppen

(siehe 45) übereinstimmen. Das wird bei den meisten Koef-
fizientenbereichen der Fall sein, sobald sie brauchbar bzw. sehr
brauchbar im früheren Sinne sind.
SATZ 2’: Sind lnd nI’ndn J brauchbar (A), so stimmen die

Alexandroffschen Zahlen dualer Dimensionen für RSMN und
R*S*M*N* überein.

Beweis: Nach Hauptsatz VII (45) darf man die absteigenden
Polyederfolgen RnSnMnNn (mit den Limites RSMN ) und die
Koeffizientenbereiche so wâhlen, dal3 der Rang der Folge

mit ihrer Alexandroffschen Zahl p übereinstimmt. Wegen der
Voraussetzung über die Brauchbarkeit ist der Rang der Folge

gleich p, ihre Alexandroffsche Zahl p’ also sicher nicht größer
als p. Ebenso beweist man nach Hauptsatz Vll* die umgekehrte
Ungleichheit, womit unser Satz bewiesen ist.

Ebenso beweist man die Sâtze :
SATZ 3’: In der Sphiire E ist die Alexandroffsche Zahl von

R*S*M*N* co FA eine innere topologische Invariante von RSMN.
SATZ 4’: Sind R, U, V, R*, U*, V* wie in Satz 4 definiert und

rd nrnd n J brauchbar (A), so stimmen die Alexandroffschen
Zahlen

74a ) Mit der Übliehen Abweichung für die Dimension Null, die wir hier und

spâter nie ausdrücklich erwâhnen. Diese Abweichung lâBt sich übrigens leicht
vermeiden, wenn man bei der Definition von Bettischen Gruppen stets fordert,
daß M nichtleer ist.

75) Wegen der Bezeichnungen siehe 47 §§.
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überein, ebenso

Sind die .I’nd nl’nd n J sehr brauchbar ( A ), so gilt diese Gleich-
heit auch fiir die Bettischen Zahlen 76).

SATZ 5’ : Sind die I’,A,,F*A* J brauchbar (A), so stimmen die

Alexandroffschen Zahlen dualer Dimensionen einer abgeschlossenen
Teilmenge der Sphiire und ihres Komplementes überein; sind sie
sehr brauchbar (A), so gilt diese Gleichheit auch für die Bettischen
Zahlen.

49. Was wir in 48 mit der Alexandroffschen Zahl getan
haben, kônnen wir ebenso gut mit dem Auftypus und Isotypus
tun. Statt Realisierbarkeitssàtzen kônnen wir hier aber den 6.
Dualitätsatz (21a) verwenden. Wir wollen uns damit begnügen,
das Analogen zu Satz 5’ zu formulieren:

SATZ 5": Sind die rnL1nF:L1 J brauchbar, und ist die Zyklose
der abgeschlossenen Menge R der Sphâre vom Auf-bzw. Isotypus,
so ist die von EBR vom Iso- bzw. Auftypus; ist unter denselben
Bedingungen die Zyklose von EBR vom Auf- bzw. Isotypus, so
ist die von R vom Iso- bzw. Auftypus. Beim Schlup vom Isotypus
auf den Auftypus hat man jedoch darauf zu achten, dap die Fort-
setzungsbedingung erfüllt ist.

Die Fortsetzungsbedingung ist sicher erfüllt, wenn rn = L1n
kompakt sind und J = mod 1 ist. Übrigens ist dann die Zyklose
von R vom Auftypus, die Zyklose von E B R (co abzàhlbaren
diskreten T§t = A*) also vom Isotypus.

Ferner ist die Fortsetzungsbedingung erfüllt bei hn = L1n
= J = rat. Die Zyklose von R ist dann übrigens vom Isotypus,
die von E%R (co rat) also vom Auftypus.
Analog zu einer Bezeichnungsweise von Alexandroff darf man

zwohl im Falle des Isotypus von Kondensationsfreiheit, im Falle
des Auftypus von Erreichbarkeit sprechen.

50. Die Folgen von Râumen, mit denen iwir uns in 43 be-
schâftigt haben, sind in unsern Dualitátsbetrachtungen noch nicht
aufgetreten. Wie in 44 bereits angedeutet wurde, werden sie bei
Untersuchungen im Kleinen eine Rolle spielen.
Wir wollen also Bettische Gruppen, Zyklosen und Alexan-

droffsche Zahlen im Kleinen definieren. Wir werden das auf zwei

verschiedene Arten tun, die wir als erster Art und zweiter Art

unterscheiden (bzw. durch Anhângen des Index 1 und 2).

76) 1)efiniert als Range der Bettischen Gruppen.
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R sei jetzt stets eine abgeschlossene Teilmenge der Mannig-
faltigkeit E und a ein Punkt von R. [ln sei eine absteigende
Folge von Kugelumgebungen von a in E mit a als Durchschnitt,
ebenso Vn; U. c V,,. R* == E""’R. Un=EUn, V* = EBV,,.
Zum Studium der Eigenschaften von R im Kleinen betrachten

wir die (G n -adische) Folge erster Art

und die (Gn-ale) Folge zweiter Art

Zum Studium der Eigenschaften von EB R im "unendlich
Grol3en" betrachten wir die ( Gn-adische Folge erster Art

und die (G.-ale) Folge zweiter Art

Die zugehôrigen Limesgruppen, Entwicklungstypen und deren
Range nennen wir Bettische Gruppen, Zyklosen und Alexan-
droffsche Zahlen im Kleinen, 3(a; R ), 0152(a; R), p(a; R) bzw.
58(a; R* ), 0152(a; R*), p(a; R*) (noch unterschieden durch die
Indices 1 und 2). Aus Hauptsatz IV* und IV** folgt, da13 sie
von der speziellen Wahl der Folgen Un, Vn nicht abhängen (ins-
besondere darf man Un = Tln setzen 77a), und bei topologischen
Abbildungen von R bzw. E unverândert bleiben.

Die Hauptsâtze V und V* lehren uns, daß 31(a; R) und
le2(a; R* ) uninteressant sind; die eine ist nämlich gleich Bettischen
Gruppe der einpunktigen Menge (a), also in null Dimensionen eine
freie Gruppe einer Erzeugenden und sonst (0); die andere ist
die Bettische Gruppe von R* mod R*, also immer (0). Deswegen
brauchen aber die zugehôrigen Zyklosen und Alexandroffschen
Zahlen keineswegs uninteressant zu sein.

51. SATZ 6 : Ist Ik.A k.F*A * J für jedes n sehr brauchbar,
so ist 31*-’(a; R*) isomorph der J-Charakteregruppe von 58g(a; R)
und, falls die Bedingungen aus 21 erfüllt,sind, auch umgekehrt.
Der Satz folgt unmittelbar aus Hauptsatz IX und Satz 4 (47).
Aus Satz 3 (47) schlie13t man, indem man Un = Vn setzt:

77) Siehe hierzu 65) und 66).
"a) Es ist also ganz gleichgültig, ob man mit 8 oder e* (letzter Absatz von 38 ))

arbeitet.
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Satz 7: Genügen die LlknL1Zn der Bedingung (**) aus 22, so sind
5S2(a; R*), OEl(a; R* ), 01522(a; R*) innere topologische Invarianten
von R.

52. SATZ 6’: Sind die rknL1knrZn¿JZn J sehr brauchbar, so gilt
für die Alexandroffschen Zahlen, falls sie realisierbar sind,

Dieser Satz wird genauso wie Satz 2’ (48) bewiesen; nur wird
hier Hauptsatz VII* und VII** (45) verwendet.

Folgerung: Verschwindet p’(a; R), so verschwindet unter den

Voraussetzungen des Satzes auch p’*-’(a; R*) und umgekehrt.
Diese Folgerung ist deswegen interessant, weil p’(a; R) = 0

nichts Anderes ist als der Zusammenhang im Kleinen von R im
Punkte a, wie aus Hauptsatz VII und VII* ohne weiteres folgt.
Man kônnte die dazu duale Relation im Aul3enraum mit demselben
Namen belegen.
SATZ 7’: Unter den Bedingungen von Satz 7 sind

innere topologische Invarianten von R.
Das ist analog Satz 7 zu beweisen.
53. SchlieBlich kônnen wir noch die Dualitatseigenschaften

des Auf- und des Isotypus untersuchen.
SATZ 6" : FknJknrZnJZn J môgen sehr brauchbar sein. Die Koef-

fizientenbereiche môgen auf und absteigende Folgen bilden. Ist

dann OE§(a; R) vom Auf bzw. Isotypus, so ist OEd* -’(a; R*) vom
Iso- bzw. Auftypus, und umgekehrt (aber dann rein algebraisch).
Ist 0152g*-l(a; R*) vom Auf-bzw. Isotypus, so ist 0152f(a; R) vom Iso-
bzw. Auf typus, und umgekehrt (aber dann rein algebraisch ). Beim
Schlup vom Isotypus auf den Auftypus hat man jedoch darauf
zu achten, daf3 die Fortsetzungsbedingung erfüllt ist.
Der Beweis ist nach dem vorangehenden klar; man verwendet

den 6. Dualitatssatz (21a).
Ist Cf1(a; R) gleichzeitig vom Auf- und Isotypus, so sind wir

wieder bei Satz 6’ angelangt, d.h. pl(a; R) verschwindet.
Ist 01522(a; R) vom Isotypus, so haben wir das, was P. Alexan-

droff77b Kondensationsfreiheit in a nennt; ist 01522(a; R*) vom Auf-
typus, so haben wir das, was er Erreichbarkeit in a nennt. 77c)

771) Annals of Math. (2) 36 (1935), 1-35.
77C) Realisierbarkeit vorausgesetzt (die aber für die von Alexandroff behandelten

Koeffizientenbereiche vorliegen dürfte).
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54. Wir wollen hier noch eine etwas speziellere Betrachtung
anknüpfen.
Wir setzen voraus, daB OE’(a; R) für alle a gleichmäßig vom

Auf- und Isotypus ist. Das soll heiBen: Zu jedem a c R lassen
sich Umgebungen Ua und ha, Ua c Va, folgendermaBen bestim-
men : zu jedem b c Ua gibt es beliebig kleine Umgebungen U’
und V’, U’ c V’, U’ c Ua , V’ c V,,, derart daB der natürliche

Homomorphismus von

ein topologischer "Isomorphismus auf " ist.

Diese beiden Gruppen sind dann natürlich in wohlbestimmte
Weise topologisch isomorph mit 8d (a; R ), und, sobald R zusammen-
hângend ist, sind auch die 58d (a; R) für alle a untereinander
topologisch isomorph. Wir werden nun zeigen, daB sich diese
ganz abstrakten Isomorphien der 3d(a; R ) untereinander in ganz
bestimmter Weise konkretisieren lassen: wir werden eine im
Kleinen eindeutige Übertragung der &#x3E;8g(a; R) lângs R konstruieren.

Seien al und a2 zwei Punkte und Ua , Va , Ua2l Va., die zugehô-1 2 2

rigen Umgebungen entsprechend der Voraussetzung! Wenn Ua 
und Ua 2 einen Punkt b gemeinsam haben, so kann es vorkommen,
dal3 die zu b in seiner Eigenschaft als Punkt von Ua gehôrenden
U", V i verschieden sind von den zu b in seiner Eigenschaft als Punkt
von Ua gehôrenden U, V’. Wir zeigen aber, dat3, wenn überhaupt
U2 c Ua 1 und V 2 c Va 1 ist, sich U’, Tl’ im Sinne der Voraussetzung
auch als Umgebungen von b in seiner Eigenschaft als Punkt
von Ua eignen, d.h. daß auch der natürliche Hnmomorphismus
von 

ein topologischer "Isomorphismus auf" ist.

Wir betrachten die Gruppen

Dabei soll U3CU1IBU2, V3CV1IBV2, LT§ c V§ und 4C U§, 4C V§,
U4 c V4 sein. Ferner soll, was sich auf Grund der Voraussetzung,
erreichen lâBt, der natürliche Homomorphismus von 81 in ?3
ein topologischer "Isomorphismus auf" sein, ebenso der von 582

78) Wir lassen bequemlichkeitshalber das Argument RR usw. w eg.
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in ?4. Dieselbe Eigenschaft haben bereits die von Q31 in Si und
von Q32 in 3’. Dann ist auch der Übergang von Si zu Sg und
ebenso der von Q3 zu Q3 ein topologischer "Isomorphismus auf"
(also überhaupt alle Übergang, bei denen sich die Parität des
Index nicht ändert).
Nun ist der natürliche Homomorphismus von ?3 in Q3; wegen

ein stetiger "Isomorphismus in" und wegen

ein stetiger "Homomorphismus auf", also ein stetiger "Isomur-
phismus auf". Dann ist weiter der Übergang von Si zu e’ 2 wegen

ein stetiger "Isomorphismus in" und wegen

ein topologischer ,Isomorphismus auf", was wir beweisen wollten.
Nach dem Überdeckungssatz dürfen wir annehmen, daß unter

den Paaren Ua , Va der Voraussetzung nur endlich viel ver-

schiedene auftreten.

Wir betrachten nun das System aller Paare U’, V’ gemäB der
Voraussetzung. Wir dürfen dann annehmen, daB sie alle so klein
gewàhlt sind, daß für je zwei Paare U’, V1, U2, V’ mit nicht=
leerem U" 1 A U" 2 ein Paar Ua, Tla existiert mit U,,, -D U’, v V" a -D V’ v
(v=1, 2).
Für je zwei Punkte a und b eines selben U’ kônnen wir einen

topologischen Isomorphismus von

erkl,ren, der durch den identischen Isomorphismus von

auf sich induziert sei. Wir bezeichnen den definierten Isomorphis-
mus symbolisch mit ba-1. Seine Umkehrung ist übrigens ab-1.
Wir zeigen, daB ba-1 (auBer von dem System U’, V’ ) nur von

den Punkten a, b abhàngt. Seien nàmlich U’, V1, U2, V" zwei
Paare, für die beide a, b c Uv ( v =1, 2 ) gilt! Dann kônnte ba-1
verschieden aussehen, je nachdem für welches Paar Uv, Tjÿ es
berechnet wird. Das ist aber nicht der Fall, denn es gibt dann
ja ein Paar U,, Vc mit U, -D Uv, V,, -D V", und aus der Bedeutung
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der U, U’, V, Tl’ folgt, daB ba-1 sich auch induzieren läßt durch
den identischen Isomorphismus von

also unabhângig von v.

ba-1 hängt aber auch von der etwas willkürlichen Wahl des
Systems der U’, V’ nicht ab. Man darf nâmlich, wenn zwei ver-
schiedene solche Systeme vorliegen, voraussetzen, daß jedes Paar
U’, V’ des einen ganz in einem geeigneten Paar des anderen liegt,
und für diesen Fall ist diese Unabhângigkeit evident.

Ist R zusammenhângend, so kônnen wir nach dem Überdek-
kungssatz eine endliche Kette a = ao, a1, ..., ak = b zwischen

je zwei Punkten a und b finden, so dal3 je zwei aufeinander-
folgende Punkte in einem selben U’ liegen. Wir setzen dann

ba-1= (a a- 1 )(a 12) ... (a1ao1). Für je zwei Punkte a, b

ist dann ba-1 als topologischer Isomorphismus von

definiert. Diese Definition ist, wie man ohne weiteres sieht,
topologisch invariant. Aber natürlich ist sie im Allgemeinen nicht
wegunabhangig, aber gerade das macht sie interessant. Besonders
interessant sind die Automorphismen, die b§(a; R) erfßhrt, das
sind die Produkte (aa;’:1)(ak-1ak22) ... (a1a-1). Diese Automor-
phismen sind dann (und im Allgemeinen und Wesentlichen nur
dann) die identischen, wenn allé ax der Kette mit a im selben
U’ liegen.
SATZ 8: Ist R kompakt und zusammenhiingend und OE§(a; R )

gleichmäflig vom Auf- und Isotypus, so gibt es in Reine wohl-
bestimmte im Kleinen eindeutige topologisch isomorphe Übertragung
der QS§(a; R). Jedem Punkt a von R wird durch diese Übertragung
eine Gruppe von Automorphismen von QS§(a; R) zugeordnet, die

,,Orientierungsgruppe" 79) d-ter Dimension von R, die bis auf
Isomorphismen von a unabhängig und ein homomorphes Bild der
Wegegruppe von R ist.
Die letzte Aussage werden wir in 57, wo wir uns mit der Wege-

gruppe beschàftigen, erlâutern.
Dasselbe, was wir soeben mit QS§(a; R) getan haben, kônnen

wir natürlich fast wôrtlich ebenso mit QSf(a; R* ) tun. Die Forde-
rung der Gleichmäßigkeit wird auch fast genauso formuliert.
Wir haben dann

79) Sinngemäßer, aber umstandlicher wâre "Nichtorientierbarkeitsgruppe’..
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SATZ 9: Ist R abgeschlossene Teilmenge der Mannigfaltigkeit
E und zusammenhiingend, so gibt es in R eine wohlbestimmte im
Kleinen eindeutige topologisch isomorphe Übertragung der QSf(a ; R*)
mit denselben Eigenschaften wie die Übertragung aus Satz 8. Die
zugehôrige Gruppe hei,6t die "Einseitigkeitsgruppe" von R.

SATZ 10: Sind rL1r*L1* J sehr brauchbar und ist die Fortset-

zungsbedingung erfüllt, so ist mit OEf(a; R*) auch OE§(a; R) gleich-
màflig vom Auf und Isotypus und umgekehrt (rein algebraisch).
Orientierungsgruppe d-ter Dimension und Einseitigkeitsgruppe
(d* -1 )-ter sind dann isomorph. Unter noch allgemeinereren Voraus-
setzungen (siehe 47, Satz 3) ist die Einseitigkeitsgruppe jedenfalls
eine innere topologische Invariante von R.
Der Beweis des Satzes ist nach dem Früheren klar.

Ist R eine Mannigfaltigkeit der Dimension d, so ist die Voraus-
setzung der Gleichmäßigkeit des Auf- und Isotypus natürlich
immer erfüllt. Interessant ist dann die Orientierungsgruppe
d-ter Dimension und die entsprechende Einseitigkeitsgruppe
(beide sind dann sicher isomorph). Diese Gruppen sind, wie man
leicht sieht, direkte Produkte von Gruppen der Ordnung 2.

Einseitigkeit (Nichtorientierbarkeit) bzw. einseitige Lage äußern
sich dann durch das Nichtverschwinden dieser Gruppen. Ins-

besondere zeigt Satz 10, daß eine orientierbare Mannigfaltigkeit
in E niemals einseitig liegen kann.

55. Ganz kurz bemerken wir noch im Anschluß an 43, daß
man ohne Mühe auch Dualitätssätze für F. -, F (/6 -, , Faôa - . ... 
und °6-’ 06,-, °6(/6-’...-Mengen angeben kann. Wir wollen

sie aber nicht explizit formulieren.

56. Noch garnicht beschäftigt haben wir uns mit den Bet-
tischen Gruppen unendlicher Polyeder, die zich von unsern

dadurch unterscheiden, daB als Komplexe auch unendliche

Linearformen zugelassen sind. Es hat auch nicht den Anschein,
als ob sich diese Gruppen aus den bisher untersuchten ohne-
weiteres ableiten liel3en. Dagegen ist es natürlich môglich, einen
gro13en Teil unserer Hauptsâtze auch für diese Gruppen aus-
zusprechen. Wir beschrânkten uns auf die Definition und einige
kurze Angaben.
Wir kônnen gleich etwas allgemeiner verfahren: Wir betrachten

einen im Kleinen kompakten Raum, definieren das abstrakte
Simplex wie in 35 und einen Komplex als eine unendliche Linear-
form 80), deren Ecken sich nirgends häufen. Die andern Begriffe

80) Wir folgen hier S. LEFSCHETZ a.a.O. 49 ), Ch. VIT.
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aus 35 werden wesentlich genauso übernommen. Das früher

definierte 58£1] ist in kompakten Râumen ein Spezialfall des nun
definierten, da wegen des Sich-Nichthâufens der Ecken doch keine
unendlichen Linearformen auftreten kônnen. Man kann nun

Bettische Gruppen usw. von Rn-adischen Folgen usw. definieren,
hat aber darauf zu achten, daB bei allen Abbildungen die Ur-
bildmenge jeder kompakten Teilmenge kompakt sein muB. Die
Abbildungsprinzipien (36), Hauptsatz III, IV (39), III*, IV* (42),
VII, VII*, VIII, VIII* (45) und die Betrachtungen über die
Enden (44) lassen sich ohne weiteres übertragen. Wir verzichten
auf die explizite Formulierung.

57. SchlieBlich bleibt uns noch als wichtiges Anwendungs-
gebiet der allgemeinen Theorie die Wegegruppe.
Ein 8- Wege in R mod M ist eine endliche Kette von Punkten

in R, die im Abstande  e aufeinanderfolgen und deren erster
and letzter in M liegen. Ein e-Weg mod M heil3t il-nullhomotop
rel S mod N, wenn eine endliche Punktmenge ak in S existiert,
die für jedes feste 1 einen e-Weg mod M darstellt, für 1 = 0 den
gegebenen Weg und für ein geeignetes 1 einen Weg aus N; dabei
sollen aber akl und ak, l+1 um hôchstens q auseinander liegen.
Multiplikation und Division von Wegen werden wie üblich er-
klârt. Ebenso die 8-1]- Wegegruppe, die wir diskret topologi-
sieren und

nennen.

Nun lassen sich Wegegruppen, Wegezyklosen, Alexandroffsche
Zahlen Rn-adischer und Rn-aler Folgen und fester Râume,
Wege-Orientierungsgruppen usw. einführen, überhaupt lassen sich
alle Betrachtungen von 35 -54 (einschlieBlich 54!) fast wôrtlich
wiederholen (natürlich mit Ausnahme der Dualitätsuntersu-

chungen).
Die übliche speziellere Definition der Wegegruppe ergibt sich

aus unserer als W(RR) mod aa (wo a ein Punkt ist).
Auf etwas môchten wir noch hinweisen, um Mißverständnissen

vorzubeugen. Wenn das kompakte R in eine Rn-adische Folge
von Polyedern Rn entwickelt ist, so hat man analog zu Haupt-
satz IV: lim SJJ3(RnRn) mod anan = U(RR) mod aa (an = n-te

n

Koordinate von a). In den Polyedern ist die Wegegruppe, wie
man weiB, von an unabhângig. Warum nicht auch im Limesraum?
Das erklârt sich so: Die Unabhângigkeit der Wegegruppe vom
Aufpunkt ist genauer zu verstehen als eine topologische Isomorphie
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zwischen den einzelnen Wegegruppen. Die ist aber garnicht
eindeutig festgelegt, sondern wird von einem die Punkte ver-
bindenden Weg induziert und ist vom diesem Wege abhängig.
Beim Aufstieg von Rn zu Rn+1 kann nun immer wieder der ver-
bindende Weg verloren gehen und damit auch im Limesraum
die Unabhângigkeit der Wegegruppe vom Aufpunkt.
Wir kônnen jetzt den Beweis von Satz 8 (54) vervollständigen.

Wir wählen s &#x3E; 0 so, da13 sich jede Punktmenge in R vom Durch-
messer  s in einem geeigneten V’ unterbringen läßt (das geht,
weil wir wegen der Kompaktheit von R schon mit endlich vielen
V’ auskommen). Jedem s-Weg mod a entspricht dann ein Element
der Orientierungsgruppe von a, jedem von ihnen, der E-null-

homotop ist, die Identitât der Orientierungsgruppe. Dadurch wird
diese Gruppe homomorphes Bild von 7IDee(RR) mod aa, also auch
von U(RR) mod aa.
Wir bemerken zum Schluß noch, daß alles aus dieser Nr.

(mit Ausnahme der letzten beiden Absätze) auch für die hôheren
Homotopiegruppen von W. Hurewicz 81 ) gilt.

Kap. VII.

Polyederentwicklungen und Dimensionstheorie.

58. Dimensionsstufe eines Polyeders (dim*) nennen wir vor-
läufig das, was man sonst seine Dimension nennt.

Ist das Polyeder P irreduzibel auf das Polyeder Q abgebildet,
so ist dim* Q  dim* P. (Dieser Satz ergibt sich leicht, indem
man Hilfssatz X aus 31 anwendet.) Daraus folgt:

In einer irreduziblen auf-Rn-adischen Polyederfolge Pn ist

dim* Pn für fast alle n dasselbe oder wàchst monoton über alle
Grenzen. 

Tiefer liegt bekanntlich der folgende Satz: Die identische Ab-
bildung eines Simplexes auf sich ist irreduzibel. Wir beweisen
ihn hier nicht.

59. Unter der Dimension dim R eines kompakten Raumes
verstehen wir mit P. Alexandroff 82) die kleinste Zahl d = dim R
mit der Eigenschaft: für jedes positive 6 laI3t sich R e-abbil-

den 82a) in ein Polyeder P mit dim P &#x3E; d. Gibt es solch ein d

nicht, so setzen wir dim R = oo.

si) Proceedings Amsterdam 38 (1935), 112-119.

82) a.a.O. 13).
8’2a) In diesem Kap. sollen wieder alle Abbildungen eindeutig stetig sein.
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SATZ 1: Ein kompaktes R läßt sich in eine normale irreduzible
auf-Rn-adische Polyederfolge Qn entwickeln mit lim dim Qn = dim R.

Beweis: Nach der Dimensionsdefinition gibt es eine positive
Nullfolge 8n, eine Folge von Polyedern Pn (lim dim Pn = dim R)
und von 8n-Abbildungen fnR = Pn . Unter Anwendung von

Hilfssatz XIV (33 ) erhalten wir eine normale irreduzible auf-

Rn-adische Polyederfolge Qn mit R als Limes. Dabei ist Qn c Pn,
also lim dim Qn ç lim dim Pn = dim R. Stande hier das Kleiner-
zeichen, so kâmen wir im einen Widerspruch zur Dimensions-
definition, da die Qn aus R durch 1’}n-Abbildungen (1’}n -&#x3E; 0)
entstehen.

SATZ 2: Sind Pn und Qn zwei normale irreduzible Polyederent-
wicklungen von R, so ist lim dim Pn = lim dim Qn .

Beweis: Der Austauschsatz (34) zusammen mit dem zweiten
Absatz von 58 zieht nach sich, dal3 bei festem m für fast alle n

gilt: dim Qn &#x3E; dim Pm; ebenso bei festem n für fast alle m:

dim Qn  dim Pm. Daraus folgt die Behauptung.
SATZ 3: Für jede irreduzible auf- Rn -adische Polyederentwicklung

Pn eines R gilt lim dim Pn = dim R.
Beweis : Nach Hilfssatz XIV (33) dürfen wir annehmen, dal3

die Entwicklung normal ist; unser Satz folgt dann aus Satz 1
und 2.

SATZ 4: Die Dimension eines kompakten R ist dann und nur
dann gleich der natürlichen Zahl d, wenn sich R in eine irreduzible
normale auf- R.-adische Folge von Polyedern der Dimensionsstufe d
entwickeln làflt. Die Dimension eines kompakten R ist dann und nur
dann gleich d, wenn sich R für jedes positive e irreduzibel au f ein
Polyeder der Dimensionsstufe d e-abbilden lâflt. Sie ist dann und
nur dann oo, wenn die Dimensionsstufen der betr. Polyeder über
alle Grenzen wachsen.

Beweis: Die erste Charakterisierung der Dimension folgt un-
mittelbar aus Satz 3. Für die zweite Charakterisierung folgt das
"dann", indem man wie im Beweis von Satz 1 den Hilfssatz XIV

(33 ) anwendet und die Irreduzibilitat der Abbildungen berück-
sichtigt ; das "nur dann" folgt aus Satz 2 unter Berücksichtigung
von Hilfssatz V (30).
Der Beweis zeigt, da13 sogar gilt:
SATZ 5: Ist dim R = d, dim* P &#x3E; d und f R = P, so ist f

reduzibel.
SAT7 6 (Rechtfertigungssatz): Dimension und Dimensionsstufe

eines Polyeders stimmen überein. (Folgt aus Satz 4 und 58, letzter
Absatz. )
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60. Die folgenden Sâtze zeigen die Aquivalenz der Dimen-
sionsdefinition aus 59 mit der Brouwer-Urysohn-Mengerschen
(für kompakte Râume) ; es zeigt sich dabei sogar die Existenz
einer d-dimensionalen Cantorschen Mannigfaltigkeit in einem

d-dimensionalen kompakten Raum.
SATZ 7: Sei dim R  d und endlich. Zu jedem Punkt a c R gibt

es beliebig kleine Umgebungen U mit dim ffi(U)  d - 1.

Beweis : R liege in auf-Rn-adischer Entwicklung vor, wobei
gemäß Satz 1 die Rn Polyeder Pn (dim Pn = d) und die ein-
zelnen Abbildungen normal seien. a sei ein Punkt von R, an
seine n-te Koordinate. Tl sei eine vorgegebene Umgebung von
a in R, die wir als elementar (in bezug auf jene Entwicklung)
voraussetzen dürfen. Es gibt also ein k und eine Umgebung
V k von ak, deren Urbild in R mit V übereinstimmt. Die

Vereinigungsmenge der Simplexe von Pk, die ak enthalten,
heiBe Mk. Wir dürfen annehmen, daß die Teilung, in der Pk
vorliegt, so fein gewâhlt ist, daB lV.Ik ganz in TTk liegt. Das Urbild
von Mk in Pn heiBe Mn (k n), es ist auch wieder aus vollen
Simplexen zusammengesetzt (wegen der Simplizialitàt der Abbil-
dungen). Die Menge der inneren Punkte von Mn heil3e Un, ihr
Urbild in R heiBe Un, und die Vereinigung der Un heiBe U.
U ist offen, ist in dem vorgegebenen V enthalten und enthâlt

a. Das Bild von U in Rn liegt in Mn, also auch das der abgeschlos-
senen Hülle von U. Sei r ein Randpunkt von U und rn seine
n-te Koordinate. Wâre r. innerer Punkt von M., so wäre rn c Un,
also r c Un c U. Also ist rn c ffi(Mn). Demnach läßt sich 9î(U)
Rn-adisch in die Folge ffi(Mn) entwickeln; das ist aber eine Folge
von hôchstens ( d -1 )-dimensionalen Polyedern. Nach Satz 3 ist,
wie wir es wünschten, also dim 9î(U)  d - 1.

SATZ 8: Sei dim R &#x3E; d und endlich. Dann gibt es einen Punkt
a c R mit der Eigenschaft: für jede genügend kleine Umgebung U
von a ist dim ffi(U) &#x3E; d - 1. Ja es gibt sogar eine abgeschlossenen
Teilmenge M von R, die sich durch keine hôchstens (d - 2 )-dimen-
sionale abgeschlossene Teilmenge zerlegen lâflt (eine Cantorsche

M annigfaltigkeit).
Beweis: Wir bilden R irreduzibel ab auf ein d-dimensionales

Polyeder P, fR = P (Satz 1). T sei ein d-dimensionales Simplex
von P. Die abgeschlossene Menge M von R habe die folgenden
Eigenschaften: 1. Die Abbildung fM == T sei irreduzibel, 2. für

jede Teilmenge M von M sei die Abbildung f M = T reduzibel.
Wir beweisen, daB M die gesuchte Cantorsche Mannigfaltigkeit ist.

Sei N eine abgeschlossene (d-2 )-dimensionale Teilmenge von
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M. Wir führen die Annahme, MBN sei nicht zusammenhängend,
zum Widerspruch. MBN lasse sich also als Vereinigung zweier
relativ fremder, relativ abgeschlossener Mengen schreiben, deren
(in M) abgeschlossene Hüllen Mi, M2 heiBen môgen. M,, M2
sind echte Teilmengen von M, Ml ViB!2 = M, jVf1lBM2 C N. Wir

setzen MVAN = Nv.
Zu f bilden wir auf My ( v = l, 2) die zul,ssige Abânderung gv,

die irreduzibel sei (Hilfssatz IV, 30 ); dann ist wegen der Minimali-
tätsvoraussetzung über M, und weil Mv echte Teilmengen von
M sind, gvMv c ffi(T), und wegen der Dimensionsvoraussetzung
über N und Satz 5 und Hilfssatz I aus 29 darf man annehmen:

gvN,, c Q (wo Q das aus den (d -2 )-dimensionalen Simplexen
von T zusammengesetzte Polyeder ist).
U sei eine genügend kleine Umgebung von N2 in M2. Wir

setzen gl auf M,vU als irreduzible Abbildung und zulâssige
Abânderung von f fort (Hilfssatz 1, 29. IV, 30 ). Dann darf man
wegen der Voraussetzung über N und Satz 5 annehmen: g1N c Q.

Die Abbildung h definieren wir so: Auf MvBU stimme h mit
gv überein (das ist môglich, weil Ml’BU und M2BU zueinander
fremd sind); für jedes a c U (c M2) soll ha die Strecke von gla
nach g2a teilen im Verhältnis seiner Abstände von N und MBU.
Dann hat man stetigen Anschluß auf 91(MBU); auf N hat man
h = gb also auch stetigen Anschluß. Da g,N2 c Q war, weichen
die Mengen gvU wenig von Q ab (wenn nur U genügend klein
gewàhlt war), also weicht hU wenig von ffi(T) ab. Da weiter
h(M"’U) c ffi(T) ist, weicht auch die Menge hM wenig von
91(T) ab, h ist im Widerspruch zur Voraussetzung reduzibel.
Um unsern Satz zu beweisen, brauchen wir also nur eine ab-

geschlossene Menge M mit den beiden vorausgesetzten Eigen-
schaften zu konstruieren. Eine solche Menge M existiert nach
dem Brouwerschen Irreduzibilitätssatz; um sie zu konstruieren,
kann man aber auch so verfahren: Man denke sich R in eine

auf-Rn-adische irreduzible Polyederfolge Pn entwickelt, derart dal3
(Hilfssatz XIV) alle Abbildungen normal sind. Man setze Pl = P,
M1= T. Man bestimme lVl2 c P2 so, daß die Abbildung f2 lM2 = M1
irreduzibel ist und M2 hinsichtl ich dieser Eigenschaft minimal ist.
Da M2 notwendig aus ganzen Simplexen zusammengesetzt ist, ist
das ein elementarer ProzeB. Analog bestimme man M3, ... ; dann
ist, wie man ohne weiteres sieht, auch die Abbildung fmMm = Mn
irreduzibel und Mm hinsichtlich dieser Eigenschaft minimal.
Die Mn erzeugen auf-Rn-adisch eine Menge M von R, die die
gewünschten Eigenschaften hat (Hilfssatz V, 30).
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Anhang.

Beispiele.
1. Ein Beispiel einer Rn-adisehen bzw. Rn-alen Folge ist jede

ab - bzw. - aufsteigende Folge von Râumen. Der Limes der
Folge ist nichts Anderes als ihr Durchschnitt bzw. ihre Vereini-
gung.
Wie man das Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes

auf-R.-adisch aus einer Folge von Quadern cartesischer Râume
erzeugen kann, ist in 32 zu sehen.

Bildet man in âhnlieher Weise eine auf-Rn-adische Folge
cartesischer Râume, d.h. nimmt man für Rn den n-dimensionalen
cartesischen Raum und bildet ihn durch Nullsetzen der letzten
Koordinate auf den vorangehenden ab, so erhâlt man den unend-
lichdimensionalen cartesischen Raum, in dem Konvergenz und
koordinatenweise Konvergenz zusammenfallen. Dagegen erzeugt
die Rn-ale Folge cartesischer Rn, von denen jeder in den folgenden
in natürlicher Weise abgebildet ist, einen konvergenzfreien Teil-
raum des Hilbertschen Raumes.

Allgemeiner kan man unendliche cartesische Produkt Rn-adiseh
oder Rn-al topologisieren: Ist Fn eine Folge von Râumen, so
setze man Rn = F1 X ... X Fn und bilde im einen Fall Rn+1 auf
Rn ab durch Projektion (d.h. f’+’ (al X... X an+1) = al X... X an)’
im andern Fall durch Hineinlegen (d.h. fn+1 (a, X ... X an) =
a,1 X ... X an X an+1’ wo an+1 ein fester, von ai , .. , an unab-

hângiger Punkt von Fn+1 ist).
Analog kann man unendliche direkte Produkte topologischer

Gruppen G.-adisch oder Gn-al topologisieren.
Sind in einer Rn-adischen Folge alle Rn diskrete, aus endlich

vielen Punkten bestehende Räume, so ist der Limesraum null-
dimensional kompakt. Umgekehrt erhâlt man so jeden null-

dimensionalen kompakten Raum.
Eine G.-adische Folge endlicher Gruppen G. erzeugt eine

Cantorsche Gruppe; wie van Dantzig 83) gezeigt hat, erhâlt man
so die allgemeinsten Cantorschen Gruppen.

Torusgruppe heiBe das direkte Produkt endlich vieler Exem-
plare der Additionsgruppe der reellen Zahlen mod 1. Eine Gn-
adische Folge von Torusgruppen liefert das allgemeinste Sole-
noid 84) (vorausgesetzt, daß bei fast allen Homomorphismen fn+1
die Urbildmenge von e unzusam.menhângend ist, - sonst wird

83) Compositio Math. 3 (1936), 408-426. 
84) Definiert von D. VAN DANTZIG 10).
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der Limes wieder eine Torusgruppe endlicher oder unendlicher
Dimension 85)). Allgemeiner erhâlt man alle kompakten zusammen-
hângenden Gruppen als G,,-adische Limites Liescher kompakter
Gruppen und in ganz âhniicher Weise alle kompakten zusammen-
hângenden Gruppen mit genügend vielen fastperiodischen Funk-
tionen 85). Die so entstehenden Gebilde sind auch rein topologisch
interessant, z.B. ist ein eindimensionales Solenoid im Wesent-

lichen das Brouwersche unzerlegbare Kontinuum.
2. G. sei für jedes n die (diskrete) Additionsgruppe der ganzen

Zahlen, f -+’(k) = 2k. G = lim G.::= (0), aber der Typus der

Folge ist keineswegs der der Folge Hn = (0); der Typusrang
der Folge G. ist nâmlieh eins, der der Folge Hn ist null

(Rang-Kriterium, 19).
Xn sei die Charakteregruppe (J = mod 1) von Gn, also die

Gruppe mod 1. Die Gn bilden eine G,,-adische, die Xn eine Gn-ale
Folge (21), und zwar ist ef,’ +’- 2e. Hier tritt in ganz natürlicher
Weise eine nicht-Hausdorffsche Gruppe auf: X’ - lim Xn (nicht
einmal die einpunktigen Mengen sind abgeschlossen, die einzigen
offenen Mengen sind die trivialen). Da die Xn Hausdorffsche
Gruppen waren, haben wir hier ein Beispiel für die Nichtgültig-
keit der Erhaltungssâtze (7) in Rn-alen Fall. Sogar geometrisch
läßt sich X’ realisieren: als Bettische Gruppe mod 1 des AuBen-
raumes eines Solenoids im euklidischen Raum.
Das Beispiel zeigt weiter, daB ohne einschrânkende Bedingungen

die Aussagen des vierten Dualitätssatzes (21) nicht zu gelten
brauchen: X’ ist keineswegs isomorph der J-Charakteregruppe
von G.

3. Nun ein Beispiel dafür, daß (bereits bei einem Polyeder
lim S co F. und %S co r (.I’ = lim rn) nicht übereinzustimmen
brauchen :

R sei die projektive Ebene, rn die Additionsgruppe der natür-
lichen Zahlen ( ), f’+’(k) = 3k.
Dann ist lim l’n = (0), also auch ll$ co T = (0). Andererseits

ist aber, wenn z einen eindimensionalen Zyklus bedeutet,
f’+’(kz) = 3kz - kz ; also ist lim QS co rn eine Gruppe der Ord-
nung zwei.

4. Bei auf-R.-adischer Entwicklung eines kompakten Raumes
R in eine Polyederfolge Rn kann es sehr wohl geschehen, daB
(für alle n) dim Rn &#x3E; dim R ist. In unserm Beispiel werden die
Rn zweidimensionale Polyeder sein, und wir werden von Rn zu

85) Siehe dazu: H. FREUDENTHAL [Annals of Math. (2) 37 (1935), 46-56].



234

Rn+1 übergehen, indem wir Rn l,ngs gewisser Strecken aufschlitzen
(jeder Punkt des Schnittes zerfällt also in einen am einen und
einen am andern Ufer). fn+1 ist dann das Zusammenkleben von
R.+, l,ngs der in Rn ausgeführten Schnitte (so daB bei f n+1 aus
Rn+l wieder Rn entsteht).
Für Ri nehmen wir die ebene Punktmenge  il 1 n 1) -

Beim Übergang von Ri zu R2 führen wir den Schnitt ($ = 0,
- 1 1]  0) aus; beim Übergang zu R3 weiter die Schnitte
(1111, 1]==-l), -2 C 2, lî== 0), (lei ==!-, Onl)l
(e = 0, t1] 1); und so verfahren wir fort (genau als ob wir
nach Peano die Strecke auf das Quadrat abbilden wollten. Alle
Rn sind der Kreisscheibe homôomorph, also dim Rn = 2, wâhrend
der Rn-adische Limes der Strecke homôomorph ist, also dim R =1.

(Eingegangen den 2. November 1935.)


