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Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschie-
denem Kern und abelscher Faktorgruppe nach

dem Kern
von

Reinhold Baer

Princeton N.J.

Bekanntlich wird die Struktur von Gruppen mit zyklischer
Faktorgruppe nach dem Kern durch die Struktur des Kerns und
die Lage des Zentrums im Kern vôllig bestimmt 1). Es liegt also
nahe, den Kernbegriff auch für die Lôsung des Strukturproblems
bei allgemeineren Gruppenklassen fruchtbar zu machen. Natür-
lich kommen dafür in erster Linie solche Gruppenklassen in Frage,
bei denen Zentrum und Kern wesentlich verschieden sind. Das

Naheliegendste wâre dann, Gruppen mit nicht-Abelschem Kern
zu untersuchen; aber deren Struktur wird durch die Struktur

gewisser gruppeninvariant definierter Untergruppen mit Abel-
schem Kern bestimmt 2).
Gruppen mit vom Zentrum verschiedenen Kern und Abel-

scher Faktorgruppe nach dem Kern sind direktes Produkt ihrer
Primârkomponenten. Da wir im folgenden nur solche Gruppen
untersuchen wollen, genügt es, Primärgruppen zu betrachten.

Um zu erreichen, daB Zentrum und Kern sich wesentlich unter-
scheiden, beschrânkten wir uns auf Gruppen mit wesentlichem
Kern, d. s. Gruppen, deren Kern eine maximale Untergruppe
ohne nicht-invariante Untergruppen ist, und die vom Kern ver-
schieden sind. [Durch die letzte Bedingung werden nur Abelsche
und hamiltonsche Gruppen, deren Struktur ja bekannt ist 3 ), von
der Betrachtung ausgeschlossen.] Dies sind genau die vom Kern
verschiedenen Gruppen, deren Kern jedes mit ihm elementweise
vertauschbare Element enthâlt.

1 ) Der Kern einer Gruppe besteht aus der Gesamtheit der jede Untergruppe
in sich transformierenden Gruppenelemente; vergl. hierzu R. BAER [Comp. Math
1 (1934), 254-283], im folgenden mit K. zitiert. 

2) Vergl. R. BAER, Gruppen mit hamiltonschem Kern [Comp. Math. 2 (1935 ),
241-246], im folgenden mit HK. zitiert. 

3 ) Vergl. K., FuBnote 1), S. 254. 
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Für Primärgruppen mit wesentlichem Kern und Abelscher
Faktorgruppe nach dem Kern geben wrir eine vollstândige Lôsung
des Strukturproblems, die wir in einem Spezialfall zu einer expli-
ziten Aufzählung mit Hilfe von Zahlinvarianten [analog etwa der
Charakterisierung der endlichen Abelschen Gruppen] ausbauen.

Wesentlich für unsere Lôsung des Strukturproblems ist folgen-
des ,,Reziprozitätsgesetz" : Die Ordnungen der Kernelemente sind
beschrânkte; ist pm die Maximalordnung der Kernelemente, so

liefert die Abbildung der Gruppenelemente auf ihre pm-ten
Potenzen eine isomorphe Abbildung der Faktorgruppe nach dem
Kern, also auch der von der Gruppe im Kern induzierten Auto-
morphismengruppe, auf das System und also die Gruppe aller
Kommutatoren von Gruppenelementen mit Kernelementen.

Dieses Reziprozitätsgesetz ist stets erfüllt, wenn p # 2, P -# 3;
ist p = 2 oder p = 3, so gibt es einige Ausnahmen.

Sehen wir von diesen Ausnahmegruppen ab, so werden genau
die ein solches Reziprozitätsgesetz erfüllenden Automorphismen-
gruppen durch Primärgruppen mit wesentlichem Kern und Abel-
scher Faktorgruppe nach dem Kern in ihrem Kern induziert;
schärfer : ein Normalteiler einer Primârgruppe ist dann und nur
dann wesentlicher Kern, die Faktorgruppe nach dem Kern Abelsch
und die Gruppe keine Ausnahmegruppe, wenn die in dem be-
trachteten Normalteiler induzierte Automorphismengruppe das
Reziprozitâtsgesetz erfüllt.
Das Reziprozitätsgesetz erfüllende Automorphismengruppen

werden vôllig bestimmt durch ihre Struktur als abstrakte Gruppe,
die Struktur ihres Definitionsbereiches und eine Reihe invarianter
Zahlen. Diese Automorphismengruppen kônnen also ebenfalls

explicite aufgezàhlt werden, doch charakterisieren der Kern und
die in ihm induzierte Automorphismengruppe nicht mehr voll-
ständig die Gruppenstruktur; dazu sind i. A. noch zwei weitere

Invarianten nôtig. Die Fälle, in denen sie entbehrlich sind, werden
explicite aufgezàhlt und die Abhängigkeit der Invarianten von
einander nâher untersucht.

Bezeichnungen. 

A(K) = Kern von Ci = Gesamtheit der Elemente aus O, die mit jeder Unter-

gruppe von K vertauschbar sind.

8 (K) - Zentrum von OE = Gesamtheit der Elemente aus O, die mit jedem Ele-
ment aus O vertauschbar sind.

0152 (GS) = Kommutatorgruppe von K = kleinster Normalteiler mit Abelscher Fak-

torgruppe.
D(K) = Gesamtheit der Kommutatoren von Elementen aus as mit Elementen

aus Sl (G5).
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A (k) = Gruppe aller von Elementen aus G in A(QS) induzierten Automorphismen.
9[ X B X ... = direktes Produkt der Gruppen U,B,...
gi n B n... = Durchschnitt der Gruppen 91, B, ...

{ ...} = von den eingeschlossenen Elementen oder Elementmengen erzeugte Unter-

gruppe.

(5j p = zur Primzahl p gehôrige Primârkomponente der Gruppe B = Gesamt-
heit der Elemente von 0153, deren Ordnung eine Potenz von p ist [t5p ist
nicht immer Untergruppe von K].

Unabhängig heit3en die Elemente a, b, ... # 1 einer abelschen Gruppe, wenn

{a, b, ...} = {a} x f{b} x ....
Basis - unabhängiges System von Erzeugenden einer abelschen Gruppe.
[a, b ] = aba-1b-l.

§

Rückführung auf primäre Gruppen.

SATZ 1. : Ist 0153 / A(K) abelsch und A (K) # 8 ( K), so ist K direktes
Produkt seiner Primiirkomponenten 4).

BEWF.IS : Aus den in H. K. bewiesenen Sâtzen folgt, daB es
genügt, unseren Satz unter der Voraussetzung zu beweisen, dal3
A(K) abelsch ist. Sei also im folgenden A(K) abelsch. Wir führen
den Beweis in mehreren Schritten.

1.) K enthâlt nur Elemente endlicher Ordnung. Denn in

Gruppen mit Elementen unendlich’er Ordnung und abelschem
OE 1 * ( OE ) ist 5) A(B) = 3(K).

2.) Für jedes p ist C3 eine Untergruppe von 05.
Wir zeigen zunächst :
2a.) Sind a, b zwei Elemente aus 0153p, so ist [a, bl = aba-lb-1

ein Element aus A( K )p, .
Ist nâmlich etwa pa bzw. pb die Ordnung von a bzw. b mod

A(K), so iSt 6): 

Da bP’ in A(K ) liegt, so wird nach K., § 1 (7) die linke Seite eine

4) LaBt man die Voraussetzung: A (K) # 3 (K) fort, so wird der Satz falsch,
da dann Elemente unendlicher Ordnung in 0 auftreten kônnen. Ist aber A (Qj) =

8 (QS) und enthâlt 0 nur Elemente endlicher Ordnung, so folgt unser Satz aus K,
§ 3, Lemma.

5) Nach R. BAER: Zentrum und Kern von Gruppen mit Elementen unendlicher
Ordnung [Comp. Math. 2 (1935), 247-249], Satz.

6) Nach R. BAER [Math. Zeitschr. 38 (1934), 375--416], im folgenden mit E.
zitiert, und zwar nach § 5, Zusatz, Bedingung 3., S. 407, welche Bedingung auch
erfüllt ist, wenn die dort Dk, 5 t genannten Elemente nicht unabhângig sind, wie
die Herleitung der Bedingung 4. von E, § 5, Satz, S. 4U2-403 zeigt.
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Potenz von a, die in A(K) liegt, und die linke Seite hat also die
Form: arpa.

Die rechte Seite wird nach K., § 2 (10):

Da a, b zu KP gehôren, und da A(K) abelsch ist, apa, bpb zu

A(G) gehôren, so gehôrt also [b, a] zu A(K)p.
Um 2.) zu beweisen, betrachten wir zwei Elemente a, b der

resp. Ordnungen pa, pb mod A(K) und es sei n = max (a, b ). Da

0152j Sf( 0152) abelsch ist, so wird also (a b )pn ein Element aus K( 0152)
und wir erhalten:

nach . 

da [bi, a] in A(05) liegt. Da apa, aP", bpn und wegen 2a.) auch

[bi, a] in A(K)p liegen, und da sr( M) abelsch ist, so ist (a b )pn ein
Element aus A( K )p und also a b eines aus @p, womit 2. ) gezeigt ist.

3.) Hat jedes Element aus OE endliche Ordnung, und ist jedes
@p eine Untergruppe von 0153, so ist 0 direktes Produkt seiner

Primärkomponenten.
Da (S nach 1.) von den in den 0153p enthaltenen Elementen er-

zeugt wird, so genügt es zu zeigen:
Zu verschiedenen Primârkomponenten gehôrige Elemente sind

miteinander vertauschbar.
Um dies zu zeigen, betrachten wir ein Element p aus 05p,

q aus Mq, mit p =1=- q; dann gehôren q,p q-1 und q -1 und also
auch qpq-1p-1 zu Kp, und analog sieht man, daB qpq-1p-1
zu (M, gehôrt. Da aber Kp und Kq nur die Gruppeneins gemein
haben, so ist also qp q-1 p-1 = 1, d.h. q mit p vertauschbar, wie
behauptet.
Damit ist 3.) und wegen 1.) und 2.) auch unser Satz bewiesen.

DEFINITION: (S ist eine Gruppe mit wesentlichem Kern, wenn
1.) Sù(Oi)  K und
2. ) es keine U ntergruppe U von G gibt, die sowohl A(k)  %  OE

als auch A(K) = U erfüllt.
0153 ist also eine Gruppe mit wesentlichem Kern, wenn der Kern

eine echte Untergruppe [hierdurch werden nur die abelschen und
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hamiltonschen Gruppen von der Betrachtung ausgeschlossen] und
eine maximale Untergruppe ohne nicht-invariante Untergruppen
ist.

SATZ 2.: Es sei K/A( Qj) abelsch.
Dann und nur dann ist @ eine Gruppe mit wesentlichem Kern,

wenn

1.) @ direktes Produkt seiner Primârkomponenten ist,
2.) diese Primiirkomponenten entweder abelsche oder hamilton-

sche Gruppen oder Gruppen mit wesentlichem Kern sind,
3. ) wenigstens eine der Primiirkomponenten eine Gruppe mit

wesentlichem Kern ist.

BEWEIS : A. Es seien die Bedingungen 1.) -3.) erfüllt, und es
sei speziell eine Primzahl derart, daB @w eine Gruppe mit
wesentlichem Kern ist. Nach K., §3., Satz 4 ist A(O) Il St( Mp),
und da A( Mw)  Mw ist, so ist auch $t(G)  0. p

Ist nun U eine Sf( 0153) umfassende Untergruppe von G, die

R(U) - U erfüllt, so sei U irgend ein Element aus U. Dann ist
n

II = II ui mit Ui in Kp1, wo pi, ..., Pn verschiedene Primzahlen
i=l 

sind. Weiter ist, da wegen A(U) = U und 1.) auch U direktes
Produkt seiner Primärkomponenten ist,

und also ist wegen Bedingung 2.): 

d.h. ui gehôrt zu A( Kpi ), und also u zu A(K), d.h. U=S(@),
d.h. (K ist eine Gruppe mit wesentlichem Kern.

B. Wir zeigen zunâchst :
(1 ) Ist 0152 eine Gruppe mit wesentlichem Kern, so ist jedes mit

S(@) elementweise vertauschbare Element in A(K) enthalten.
Ist nâmlieh g ein mit A(@) elementweise vertauschbares

Element, so ist {A(K), g} mit 9«55) abelsch oder hamiltonsch
r nach K., § 4., Satz 5.] und also {A(@), g} = A(@), d.h. g in

?(?), womit (1) bewiesen.
Ist nun 0152jSè( 0153) abelsch und OE eine Gruppe mit wesentlichem

Kern, so ist wegen (1) sicher ?(?) e 8(W), und 0152 also nach
Satz 1 direktes Produkt seiner Primärkomponenten: @ = Il @p.

p

Nach K., § 3, Satz 4 ist $é( OE ) = TI A(@p) und nach K., 9 3 (11)
ist (@p) == Sf( @ )p. p

Ist jetzt U = A(U) und Sf(0152T»)  U  @n, so ist
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und

also, da OE eine Gruppe mit wesentlichem Kern ist,

also

AuBerdem muB Sl’( 0152p)  Mp für wenigstens ein p gelten, da
K &#x3E; A( B) ist, womit 1.)-3.) als notwendig erwiesen sind.

SATZ 3.: Es sei @ eine Primdrgruppe.
Dann und nur dann ist OE eine Gruppe mit wesentlichem Kern,

wenn

1. A(@)@,
2. jedes mit Sl’( @) elementweise vertauschbare Element aus Qi

zu A (K) gehôrt.
BEWEIS.: Die Notwendigkeit der Bedingung 1. ist trivial, die

der Bedingung 2. eine Folge von (1 ). - Seien also die Bedingungen
1., 2. erfüllt und Q5 = (Kp für ein gewisses p.

Ist zunâchst p -# 2, so ist nach K., Ful3note 1) jede U = A(U)
erfüllende Untergruppe U von O abelsch und aus 1., 2. folgt,
daB Qi eine Gruppe mit wesentlichem Kern ist.

Sei p = 2; wäre ?( ?) hamiltonsch, so wâre @=(@) nach
H. K., Zusatz 3, was 1. widerspricht ; also:

Sf( @) ist abelsch.
Wir teilen jetzt die nicht in A(K) enthaltenen Elemente aus

0153 in zwei Klassen ein, und zwar gehôre ein nicht in S(@) enthal-
tenes Element g zu 9t, wenn

ist, sonst zu 6.
Ist @ leer, so folgt aus 1., daB @ einen wesentlichen Kern hat;

wir wollen also zeigen, daB die Annahme,

@ enthâlt Elemente,

zu einem Widerspruch führt.
Ist ein Element aus @, so ist

wegen Bedingung 2. ist also A((a(K), Ô)) hamiltonsch, wegen
H. K., Zusatz 3, also
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Da A( Q)) abelsch ist, so folgt aus der Existenz von Elementen,
in (5 und aus K., FuBnote 1):

a. A(Q)) = {a} x 3,
wo a die Ordnung 4 hat und direktes Produkt von Zyklen der
Ordnung 2 ist.

b. 2 = a2, 5-1a = a-l, 53 = 3 für 3 aus 8 und Ô aus 6.
Ist Ô’ ein zweites Element aus @, so induzieren Ô und #’ wegen b.

in A( @) denselben Automorphismus, d.h. aber wegen Bedingung 2:
c. sind 5 und 5’ Elemente aus 6, so ist 5’ 5-1 in S(@) enthalten,

und hieraus folgt weiter:
d. für irgendein # aus 6 ist

eine hamiltonsche Primârgruppe und es ist Sj &#x3E; ( 0153 ).
Aus Sj = A(S)) und Bedingung 1. folgt 0 &#x3E; S) und 9î enthâlt

also wenigstens ein Element. Ist T aus 8t, so ist

und aus K., § 5, Satz 7 und K., § 5, Folgerung 1 aus Satz 8 folgt:
1) t2 liegt in A(K );
2) t4 = a2 = 52, wo a ein gemaB a. bestimmtes Element und

# aus (5 ist; speziell hat also t die Ordnung 8.

3) t-1 ft == fa2h(f) für t aus A(K), wo h(f) = 0 oder 1 und

der Wert 1 für gewisse f angenommen wird.
Da x2 wegen 2) ein Element der Ordnung 4 in A(K) ist, so

kônnen wir wegen a. o. B. d. A. annehmen 7):
1*) x2=a.
Nach unserer Annahme gibt es ein Element # in (S und, wie wir

gezeigt haben, ein Element taus ffi und wir betrachten: W = r.
Da t wegen 1*) mit a vertauschbar ist, # wegen b. aber nicht,

da weiter A(@) abelsch ist, so ist w nicht in A(K) ) enthalten.
H) gehôrt auch nicht zu @, da sonst t wegen b., c. in A(@) ent-
halten wâre, was ausgeschlossen ist. Also:
? gehôrt zu 9î.
Bedenken wir, daB x und # mod A(@) verschieden sind und

mod A(@) die Ordnung 2 haben, also mod A(5) unabhângig
sind, so folgt aus E., § 5, Zusatz S. 407

wegen 1*) und b.

’ ) Natürlich nur für ein r aus 9Î.
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Weiter ist

wo tu2 wegen 1.) ein Element der Ordnung 4 aus ?(0) ist.
Dies zusammen mit obiger Formel ergibt:

also a2x = l, d.h. rtu2 = ri2 r.

Also wird:

Da aber andererseits iv2 ein Element der Ordnung 4 aus A(K)
ist, so folgt aus a., b., dal3

d.h. m-2 = w2, d.h. m2 hatte hôchstens die Ordnung 2, was

unmôglich ist.
Damit ist der gesuchte Widerspruch aufgewiesen, unser Satz

bewiesen und auch der

ZUSATZ 1: Primäzrgruppen mit wesentlichem Kern haben abel-
schen Kern.

Aus Satz 2. folgt noch der
ZUSATZ 2 : Es sei K/A(K) abelsch.
Dann und nur dann hat (5 einen wesentlichen Kern, wenn
1. $t( OE )  @,
2. jedes mit A( 0152) elementzueise vertauschbare Element zu A(0153)

gehôrt.

§ 2.

Hilfssâtze und Grundformeln.

Auf Grund der Ergebnisse des § 1 sind wir in der Lage, uns
auf die IJntersuchung primärer Gruppen [0152 = kp] zu beschran-
ken. Alle im folgenden auftretenden Gruppen seien deshalb als
primâr vorausgesetzt.
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(1) Dann und nur dann ist die Untergruppe U von G weàrent-
licher Kern von @, wenn

für jedes g aus G ist.
Die Notwendigkeit folgt aus sr( {sr(0153), gl) &#x3E; Sf(0153) und

Q [A (U)] = A(U), das Hinreichen daraus, da13 mit A(U) = U
und U &#x3E; B auch A(B) = B ist.

(2) Ist % eine Untergruppe von 0153 und t nicht in 21 enthalten,
so ist dann und nur dann

wenn

1. 2{ abelsch ist,
2. tpn(x) = a(r ) ein Element von der in U maximalen Ordnung

pm [die existiert] ist, wobei pn(r) die Ordnung von t mod A( 0153) ist,
3. tpm = c(r) ein Element der Ordnung pn(t) aus 21 [und also

n(r)  m] ist,
4. r-1 t t =fc(t )h(f, r) für jedes f aus U gilt und es ein e in 21

mit r-1e r = ec(r) gibt [so da,6 also t in 21 einen Automorphismus
der Ordnung pn(r) induziert],

5. m&#x3E;1 ist, falls p = 2.
Man beachte, dal3 a ( r) und c(r) [= a( t) pm-net) ] mit r ver-

tauschbare Elemente aus U sind. - Die "Funktionen" n(r), m,
h(f, t), a(t), c(t) hangen aul3er von den angegebenen Variablen
auch noch von U ab; da die ,,Bezugsgruppe" U im folgenden
stets aus dem Zusammenhang eindeutig erkennbar sein wird,
deuten wir diese Abhangigkeit in den benutzten Symbolen
nicht an. 

(2) ist eine triviale Folge aus K., § 5, Satz 7.

(3) I st 0153 eine Gruppe mit wesentlichem Kern, so ist A(@)
direktes Produkt von zyklischen Gruppen beschriinkter Ordnung
und die Maximalordnung der Elemente aus Sè( @) ist gleichzeitig
eine obere Schranke für die Ordnungen der Elemente von OEj$Îl( @);
ist 0153jSf( 0153) überdies abelsch, so ist Q)j A(OE) ebenfalls direktes

Produkt zyklischer Gruppen [von durch die Maximalordnung in
$%(G) beschrânkter Ordnung].

Dies folgt aus (1), {2) und K., § 5, Lemma.
(4) Es sei % = Sf( {2t, ul) # ( %, u}. D ann gilt für jedes t aus 91:
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Es ist nâmlich

woraus (4) folgt, da pm die Maximalordnung in 91 ist.
(5) Es sei % = St({21, ul) == R({%, b}), {%, u, b}/9f abelsch

und u, b nicht in U enthalten.

Nach E., § 5, Zusatz, Bedingung 3.), S. 407 [welche Bedingung,
wie früher bemerkt, auch angewandt werden kann, wenn u und b
nicht mod W unabhângig sind] wird nâmlich

woraus a. folgt, da c(b) nach (2), 3. die Ordnung pn(u) hat. -

Aus a. folgt b., da C(b ) = a(b)P m-n(u) nach (2), 2., 3. und pm
die Maximalordnung in 91 ist.

( 6) Es sei W = Sé ( ( %, u) ) = Sé ( ( %, b} ), i ( ill, u, b} 1  abelsch
und u, b nicht in 91 enthalten 8).

8) Die folgenden Formeln sind im wesentlichen Spezialf’âlle von E., § 5, (1),
S. 402.
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BEWEIS.: ad a. Die Formel a. ist offenbar für i = 1 wahr; ist
sie bereits für i - 1 bewiesen, so wird

da ja b mit c(b) vertauschbar ist, woraus a. durch vollstândige
Induktion folgt.
ad b. Die Formel b. ist offenbar für i = 1 wahr; ist sie bereits

für i - 1 bewiesen, so wird

wenn wir zur Abkürzung

setzen, und es wird also wegen a.

und hieraus folgt b. durch vollstândige Induktion.
(7) Es sei 9f = St({91, u}) = $t( ( 111, b} ), {21, u, b)/ 91 abelsch

und u, b nicht in 5H enthalten. Dann ist:

Dies folgt aus (6) b., wenn man dort i == pm setzt und bedenkt,

’) p = 2, m = 1 kann wegen (2), 5. nicht eintreten.
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daB m die Maximalordnung in U ist, daB 1 2 3 - 2 mod 32
ist, dal3 - 2m-1 = 2m- lmod 2m ist, und man schlieBlich noch

(5)b, berücksichtigt.

§ 3.

Das Reziprozitâtsgesetz.

DEFINITION : Es sei (M eine Primârgruppe mit wesentlichem
Kern und abelscher Faktorgruppe nach dem Kern. pm sei die

Maximalordnung in Sé(OE).
Q) heiBe vollkommen, wenn für irgendzwei mod Sf( 0153) unabhân-

gige Elemente u, b gilt:

sonst unvollkommen.
Wenn wir im folgenden von vollkommenen oder unvolikom-

menen Gruppen sprechen, so werden wir, sofern nichts anderes
erwähnt, allé in der Definition erwahnten Eigenschaften voraus-
setzen.

Wegen K., § 5, Satz 7 sind die Primârgruppen mit zyklischer
Faktorgruppe nach dem Kern vollkommen, die wir, soweit es
bequem ist, wegen K., § 5-6 von der Betrachtung ausschlieBen
können.

LEMMA 1: Es sei @ vollkommen. l st (5 ein System mod A(M)

unabhiingiger Elemente, so bilden die Elemente c(#) = p m mit #
aus (5 ein System unabhängiger Elemente aus St( OE).
BEWEIS: Es seien ui, ... , ul irgend l &#x3E; 1 verschiedene Ele-

1

mente aus (5 und 1 = II c( Ui)wi mit o  w,  pn(Ui), wo pn(Ui) die
i=l

Ordnung von Ui mod A(0153) und also nach § 2, (2),3 die Ordnung
1

von c(ui) ist. Da die ui aus @ sind, so ist u == 11 Uwi dann und
i=l

nur dann ein Element aus A(G), wenn w1 = ... = zvl = 0 ist.
Nun ist

da OE vollkommen ist,
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und nach § 2, (2),3 ist also u in A(0153) enthalten, womit Lemma 1.
bewiesen ist.

LEMMA 2: Q) sei vollkommen.
a. Für jedes u liegt c(u) in 3(Q)).
b. Sind u, b, tu mod R (0153) unabhângig 10), so ist [u, b ] mit Bt1

vertauschbar 11).
c. Für jedes 1 aus $l1(G) uiid beliebige u, b gilt 12):

h(f, lt) = h(t, b) mod en [n(u), n(u)]. .
d. I st 2n die Maximalordnung der Elemente aus OE j sé (OE) und

ist 0153 / st(OE) nicht zyklisch, so ist 13):

BEWEIS : Es seien zunâchst u und b zwei mod A(QJ) unab-
hângige Elemente. Nach Lemma 1. sind dann auch c(u) und c(b)
unabhängige Elemente aus A(@). Weiter wird:

Also ist wegen § 2, (2), 3

und, da Qi / R (là) abelsch ist, also un und b u in R (Qi) denselben
Automorphismus induzieren, auch

und hieraus folgt

Hieraus folgt a., da es Elemente t mit h(t, u) = 1 gibt, und da
c(u) mit u vertauschbar ist.
Aus den beiden ersten Kongruenzen folgt c., falls u, b mod 9

unabhângig sind, und allgemein, wenn man bedenkt, daB

h(f,ui):=h(f,u) und dal3, falls u, b mod A(M) abhàngig sind,

1°) Hier genügt es anzunehmen, daB c (u) , c(u), c (tu) unabhângig sind.

11) Hieraus und aus c. folgt, daB [u,D] in ,8(0152)) liegt, wenn m von maximaler

Ordnung mod R (G) ist.

12) h(t, u) bestimmt sich aus: u-1fu = fC(U)h(f,u).
13 ) In § 10 wird sich zeigen, daB dies auch gilt, wenn @ unvollkommen ist.



14

etwa b = uÍtu mit mod A(@) unabhängigen u, tu oder u = bi ro
mit mod A(Qj) unabhängigem b, ttJ ist.

Sind u, b, tu mod A(@) unabhângig, so sind c(u), c(b), c(tu) un-
abhängig und aus E., § 5, S. 407, Zusatz, Bedingung 2. folgt

woraus b. folgt.
Um schlieBlich d. zu beweisen, betrachten wir ein m mit

n (m) = n. Da 0153 / St: (0153) nicht zyklisch ist, so gibt es ein u, so daB
m, u mod St: (0153) unabhängig sind, und da p = 2 ist, also m &#x3E; 1
nach § 2, (2), 5, so kann u so bestimmt werden, daB n(u)  m
wird. SchlieBlich gibt es ein n in sr (0153) mit h ( n, m) = 1 und aus c.
folgt dann h(n, b ) = 1 für jedes b.

Aus § 2, (4) folgt:

und, falls n(b ) C m ist, wegen § 2, (2), 3 sogar:

So erhalten wir:

also 1= C(M)2m-1 , also n = n(m)  m -1, womit d. bewiesen ist.

lm folgenden sei stets xg(t) 9 - 1 f g der von g in * (OE) indu-
zierte Automorphismus, A (Qj) die Gruppe aller in .Sl(OE) indu-
zierten Automorphismen, ’1) (OE) die Gesamtheit aller Elemente

1-1 X,(t) mit t aus (0153).
SATZ 1: Es sei OE vollkommen.
a. oe j *(ce), A (OE) und T (OE) sind isomorphe Gruppen.
b. {Xg} - (c (g )) definiert eine situationstreue Abbildung 14) von

A (Qi) auf ’1) ( G ) .
c. Xg -+ c(g) ist eine isomorphe Abbildung von A (Q» auf

T (OE ) und entsprechend  (C)g ---3 c(g) eine isomorphe A bbildung von
OE j $t ( OE ) auf T ( G ) . [ Reziprozitätsgesetz. ]
BEMERKUNG : Die Einschiebung der Aussage b. hat ihren Sinn

darin, daB zur Herstellung der Zuordnung b. nur die Kenntnis

14 ) Für den Begriff der situationstreuen Abbildung vergl. etwa K., 1 7.
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der Automorphismengruppe A(05) nôtig ist, zur Herstellung der
Zuordnung c. aber die Kenntnis der ganzen Gruppe CM. Im § 9
wird sich zeigen, daB es Primärgruppen mit wesentlichem Kern
und abelscher Faktorgruppe nach dem Kern gibt, in denen a., b.,
aber nicht c. richtig ist.

BEWEIS : Wenn CM / Sè( 0153) zyklisch ist, ist unser Satz eine Folge
von K., § 5, Satz 7; wir kônnen also annehmen, daB 05 / Sù (Q$) nicht
zyklisch ist.

Nach § 2, (3) existiert eine Basis 58 von Qj mod e «M). Dann
stellen die Elemente

ein volles Reprâsentantensystem von 05/9(0) dar [bei Benut-
zung einer Wohlordnung von B].
Da OE vollkommen ist, so ist

und wir definieren:

Offenbar ist oc eine in ganz M / sl( OE) definierte, eindeutige 15) Ab-
bildung auf einen Teil von T(OE).
Da wegen § 2, (4) und wegen Lemma 2., d. gilt

c (fg) = c (g) für jedes t aus $t(OE), jedes g aus 04,
so wird ce(OEjst(OE)) = T(OE), und hieraus folgt auch, daB oc

multiplikativ ist.
SchlieBlich ist oc umkehrbar eindeutig nach Lemma 1., da B

eine Basis von 0153 mod $t( OE ) ist. oc ist also ein Isomorphismus, und
daraus folgen a., b., c.

SATZ 2: Es sei 0153 eine Primârgruppe mit wesentlichem .Kern
und 05 / $t(G) abelsch, aber nicht zyklisch.

a. 0153 ist vollkommen, wenn p =1= 2, p # 3.
b. I8t p = 3, so ist G dann und nur dann vollkommen, wenn

für irgendzwei mod $t(G) unabhiingige Elemente u, b gilt:

15 ) Wenn man noch 3 irgendwie wohlordnet und die Reihenfolge der Faktoren
gemäB dieser Wohlordnung festlegt; übrigens ist der Wert von ce von der gewâhlten
Wohlordnung unabhângig, wie aus der Formel c(fg) = c(g) für i aus m(@) folgt.
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c. I st p =: 2, so ist OE dann und nur dann vollkommen, wenn 16)

für irgendzwei mod Sl( OE) unabhângige Elemente u, b gilt 17).
BEWEIS.: a. folgt aus § 2, (7), b. folgt aus § 2, (7) in Verbin-

dung mit Lemma 1. und Lemma 2., b. - Die Notwendigheit der
in c. angegebenen Bedingungen folgt aus Lemma 2., d., Lemma
2., a. und § 2, (7); sind aber unsere Bedingungen erfüllt, so folgt
aus § 2, (5), b., daB jedes c(g) in 3( 0153) liegt, und aus § 2, (7) dann
die Vollkommenheit von 0153.

ZUSATZ: Ist 0153 eine Primârgruppe mit wesentlichem Kern, so
ist dann und nur dann @/S(@) abelsch, wenn %( OE )  8( OE ) gilt.

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt für vollkommene
Gruppen aus Lemma 2. a.; für unvollkommene Gruppen wird sie
im § 9, § 10 hergeleitet werden. - Ist umgekehrt die Bedingung
erfüllt, so wird:

d.h. OEj A(OE) ist abelsch.

§ 4.

Automorphismengruppen mit Reziprozitâtsgesetz.

Es sei 9t eine abelsche Primârgruppe, und pm die [endliche]
Maximalordnung der Elemente von 9î. Ist A eine Gruppe von
[eigentlichen] Automorphismen von 9t, so sei

8(A) = Gesamtheit der ce($) == Õ für jedes ce aus A erfüllenden

Elemente 6 aus 3t, ,

%(A ) = Gesamtheit der Elemente fll(f-1) mit oc aus A, t aus 9t.

DEFINITION 1.: A heipt vollkommen18), wenn

1. ‘,D(A)  (A),
2. es eine isomorphe Abbildung c = c(ce) von A auf die Gesamt-

heit [und also Gruppe] %(A) gibt, so dafl gilt:

21. ll(f) =:: f c (a) h (r, )für jedes 1 aus 9Î;

16) Im § 10 wird sich zeigen, daB auch die unvollkommenen Gruppen n  rn,

nämlich n = 1, rra = 2 erfüllen.

17) Die Existenz unvollkommener Gruppen wird in § 9 für p = 3 und in § 10
für p = 2 gezeigt.

18) In § 5 wird gezeigt werden, daB vollkommene Gruppen in ihrem Kern voll-
kommene Automorphismengruppen induzieren.
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2 2. es gibt ein Element a(ce) in 9f, so dap a( oc )pm-n(tt) = c(a),
wo p’nlclw) die Ordnung von oc ist, und oc[ a(oc)] = a(oc).
Es ist also A eine Primàrgruppe und, wenn pn die Maximal-

ordnung in A ist, so ist n  m. In den Anwendungen werden wir
noch annehmen, daB n  m, falls p = 2 ist. - Weiter ist pn(rx)
auch die Ordnung von c(ce) und also a(ce) ein Element von der
in 9f maximalen Ordnung pm.
Man bemerke weiter:

ist c(x) eine zweite 2. genügende isomorphe Abbildung von A
auf D (A), so gibt es eine zu p teilerfremde Zahl c, so daB
c (oc) = c( oc)C [ = c (d)] für alle oc aus A gilt.
Durch die Zuordnung: y[c(oc)] - 1(ce) wird nâmlich ein Auto-

morphismus y von IZ (A) erklârt, bei dern wegen 21. jeder Zyklus
von S)(A) in sich übergeht. Also ist sicher

Sind dann oc und P unabhângig, so sind auch c(ce) und c(fl)
unabhângig, und es wird:

also c(ce ) - c (fl) = c (a fl) mod pmin [n(et;), n(t1)], woraus unsere Behaup-
tung folgt.

SATZ 1. Es sei 9:( eine abelsche Primârgruppe, pm die (endliche)
Maximalordnung der Elemente von 2f und ,8, SD zwei Untergruppen
von 91.
Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Gruppe A von

Automorphismen von 9:(, die

crfüllt, wenn
1. ) 21/3 zyklisch ist und es

2.) einen direkten Faktor von 2t gibt, der SD enthâlt, in 8 ent-
halten ist und direktes Product von Zyklen der Ordnung pm ist.

BEWEIS : A. Es sei A eine vollkommene Automorphismengruppe
von 21 und a( tX), c( a) die in die Definition der Vollkommenheit
eingehenden Funktionen.

(1) I st u ein Element aus A von der in A maximalen Ordnung
pn, so ist
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Wegen {u} Ç A ist 8(A)  8( {Il}). Ist umgekehrt M aus
3( {Il} ) und « aus A, so ist x = tz’fl, wo p und fl unabhângig sind,
wenn fl # 1 ist, wie aus K., § 5, Lemma folgt, da p von in A
maximaler Ordnung ist. Es gilt

und, da mit li und fl auch c(y) und c(fJ) unabhângig sind, so wird :

also (m ) = « (1ro ) = 1, womit (1) bewiesen ist.
(2) ) W/8(A) ist ein Zyklus der Ordnung pn.
Dies folgt aus (1), da 9t/3({u}) ein Zyklus der Ordnung pn

ist [vergl. Definition 1., bes. 2,1.].
(3) Es gibt Elemente e in W, die a (e ) = e c(ce) für jedes ce aus A

erfüllen.
Es sei p ein Element von der in A maximalen Ordnung pn.

Da y und c(u) dieselbe Ordnung haben, so gibt es sicher Elemente
e in %, die u(e) = e c(,a) erfüllen.

Ist jetzt B aus A so, daI3 fl und fl unabhângig sind, so wird:

da mit fl und p auch c(fl) und c(,u) unabhângig sind, so wird:

also fl (e) =ec(B).
Ist nun (x irgendein Automorphismus aus A, so ist wieder

Oc = pifl, wo p, fl unabhängig sind, wenn nur fl # 1 ist, und es
wird:

Damit ist (3) gezeigt und wegen (2) auch:

(4) Ist e ein Element aus 91, das ce(e ) = e c(ce ) für jedes oc aus A
er füllt, und ist u aus W, so dafl ue-1 in 8(A) liegt, so ist:



19

(5) Jedes Element aus D (A ) ist Potenz eines Elementes der

Ordnung pm aus 8(A).
Sei e ein Element niederster Ordnung unter den a(e) = ec(a)

für jedes oc aus A erfüllenden Elementen; ein solches existiert

nach (3). e ist dann Repräsentant einer erzeugenden Restklasse
von %/8(A) [wegen (1), (2)].

Ist P aus A beliebig, so ist also a(fJ) eu u mit 0  u  pn,
u in ,8(A).
Ist u = 0, so ist nichts mehr zu zeigen; ist u :A 0, so ist

u - u’p"" mit (u’, p) = 1, 0 u"  n.

Wegen Definition 2, 2 ist:

also wird c(p)’ = 1, d.h. u" &#x3E; n({1} &#x3E; 0.

Weiter ist

und dies ist :A 1, also u wie a(f3) von der Ordnung pm.
SchlieBlich ist

und damit (5) erwiesen, da u in 8(A) liegt.
Aus (5) folgt jetzt die Notwendigkeit der Bedingung 2.): sei

namlich 58 eine Basis von D (A ); eine solche existiert nach K.,
§ 5, Lemma. Dann existiert nach (5) ein System B* in 3 (A),
dessen sâmtliche Elemente die Ordnung pm haben, und so dal3
jedes Element aus 33 Potenz genau eines Elementes aus B*, eine
gewisse Potenz jedes Elementes aus B* ein Element aus B ist.
B* lâl3t sich dann (genau wie beim Beweise von K., § 5. Lemma)
zu einer Basis von 91 ergânzen, so daB die von B* erzeugte Unter-
gruppe von 9t genau die in Bedingung 2.) geforderten Eigen-
schaften hat.

B. Sind umgekehrt die Bedingungen 1.) und 2.) erfüllt, so

ist %j8 ein Zyklus der Ordnung pn, und es sei e ein beliebiges in
einer erzeugenden Restklasse von W)8 enthaltenes Element. Dann
laBt sich jedes Element aus % eindeutig auf die Form

bringen.
Ist c ein Element aus SD, so definieren wir:
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99, ist für jedes c eindeutig in ganz 9t definiert, und da c in 8 liegt,
so ist qgc(%) = U.

Ist weiter

also, da c in 8 liegt, 0 ae, y  pn ist, x = y und infolgedessen
t = p, d.h. cpç ist umkehrbar eindeutig.

SchlieBlich ist, falls x + y == z + epn mit 0  x, y, z  pn,
e = 0, 1 ist

da ja pn die Maximalordnung in % ist,

d.h.

qJc ist ein Automorphismus.
Setzen wir c (,p,) = c, so ist dann und nur dann CPc’ = CPc’ wenn

C(qJc’) = c(ç? ) ist. Weiter ist:

d.h. CPcc’ = 99,99., und also

und damit ist die Gruppe A aller cpc mit c in Z als vollkommen
erwiesen.

3(A) = 3 und D)(A) = D folgen unmittelbar aus der Definition
von A.

Damit ist unser Satz bewiesen und wegen (3), (4) auch der
ZUSATZ 1: Ist A vollkommen, c(a) eine der Definition 1. genü-

gende isomorphe Abbildung von A auf D(A}, so ist

oc (f) == 1 e (x) h (1) für aus 21,
wo h(f) nur von f, nicht von ce abhângt.

Die Invarianten vollkommener Automorphismen-
gruppen.

Ist A eine vollkommene Gruppe von Automorphismen der
abelschen Primârgruppe 5l!, so ist %/8(A) zyklisch von der Ord-
nung pn, wo pn gleichzeitig die Maximalordnung der Elemente
von A ist : n = n(A).
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Haben zwei Restklassen von 9{/B (A) die gleiche Ordnung pi
mit 0  i  n, so ist die Minimalordnung ihrer Elemente die-
selbe, etwa pni und es ist

Unter diesen n + 1 Zahlen n2 - i sind u + 1 == u(A) + 1 ver-

schiedene und es seien die Zahlen u(i, A) für 0 i u(A) so
bestimmt, daI3 nj - i  nj+1 -- i - 1 dann und nur dann, wenn
i = u(i, A) für geeignetes 1. Schliel3lich sei v(i, A) = nu(i,A) und

Ist B eine abelsche Gruppe, deren sämtliche Elemente 1 die
Ordnung p haben, so ist 13 direktes Produkt von Zyklen der
Ordnung p und die Anzahl dieser Faktoren ist dieselbe in allen
derartigen Produktzerlegungen. Sie heiBt der Grad d = d (flé ) von B.
Die Anzahl der Elemente von B ist dann pd oder d, je nachdem 13
endlich oder unendlich ist.

Es sei %1 die Untergruppe aller Elemente einer Ordnung  p,
die Potenzen von Elementen der Ordnung pi sind. Dann sei:

wo pm die Maximalordnung in W ist.

ZUSATZ 2: Es sei % eine abelsche Primârgruppe der (end-
lichen) Maximalordnung pm und A eine vollkommene Gruppe von

Automorphismen von 21.

Dann ist

wo p"1’,A) die Ordnung von ei, pm die von mv ist;

Dabei ist w (A) :

BEWEIS : Nach Satz 1. ist 2X/3(A) zyklisch von der Ordnung
pn. Weiter ist nach Satz 1. 2t 21* X TI {ilil, wo mv ein Element

der Ordnung pm aus ,8(A) ist,  (A ) in Il {mv}, aber in keineln
v
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echten Faktor enthalten ist. Ist dann 3* = 9t* Q B(A), so ist
auch 9(*/Q* zyklisch von der Ordnung pn, und die Minimal-

ordnungen in den Restklassen von 91*/,3* sind dieselben wie in
den entsprechenden sie enthaltenden Restklassen von W/3(A).
Sei dann e.(A) ein Element niederster Ordnung aus einer 91*/,3*
erzeugenden Restklasse und ei für 0  i  u(A) ein Element
niederster Ordnung aus 3*er"-’ (i, A)1so daB e0 = 1 und Pv, (i A)u(A)’ 0

die Ordnung von e, ist. Die Gleichung !pT+l - ei 
r 

hat für

0 Ç r  v(1, A) keine Läsung r in *, da sonst ei!-p niedere
Ordnung als ei häte, aber mod 8* dieselbe Untergruppe von
%*)8* erzeugte wie ei. Da die ei mit 0 C i alle verschiedene

Ordnung 1 haben, so ergibt der Beweis von K., § 5, Lemma,
daI3 die ei mit 0  i in einer Basis von %* enthalten sind, 19)

u(A)
d.h. * = II {ei} x 5B.

i=1

Da in jeder Restklasse von U*j3* eine Potenz eines ei Element
niederster Ordnung ist, so ist es môglich, die ei durch Elemente
aus 8* zu einer Basis von [* zu ergânzen, so daB also 113 als

Untergruppe von 8* angenommen werden kann.
Ist 3** die aus 5B durch Hinzufügen der Elemente

ei-ieî (i,A)-.(i-l,A) mit 0  i entstehende Gruppe, so ist sicherei-1ei 
" ’ 

mit 0  entstehende Gruppe, so ist sicher

3**  8*; da aber %*)8** ein Zyklus der Ordnung pn ist, so
ist 3* 3**. .

Ist nun

mit zu p primen ai, so wird

wobei

Da, wie oben gezeigt, die ei mit 0  i Teil einer Basis sind, so
müssen die einzelnen Faktoren = 1 sein, d.h. f(i) = 0 mod pv (i, A).
Hieraus folgt zunâchst :

Haben wir bereits gezeigt, daB

19) Dies kann man auch folgern aus § 1 von R. BAER, Types of elements and
the characteristic subgroups of Abelian groups [Proc. London Math. Soc. (2) 39
(1935), 481-514], im folgenden mit T. citiert.
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ist, so ist also, da die Ordnung von ei kleiner als die von

und also

womit diese Ungleichung für 0  i  u(A) bewiesen ist.
Da nach einer oben gemachten Bemerkung pv(i,A)-u(i,A)+,tt(i-1,A)

die Ordnung von ei-1ei pu(i,A)-U(i-l,A) . ist, so folgt aus der Un-
gleichung, daI3 diese Elemente voneinander (und natürlich von
den Elementen aus 58) unabhângig sind.
Aus dem Bewiesenen folgt jetzt der Zusatz 2., wenn man noch

bedenkt, daB ist.

ZUSATZ 3.: Es sei 2t eine abelsche Primärgruppe der Maxi-
1nalordnung pm, D eine abelsche Primârgruppe der Maximal-

ordn1.¿ng pn, u und u (i ), v(i) für 0  i  u positive ganze Zahlen
un,d w eine nicht-negative endliche oder unendliche Anzahl.
Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Automorphismen-

gruppe A in 5l(, so dap
a. ) A und D isomorph sind,
b.) u(A) = u, u(i, A) = u(i), v(i, A) = v(i) für 0  i  u(A)

und w(A) = w ist, wenn
1.) 0 = v(O)  v(1)  ...  v(i)  ...  v(u),
2.) 0 = u(0)  u(1) ...  u(i) ...  u(u) = n,
3.) 0  v ( 1 ) - u( 1 )  ...  v (1 ) - u(1 )  ...v(u)-u(u),
4.) 2t für jedes i mit 0  i  u einen zyklischen direkten Faktor

der Ordnung pV(i) besitzt,
5.) d( 5l(m) = w + d(D1) ist.

Die Notwendigkeit der Bedingungen 1.)-3.) und 5.) folgt aus
der Definition der Invarianten u(A), u(i, A), v(i, A), w(A), die
Notwendigkeit von 4.) aus Zusatz 2. Sind umgekehrt die Be-
dingungen erfüllt, so ist

wo ei die Ordnung pv(i) hat, die Maximalordnung in )8’ kleiner
als pm ist, bv und my die Ordnung pm haben, es d(D1) Faktoren
{mv} und w - 1 oder w Faktoren {bv} gibt, je nachdem ob w
endlich und gleichzeitig m = v(u) ist oder nicht.
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Wie beim Beweis des Zusatz 2. zeigt man dann, daB man

setzen darf, daB dann W ) 8 ein Zyklus der Ordnung pn wird; weiter
kann man Zahlen kl so bestimmen, daB 0  kv  m und D

isomorph = II {me k V} wird. Dann folgt aus Satz 1. das Hin-
reichen unserer Bedingungen.

SATZ 2.: Es sei A(’) eine vollkommene Automorphismengruppe
in der abelschen Prilniirgruppe ÇJl(i) (i = 1, 2).
Dann zcnd nur dann gibt es eine A(1) in A(2) &#x3E; trans f ormierende,

isomorphe Abbildung von U(1) auf c2&#x3E;, wenn

1.) U(1) ) isomorphe U(2),
2.) A(1) } isomorph A (2),
3.) u(A (1)) = u(A2&#x3E; ), u( i, A (1)) = u(1, A (2)),

V (i, A(1)) = v (i, A (2)), 
4.) w(A (1)) = zv (A  2 &#x3E; ) ist.

BEWEIS : Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt wegen Satz
1. und seiner Zusatze daraus, daf3 eine A(’) in A(2) transfor-
mierende, isomorphe Abbildung von Z(l) auf u(2) auch B (A(’» auf
3(A(2») und D(A(10) auf D(A(2)) abbildet.
Es seien also die Bedingungen 1.)-4.) erfüllt und

eine Darstellung von %(i) gemäB Zusatz 2. Dabei kann wegen
(3), (4) eiu(A(i)) == ei als ein oc(e2) = eici(,x) für oc aus %(i) erfül-
lendes Element gewàhlt werden, wenn ci (cc) die in die Vollkommen-
heitsdefinition eingehende isomorphe Abbildung von A (i) auf

% (A  1 &#x3E; ) ist.

Wegen 1. ist die Maximalordnung in U(1) und %(2) dieselbe,
etwa pm, und wegen 2. haben An) und A2 dieselbe Maximal-

ordnung pn.
Es ist )8(i) = gî(i) X @(i) wo die Maximalordnung in 9î(i) kleiner

als pm ist, wâhrend 6(i) direktes Produkt zyklischer Gruppen der
Ordnung pm ist.

Wegen 3. haben ei; und e2j dieselbe Ordnung.
d(@;(1)l) == d(10(2)1) folgt also aus 4., und mithin sind (5(1) und

15(2) &#x3E; isomorph.
Da nach 2. A(’) und A(2) isomorph sind, so wird
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und mithin sind {mV1} und H {m,,} isomorph.
v v

Also folgt aus 1., daB 9î(l) und R(2) isomorph sind.
Sei jetzt ci(oc) die in die Vollkommenheitsdefinition eingehende

isomorphe Beziehung von A(2) auf D(A(2»@ r eine gemäB 2.

existierende isomorphe Abbildung von A(1) auf A (2), e eine iso-

morphe Abbildung von 91(l) auf ffi(2), or eine von 6(1) auf 6(2).
Dann gibt es, wie man leicht sieht, eine isomorphe Abbildung 99

von 2{(1) auf 91(2), die

in 9î(l) mit e und
in 1151&#x3E; mit a übereinstimmt,

und die weiter

Ist jetzt a aus A(1) beliebig, so ist nach Zusatz 1. zu Satz 1.:

Es wird dann

und, da für OE2 aus A (2), f2 aus %(2) gilt

so folgt h1(f)== h2[tp(f)] mod pn und wir erhalten

oder

99 ist eine A (1) in A (2) transformierende, isomorphe Abbildung
von %1&#x3E; auf U(2), die sogar die Beziehungen ci(oc) erhâlt und eine
gegebene isomorphe Abbildung von A(1) auf A(2) umfa.f3t.

ZUSATZ: Die Bedingung 4. ist eine Folge der Bedingungen 1. -3.,
wenn wenigstens eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 20)

a.) A (i) ist endlich;
b.) A(i) ist unendlich, aber d(A (i)1)  d($2{(i)m).

20) Der Beweis zeigt, daB dies nicht mehr gilt, wenn keine der Bedingungen
a) oder b) erfüllt ist.
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Es ist nàmlich

und demnach ist w(A (i)) durch d(%1&#x3E;m) und d(A(i)1) und also
durch W(i) und A (i) bestimmt, wenn a.) oder b.) erfüllt ist.

SATZ 3: Es sei A(i) eine vollkommene Automorphismengruppe
in der abelschen Primârgruppe $l(i) (i = 1, 2).
Dann und nur dann gibt es eine A(l) in A(2) transformierende,

isomorphe Abbildung von %(l) auf 5R:(2), wenn es eine isomorphe
Abbildung von 21(l) auf 91(’) gibt, die ,8 (A (1») in ,8 (A (2)) und 1)(A (1))
in D(A(2)) überführi.
Es ist nur das Hinreichen der Bedingung zu zeigen: sei

eine Zerlegung von 9f") gemäB Zusatz 2 zu Satz 1.; ist dann x

eine 3(A(1)) in 8(A2» und Z(A(l» in ’Z(A(2» überführende
isomorphe Abbildung von 51(1) auf 2{(2), so wird:

und dies ist offenbar eine Zerlegung von %(2) bezgl. A(2) gemäB
Zusatz 2. zu Satz 1. Bedenkt man noch, daB :1)(A(i» und A(i)
stets isomorph sind, so folgt aus Zusatz 3. zu Satz 1., daB die

Bedingungen 1.20134. des Satzes 2. erfüllt sind, und also ist Satz 3.
eine Folge von Satz 2.

ZusATZ: Es sei A(i) für i = 1, 2 eine vollkommene Automorphis-
mengrup pe in der abelschen Primârgruppe U.
Dann und nur dann ist A(1) = A(2), wenn 2(A(1) = 8(A2)) und

ÉZ(A(l» = cZ(A(2» ist.
Es ist nur das Hinreichen der Bedingung zu zeigen: es sei ci(a)

eine in die Vollkommenheitsdef inition eingehende, isomorphe Ab-



27

bildung von A(2) auf IZ(A(2»; da ’Z(A(l» = (A(2») ist, so wird
durch die Gleichung Ci(oe) = c2[À((X)] eine isomorphe Abbildung Â
von A(1) auf A(2) definiert. Wegen (3), (4) gibt es einen Repräsen-
tanten e einer erzeugenden Restklasse von 5lt/3(A(1» = 5lt/3(A(2», ,
so daB

gilt, und also eine zu p teilerfremde Zahl c, so daB

gilt, und hierdurch sind die Automorphismen a aus Ai) vôllig
bestimmt.
Für a aus A(1) wird also

und wegen 2(A(1») = 8(A(2» und (3), (4) wird also: Â(a) = oce,
d.h. A (1) = A (2), wie behauptet.

§ 5.

Charakterisierung des Kerns vollkommener Gruppen.

SATZ : Es sei 0 eine Primärgruppe, W eine Untergruppe von 0153
und X q(t) = g-lfg die von g aus 0153 in 21 induzierte isomorphes
Abbildung.
Dann und nur dann ist OE vollkommen und 9f = Sé( OE), wenn
1. 2! ein echter, abelscher Normalteiler von 0153 mit Elementen

beschränkter Ordnung ist,
2. die von Q) in 2{ induzierte Automorphismengruppe voll-

kommen ist und die in die Vollkommenheitsdefinition ( § 4.) ein-
gehende isomorphe Abbildung durch

C(Xq) = gpm - c( g) [pm = Maximalordnung in 2I]

hergestellt wird,
3. Xg = 1 dann und nur dann ist, wenn g in 9t liegt,
4. m &#x3E; 1 ist, falls p = 2 ist.
BEWEIS : Die Notwendigkeit der Bedingung 1. ist eine Folge

von § 2, (1), 1, und § 2, (3), die der Bedingung 2. von § 3, Satz 1,
die der Bedingung 3. von § 1, Satz 3, die der Bedingung 4. von
§ 2, (1) und § 2, (2), 5.

Es seien umgekehrt die Bedingungen 1. -4. erfüllt; dann folgt
aus § 2, (2), daB

fur jedes g aus
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ist, aus § 2, (1) also, daB [ = 2 ( () wesentlicher Kern von
ist; wegen 2. und 3. ist 0153 j Sf( 0153) isomorph einer Untergruppe von
9t; also ist 0153jSf(Qj) abelsch. Wegen 3. ist die Zuordnung: g --&#x3E; X 9
eine isomorphe Abbildung von Qj / Sf( Qj) auf die von 0153 in Q( OE)
induzierte Automorphismengruppe und wegen 2. definiert also

die Zuordnung: g --&#x3E; gPm eine isomorphe Abbildung von 0/ sl( OE)
auf Z«55), d.h. Qj ist vollkommen.

FOLGER.UNG: Ist OE vollkommen, 9 aus 0153 beliebig, so gibt es
ein zu g mod Sf( Qj) kongruentes Element g , so da,8 - unter pn(g)

die Ordnung von g rnod Sl( OE ) verstanden - a(g) = 9 in 8«M)
liegt.

BEWEIS : Es sei A die Gruppe der von @ in ?(?) induzierten
Automorphismen Xg(f) = g-lfg. Da B(O)  g(O) ist, so ist [in
der Bezeichnung des § 4] 8( OE) = 3(A). Aus Satz 2. folgt dann
wegen § 4, (3) die Existenz eines Elementes e, so daB

gilt, und e ist Reprâsentant einer erzeugenden Restklasse der

wegen § 4, Satz 1. zyklischen Gruppe Sl(G))8(OE).
Insbesondere ist also

Dann wird

und also g == 0 mod pn(g), da ja Xg und c(g) dieselbe Ordnung
pn(g) haben [vergl. § 2, (2)]. Wir setzen g = g pn(g), wo fi eine
ganze Zahl ist, und 9 == e-Yg.
9 und g sind kongruent mod ?(?), da e in ((S) liegt, und es

wird also n ( g ) = n ( g ) . Weiter wird:
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und, da u und c(g) in 3(M) liegen [nach § 3, Lemma 2., a.], so
liegt a(g) in 8(OE), womit unsere Behauptung bewiesen ist.

LEMMA: Es sei (M eine Primârgruppe, 21 eine die Bedingungen
1., 3., 4. des Satzes erfüllende Untergruppe von 05.
Dann und nur dann ist auch die Bedingung 2. des Satzes er-

füllt, wenn OE)% abelsch ist und es eine Basis von Qi mod

gibt, so dafl gilt 21):
a. es gibt eine für alle 1 aus 91 definierte Funktion h(t), so daB

b-lfb ic(b) h(l) für alle b aus 0 ist;
b. y[W n bf’] = c ( À bf’) für bi aus llJ, b, -=1= bk für i -=1= k,

o  bi  pn(bi) ist eine isomorphe Abbildung von 05/% auf das
System [und also die Gruppe ] OE(OE, W) aller Kommutatoren von
Elementen aus OE mit Elementen aus 9t.

c. ist p = 2, enthält B wenigstens zwei Elemente, so ist n(b ) =1= m
für jedes b aus B.

a., b. und c. sind dann für jede Basis von 05 mod 21 erfüllt.
BEWEIS: A. Es sei auch die Bedingung 2. erfüllt. Nach dem

Satze ist dann 05 vollkommen und 2[ = 9«55). a. folgt dann
aus § 4, Zusatz 1. zu Satz 1., wâhrend b. in der Bedingung 2. ent-
halten ist, c. aus § 3, Satz 2., c. folgt.

B. Es seien a., b. und c. erfüllt. Wegen Bedingung 3. ist

xu = lu dann und nur dann, wenn u kongruent b mod 2t ist.
Ist g aus 0, so ist g kongruent mod % einem eindeutig be-

n

stimmten 22) Element g = fl bf’, d.h. g tU mit f aus % und
es wird: 

i=I

da p m die Maximalordnung in 2t ist und c. gilt. 22a) Hieraus folgt :
dann und nur dann ist u kongruent b mod 9{, wenn c(u) = c (la) ist.

21) ) pm = Maximalordnung in 2I, c(b) = bpm.
22) Wenn man 0 irgendwie wohlordnet.

22aB Wenn 0153j2r zyklisch ist, so ist wegen § 2, (2) nichts zu beweisen.
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Setzen wir jetzt

so verifiziert man rasch das Erfülltsein der Bedingung 2., wenn
man nur gezeigt hat:

c(g) liegt stets in 3(@).
Dies folgt sofort nach dem oben bewiesenen, wenn man zeigt:

sind b1, b2 verschiedene Elemente aus 58, so ist c(b1) mit b2
vertauschbar.

Wegen a. und b. gibt es ein e, so daB

ist, und es wird, da (35/% abelsch ist:

Da b1, b2 mod 91 unabhangig sind, so folgt aus b., daJ3 c(b1),
c(b2) unabhângig sind, und also ist

C(b2) h (c (b,» = 1, d.h. C(Õ1) mit b2 vertauschbar.

§ 6.

Erweiterung zu vollkommenen Gruppen.

LEMMA: Es sei 2t eine abelsche Primârgruppe der [endl,ichen]
Maximalordnung p m, A eine vollkommene Autorrnorphismengruppe
in W. Ist pn die Maximalordnung in A, so ist n  m; ist p = 2,
so sei n # m.

Sei B eine Basis von A, [fJ1’ #z] für irgendwelche Paare fJ1 fl2
aus B als Element in S2C definiert, a(p) für jedes P aus B ein Ele-
ment der Ordnung p m aus 8(A).
Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Primârgruppe Q&#x3E;,

deren Kern 2t ist, die im Kern genau A induziert, und die eine

Basis von Q&#x3E; mod St( OE ) besitzt, so dap

ist, wobei P, fli aus B, pn(fJ) die Ordnung von f3, b(fl) das [ein-
deutig bestimmte] Element aus QS ist, das in 2[ den Automorphismus
P induziert, zcnd wo b({J) in ganz B definiert ist, wenn
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1.) es eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende iso-

morphe Abbildung c(ac) von A auf D(A) gibt, so da,6

BEWEIS.: A. Die Notwendigkeit von 1.) folgt aus § 5., Lemma, a.,
die von 2.) ist klar, die von 3.) eine Folge aus § 3., Lemma 2., b. -
Bedenkt man, daB a(fJ) in 8(A) liegt, so folgt aus § 2., (5), a.:

Damit ist 4.) hergeleitet, falls p e 2 ist.
Ist p = 2, so ist wegen 1.) und Zusatz 1. des § 4:

oder

Da c(pl) in 8(A) liegt, so ist nach 1. und Zusatz 1. des § 4

d.h.

Damit ist aus Symmetriegründen 4.) für p = 2 gezeigt, wenn nur
min [n(p1)’ n(P2)]  n ist. - Sei also schlieJ3lich n(P1) =n(P2) - n.
Dann folgt aus Symmetriegründen:

Da A volkommen ist, Pl und 132 unabhângig sind, so sind auch
c(pl) und C(fl2) unabhângig., d.h.

und damit ist 4.) und wegen 3.) also auch 6.) hergeleitet.
5.) schlieBlich folgt aus § 3, Satz 2., b.

B. Es seien also die Bedingungen 1.)-6.) erfüllt. Dann

adjungieren wir zu 3t für jedes P aus B ein Element b(p) mit
den folgenden Relationen:
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Um zu zeigen, daB hierdurch eine Erweiterungsgruppe @ von
91 durch A definiert wird, die in 2t genau A induziert, haben
wir nachzuweisen, daB die Bedingungen von E., § 5, Zusatz,
S. 407 erfüllt sind.: E., 1. folgt aus 2.), E., 2. aus 3.); E., 3. ergibt
sich so: da a(p) in 3(A) liegt, so ist einerseits

Ist Pl e P2, so wird andererseits:

wegen 4.) und 6. ), da pnp) die Ordnung von c(p) ist, womit auch
E., 3. hergeleitet ist.

DaB @ eine vollkommene Gruppe mit 91 als Kern ist, folgt
aus § 5, Satz und § 5, Lemma, wenn wir nur § 5, Lemma, b.
verifiziert haben [daB die übrigen Bedingungen erfüllt sind, ist
offenbar]. Hierfür genügt es wegen § 2., (4) und n  m für p = 2
zu zeigen:

Wir beweisen es durch vollstândige Induktion nach r. Für r = 1
ist es wahr; ist es schon für r - 1 bewiesen, so wird

andererseits

nach § 2, (6), b., da ja c(fl) in 8(A) liegt und 4.)-6.) anwendbar
sind.
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Dal3 die übrigen @ auferlegten Bedingungen von ill erfüllt

werden, folgt aus (R).

SATZ: Es sei 2t eine abelsche Primärgruppe und A eine Auto-
morphismengruppe in 3t.
Dann und nur dann gibt es eine vollkommene Gruppe mit U als

Kern, die in 21 genau A induziert, wenn A vollkommen ist und,

für p = 2 entweder A zyklisch ist und die Maximalordnuna in
9t ungleich 2 oder gr6per als die in A ist.
BEwEis: Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus § 3,

Satz 1. und § 3, Lemma 2., a., d., ihr Hinreichen aus § 6, Lemma,
da [Pl’ P2] = 1 für alle fll =A fl2 aus B die Bedingungen 2.)-6. )
dieses Lemma erfüllt.

§ 7.

Isomorphie vollkommener Gruppen.

Es sei % eine abelsche Primârgruppe der endlichen Maximal-
ordnung p m, A eine vollkommene Automorphismengruppe in 5l(;
ist pn die Maximalordnung in A, so ist n  m und, falls p = 2

ist, sei n # m.
Es sei nun @ eine vollkommene Primârgruppe mit U als Kern

und A als im Kern induzierter Automorphismengruppe; nach
dem Satz des § 6 existieren solche Gruppen.

Ist 33 eine Basis von (S mod 9t, so bildet die Gesamtheit B
der 23) Xb mit b aus B eine Basis von A und wegen der Folgerung
des § 5 kann 33 ohne Ànderung von B so ausgewàhlt werden,
daB 24) a(b) = bpn(v) für b aus 33 in 3(A)=(@) liegt. Wir
werden im folgenden nur solche Basen von @ mod 9f betrachten.

Ist 0 eine solche Basis, so heil3t

eine von 03 [vermittels 58] realisierte a-Funktion von A in 3t und

ein von 0152 [vermittels 33] realisiertes Kommutatorensystem von
A in 2l.

Eine a-Funktion und ein Kommutatorensystem von A in 2l,

23) Xg(f) = Ç!-lfg für f aus 21 = St(G), g aus 0.).

24) pn(b)=Ordnung von b mod 9(, also = Ordnung von yb, also=Ordnung von
c(b) = bp.. 
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die von derselben Gruppe vermittels derselben Basis realisiert

sind, heiBen zusammengehôrig.
Zwei a-Funktionen und ebenso zwei Kommutatorensysteme

von A in U heiBen assoziiert, wenn sie von derselben Gruppe 05
realisiert werden.

LEMMA : Es sei B eine Basis der vollkommenen Automorphis-
mengruppe A in der abelschen Primârgruppe 2L

a. Ist a (p) für alle P aus B ein Element aus B(A), so ist dann
und nur dann a({3) eine realisierbare a-Funktion von A in 2!, wenn
es eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende isomorphe
Abbildung c ( ac ) von A auf %(A) gibt, so daB 25)

ist.

b. Ist [Pl’ P2] für alle Paare verschiedener Elemente B1, P2 aus
B ein Element aus 2{1 80 ist [Pl’ P2] dann und nur dann ein reali-
sierbares Kommutatorensystem von A in 9f, wenn

c. Jede realisierbare a-Funktion von A in S2I und jedes reali-
sierbare Kommutatorensystem von A in 9t sind [für eine geeignete
Gruppe Qj] zusammengehôrig.

d. Zwei realisierbare a-Funktionen a1(fJ) und a2(p) von A

in 21 sind dann und nur dann assoziiert, wenn es für jedes f3 aus B
ein Rlement f (fl) aus 2t gibt, so da,8

gilt. [Natürlich liegt dann 
e. Zwei realisierbare Kommutatorensysteme [Pl’ P2]1 und [Pl, P2]2

sind dann und nur dann assoziiert, wenn es eine in die Vollkommen-

heitsdefinition eilngehende isomorphe Abbildung c(oc) von A auf ‘D(A)
und für iedes (3 aus B ein.e Zahl k(#) mit 0 ç k(fl)  pn(fJ) gibt,
so da,6

25) pn((X.) = Ordnung von oc.
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ist.
BEWEIS : a., b., c. folgen sofort aus § 6., Lemma. - Um d., e.

zu beweisen, betrachten wir eine a1(fl) und a2({3) bzw. [,81’ P211
und [Pl, P2]2 realisierende Gruppe @ und eine Basis Bi von @
mod g(O), vermittels derer gerade ai(p) bzw. [Pl’ P2]i realisiert
wird; sei bi(fl) das eindeutig bestimmte Element aus Bi , das in
A( Qj) === 5l( gerade den Automorphismus aus B induziert.
Da bl(p) und D2({3) denselben Automorphismus in 9t induzie-

rende Elemente der vollkommenen Gruppe @ sind, so folgt aus
§ 1., Satz 3., 2., daB 6i() und b2(p) derselben Restklasse von
0519«b) angehôren, d.h.

Wegen wird also

und c(cx) - tpm, wo r ein oc in 2[ induzierendes Element aus @
ist, ist nach § 3, Satz 1 eine in die vollkommenheitsdef inition
eingehende isomorphe Abbildung von A auf D(A) =: IZ(05).
Es wird

Da c(p), a2(p), a1(p) in 8(A) liegen, so liegt auch f(fJ)pn{fJ) in

,8(A), d.h. es ist

und hieraus sowie der Tatsache, daB pn({3) die Ordnung von c(fJ)
ist, folgt die Notwendigheit der in d. angegebenen Bedingung,
deren Hinreichen man leicht mit Hilfe der angestellten Über-
legungen folgert.

Weiter ist
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und e. folgt sofort. Hieraus folgt auch der
ZUSATZ: Sind zwei a-Funktionen [bzw. Kommutatorensysteme]

von A in U assoziiert, so ist jede Realisierung der einen a- Funktion
[bzw. des einen Kommutatorensystems] auch eine Realisierung der
anderen a-Funktion [bzw. des anderen Kommutatorensystems].

SATZ 1.: Es sei OE1&#x3E; für i = 1, 2 eine vollkommene Gruppe,
A (i) die in (Q)(i») von Qj(i) induzierte Automorphismengruppe,
C,(oc) die durch ffi(i) a gemâfl § 3, Satz 1., c. induzierte isomorphe Ab-
bildung von A(i) auf IZ(03(i».
Dann und nur dann sind OE1&#x3E; und (M(2) isomorph, wenn es eine

isomorphe Abbildung x von St ( OE  1 &#x3E; ) au f A ( G  2 &#x3E; ) gibt, so dafl gilt

und also wird durch

eine isomorphe Abbildung À von Ai&#x3E; auf A(2) definiert;
3. sei B eine Basis v on A(1) 
a. ist al(B) eine über B definierte, von (35(1) realisierte a-

Funktion von A(’) in R«M(l» und a2[Â(fl)] eine in Â(B) defi-
nierte, von (M(2) realisierte a-Funktion von A(2) in A( OE2» , .so sind

b. ist [fll P2]1 ein in B definiertes, von 0-5(1) realisiertes Kom-

mutatorensystem von A1&#x3E; &#x3E; in  ( C 1 &#x3E; ) und [Â(Pl)’ Â(,82)]2 ein in

À(B) definiertes, von 0E2&#x3E; realisiertes Kommutatorensystem von
A(2) in St ( Qi (2) ) so sind

BEMERKUNG : Bedingung 3. besagt, daB die Klasse assoziierter,
von OE1&#x3E; realisierter, in B definierter a-Funktionen [bzw. Kom-
mutatorensysteme] von A1&#x3E; in St(G1» durch x in die Klasse
assoziierter, von (M(2) realisierter, in À(B ) definierter a-Funktionen
[bzw. Kommutatorensysteme] von A(2) in 5(2» übergeführt
wird. Wesentlich ist, daB x zusammengehôrige al , [...,...]i
nicht wieder in zusammengehârige a2 , [...’...]2 überzuführen
braucht ; es kônnen vielmehr beide oder eines dieser Paare nicht-

zusammengehbrig sein. - Man beachte weiter, daB es leicht,
wenn auch umstàndlich, môglich ist, sich von der Beziehung auf
die Basis B zu befreien.
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BEWEIS : Die Notwendigkeit von 1. und 2. folgt daraus, daB
3( Q»), Sè( Q»), D (0) gruppeninvariant definierte Untergruppen
sind, und die Notwendigkeit von 3. folgt wegen 1., 2. aus E.,
§ 5, (A), S. 407.

Seien also die Bedingungen 1.20133. erfüllt. Dann gibt es zu-
nächst ein zu [Pl’ P2]1 assoziierter Kommutatorensystem [Pl, P2]11’ ,
das mit al(fl) zusammengehbrt, und ein mit [Â,(Pl), Â,(P2)]2 asso-
ziiertes Kommutatorensystem [Â,({Jl), À(P2)]22’ das mit Q2[Â,(P)]
zusammengehôrt. Wegen Lemma e. gibt es dann für jedes P ausB eine Zahl ki(p) mit 0  ki((J}  pn(fJ), so daB

und

ist.

Wegen 3. b. ist schliel3lich:

Wir zeigen zunachst: 
- 

Il 

L,4( Pl ), A (P2 )] -

(1) Es gibt einen [eigentlichen] Automorphismus q; von $t( OE2» ,so daB
Z(03(2» und sr( (M2) )/.8 ((2») elementweise invariant bleiben [ins-besondere also .8 ((M2}) in sich übergeht], [ins-

und

zusammengehôren. 
L’wBP1/’ 11B112JJ2

Da A(2) eine vollkommene Autornorphismengruppe in St’(0152(2)) )ist, da weiter C2[A(o,.)] eine in die Vollkommenheitsdefinition ein-
gehende isomorphe Abbildung von A(2) auf Z(A(2» = CZ(0(2»
ist, da schlief3lich 

so folgt aus § 4, Zusatz 2. zu Satz 1.:
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Ist 0  k(fl)  pn(f3), so wird durch

ein Automorphismus von ({M(2») definiert, da die a*2 sâmtlich
von der Maximalordnung pm sind, wâhrend die hinzutretenden
Faktoren sâmtlich wegen pm::f=. 2 niedere Ordnung haben.
Da a/,e§§ und c2 sâmtlich zu 8(OE2» gehôren, so ist

ç [ 8 ( gj  2i)] = j/j ( OE  2 ) und, da tp( eu) = eu’ so bleibt jedes Ele-
ment von Sf( 0153(2) )/B( (M(2») bei fi? invariant.

Weiter ist

und cp lâBt mithin jedes Element aus %(OE2» invariant, da

D((M(2») von den c2[Â(P)] mit P aus B erzeugt wird.
Schliel3lich ist

wo nur endlich viele Exponenten * 0 sind. Da [Â(P1)’ Â({J2)Ji =

= x([fl, fl]) ist, so folgt aus Lemma, b., 3., daB

und also daß r (; 1,  ) - 0 mod p’ - n ist; da m &#x3E; n, falls

p == 2 ist, so zieht also p = 2 nach sich: r(fl; Pl, P2) = 0 mod 2.
Da m - n(fli) + n 2 m, n - 1 + m - n({3i) &#x3E; n für p = 2, da

p’n die Maximalordnung in St( G1» und pn die Maximalordnung
in 1)(0152(i») ist, so folgt hieraus:

Wegen 3. a. und Lemma, d. gibt es für jedes f3 aus B ein Ele-
ment f(fl) in Sù«5(2»@ so daß
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Es wird:

und also ist p( ai[Â(p)]) wegen Lemma, d. ebenfalls zu a2[Â(P)]
assoziiert.
Da nun a2[Â(P)] und [Â(,81)’ Â (fl2 )] 22 zusammengehôren, so ge-

hôren p( ai[Â(,8)]) und 
22

zusammen [vergl. den Beweis von Lemma, d., e.].
Nun wird:

Da h[f(p)] =0 mod pn-n({3) ist, so kann man k(P) in zulâssiger
Weise aus

bestimmen. Tut man dies, so gehôren

zusammen und (1) ist bewiesen.

Nun ist tp[x(f)] für 1 aus 9«5(l» eine isomorphe Abbildung
von St(03(1»auf R(QJ(2) ), dite 3 (K(1») in 3 (k2j )_ Z (0 (1» in T) « (2»
und also auch A(1) in A(2) überführt [da q jedes Element von
u

II {ej} x:1)( 0152(2») invariant lâBt und 2 (@ }(2) in sich überführt,
i=l
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tut dies die in 2. erwâhnte Abbildung À] , und die überdies ein
zusammengehöriges Paar a-Funktion, Kommutatorensystem, die
von OE1’ in St ((MU») realisiert werden, in ein zusammengehôriges,
von (M(2) in St: ({M(2») realisiertes Paar überführt, und die sich also
nach E., § 5, (A), S. 407 bzw. E., § 2, Satz 2., S. 391 zu einer iso-
morphen Abbildung von OE1&#x3E; auf OE2&#x3E; erweitern läßt.

FOLGERUNG 1. : Die vollkommenen Gruppen (M(1) und @(2) sind

isomorph, wenn es
1. eine Bedingung 1., 2., 3. b. von Satz 1. erfüllende, isomorphe

Abbildung m von Sf( (M(l)) auf g(QJ(2» gibt, und wenn es
u

II. eine Zerlegung St(G2» =flS2&#x3E; X II {ej} X rI (a[À(fl)]) von
J=l f3 in B

$t(OE2» bzgl. A(2) &#x3E; gemäB § 4., Zusatz 2. zu Satz 1. gibt, so da03B2
u

[Â(P1)’ Â(P2)] 2 in 0(2) xirl {ej} liegt.
j=1

Dies folgt aus Satz 1., wenn wir gezeigt haben:
(2) sind I., II. erfüllt und ai, ai wie in Satz 1., 3., a. definiert,

u 

so gibt es einen B(2) X Il {ej} X D(A(2)) elementweise invariant
i=l

lassenden Automorphismus q von A(OE2» , der

erfüllt.
Nun ist

und, da n(fJ) &#x3E; 0, also m - n(fJ)  1n ist, so ist a:[Â(fJ)J (a2[Â(p)])-1
ein Element von niederer als pm-ter Ordnung aus 8 ( G  2&#x3E; ) = j/j (A 2 ) ,

u

und mithin existiert ein B(2) X II (ej) elementweise invariant
j-i

lassender Automorphismus qq von R(OEJ(2», der q ( ag j À ( # ) j ) =
= a[À(fl)] erfüllt; da 1J{A(2») durch die c2[Â(fJ)] mit fJ aus B

erzeugt wird, und da a* ,(,)]pm-n(P) . a2[Â(,8)]pm-n(tJ} == C2
ist, so leistet 99 das Verlangte und (2) ist bewiesen.

FOLGERUNG 2.: Zwei vollkommene Gruppen (M(1) und 0153(2), die
denselben Kern 2:( haben, und die in 21 dieselbe [vollkommene] Auto-
lnorphismengruppe A induzieren, sind isomorph, wenn beide dasselbe
Kommutatorensystem [fll, P21 - definiert über derselben Basis B von A

- realisieren, und es eine Zerlegung
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von 21 bzgl. A gemäß § 4., Satz 1. gibt, so daß [Pl, 112] in.

liegt.

Zum Beweise betrachten wir die durch 05 (i) gema13 §3., Satz 1., c.
induzierte isomorphe Abbildung ci(a) von A auf ’Z(A) = ’Z«M(i».
Nach der an § 4., Definition 1. angeschlossenen Bemerkung gibt
es eine zu p teilerfremde Zahl c, so daß cl(a)c = C2(CX) ist.

u

Sei nun x der S X 11 {ej} elementweise invariant lassende3=1

Automorphismus von 5l£, der u[cx(fJ)] = a(fJ)C für P aus B erfüllt.
Dann wird

d.h. die in Satz 1., 2. auftretende isomorphe Abbildung Â von
A auf sich ist die identische Abbildung. Weiter ist

und

mithin ist m eine die Bedingungen I., II. der Folgerung 1. erfül-
lende isomorphe Abbildung (Qj(l)} = 2{ auf R«M(2» = 2{ und
Folgerung 2. folgt aus Folgerung 1.

Dal3 die in den Folgerungen 1. und 2. gemachten Annahmen
über die Lage des Kommutatorensystems i. A. nicht entbehrlich
sind, zeigt das folgende
BEISPIEL von zwei nicht-isomorphen vollkommenen Gruppen, die

denselben Kern 5l( haben, in diesem dieselbe Automorphismen-
gruppe A induzieren, die dieselbe isomorphe Beziehung c( (X) von
A auf Z (A) gemäß § 3, Satz 1., c. induzieren und dasselbe Kommu-
tatorensystem realisieren.
Es sei

wo e und ai die Ordnung pm, a die Ordnung p haben, p # 2 und
m&#x3E;1 ist. Nach § 4, Zusatz 1. zu Satz 3. gibt es genau eine voll-
kommene Automorphismengruppe A in 9t mit
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und zwar ist

mit

SchlieBlich wird durch

eine in die Vollkommenheitsdefinition eingehende isomorphe
Abbildung von A auf Z(A) definiert.

liegt in 8(A) und ist wegen Lemma, b. ein realisierbares Kom-
mutatorensystem. Für jede dieses Kommutatorensystem und A
realisierende, vollkommene Erweiterung ist

die Kommutatorgruppe.
Ist bl ((Xi) = Qi und b2( (Xl) = alâ, b,(ocj) = aj für i = 2, 3, so sind

wegen Lemma, a. sowohl b1 als auch b2 realisierbare a-Funktionen
und beide gehôren zu c, d.h.

Nach Lemma, d. liegen alle zu Ú1 assoziierten a-Funktionen in
0152, aber keine zu b2 assoziierte, und hieraus folgt nach Satz 1.,
daB die durch [CXi’ CXk]’ Ú1 bestimmte und die durch [Mi, (lk]’ Ú2 be-
stimmte vollkommene, u.s.w. Erweiterung von W nicht isomorph
sein kônnen, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

SATZ 2.: Es sei 2( eine abelsche Primârgruppe der [endlichen]
Maximalordnung pm und A eine vollkommene, nichtzyklische
Automorphismengruppe in X der Maximalordnung pn und n  m,
falls p = 2 ist.

Dann und nur dann sind alle realisierbaren Kommutatoren-

systeme von A in % assoziiert, wenn entweder
a. p = 8 und 21 direktes Produkt von drei, A von zwei Zyklcn

der Ordnung 3 ist, oder
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b. p = 2 und sowohl 91 direktes Produkt zweier Zyklen der
Ordnung 2m mit einem der Ordnung 2 als auch A direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnzcng 2 ist.

BEWEIS : A. Es sei B eine Basis von A; nach Lemma, b. ist
[Pl, P2]O = 1 für Pl =1= (J2 aus B ein realisierbares Kommutatoren-
system von A in W. Weiter sei c(ce ) eine in die Vollkommenheits-
definition eingehende, isomorphe Abbildung von A auf T(A).

(3 ) Enthâlt B wenigstens drei Elemente, so gibt es ein nicht zu
[Pl, P2]O assoziiertes realisierbares Kommutatorensystem von A in W.
Seien namlich oc,, oc2, a3 drei verschiedene, beliebige, aber feste

Elemente aus B und sei etwa 26) n(oei)  n(%)  n(OCa). Wir

definieren:

Da [Y.’ Y2] für YI -# Y2 aus B stets in 3 (A), sogar in %(A) =

= 8(A) liegt, und da C(OC1)P n(cxl) ==1 ist, so ist [Y1,1’2] nach
Lemma, b. ein realisierbares Kommutatorensystem. Ist [y,, y2J 1
zu [y,, y2] assoziiert, so ist

nach Lemma, e. und also [xi, Y2] nicht zu [YI’ Y2]O assoziiert, wo-
mit (3) bewiesen ist.

(4) Gibt es ein Element der Ordnung p in 8 (A), das nicht in
:I)(A) liegt, so gibt es ein nicht zu [Pl’ P2]O assoziiertes, realisier-

bares Kommutatorensystem von A in W.

Wegen (3) kônnen wir beim Beweise von (4) annehmen, daB
B genau zwei Elemente P, und P2 enthâlt ; weiter sei -p 7 1 ein
Element der Ordnung p aus 8 (A ), das nicht in 2) (A) liegt. Dann
ist

nach Lemma, b. ein realisierbares Kommutatorensystem, und
dies ist nicht zu [fli, P2] 0 assoziiert, da es nicht in ’Z(A) liegt,
wâhrend jedes zu [Pl’ P2]0 assoziierte Kommutatorensystem nach
Lemma, e. in Z(A) liegt.

B 27). Es enthalte B genau zwei verschiedene Elemente Pl

26) pn(rx) = Ordnung von a.
27) Das folgende läßt sich durch Benutzung der Sâtze des § 8, die aber meist

tiefer liegen als das hier gebrauchte, abkürzen.
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und fl2 und jedes Element der Ordnung p aus g(A) gehôre zu S(A).
Dann hat eine Darstellung von 3t gemäß § 4, Zusatz 2. zu

Satz 1. die Form:

wo e die Ordnung pn und a(pi) die Ordnung pm hat. 0. B. d. A.
sei n({31)  n({32).

(5) Jedes realisierbare Kommutatorensystem ist zu einem der

Form

assoziiert.
Es ist nâmlieh

Nach Lemma,

und (5) folgt aus Lemma, e.

ist ein realisierbares Kommutatorensystem von A in W,
a. wenn p # 2, p # 3 ist,
b. falls p = 3 ist, dann und nur dann, wenn

s . 0 om-1+n({32)-n({31) == 0 mod 3n ist,
c. falls p = 2 ist, dann und nur dann, wenn

22n({32) -l-n({3) - 0 mod 2n . t
Dies folgt aus Lemma, b., wenn man n({J2) = n beachtet.
Ein realisierbares Kommutatorensystem von A in 91 der Form

ist wegen Lemma, e. dann und nur dann zu [P,, P,I, assoziiert,
wenn e spn(fJ2) -11 (P,) - 1 ist, d.h. wenn
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ist. Damit also alle realisierbaren Kommutatorensysteme von A
m 9Î zu [fli, P2]O assoziiert sind, muB also jedenfalls p = 2 oder
p = 3 sein. Ist weiter p = 3, so ist dies wegen (6), b. dann und
nur dann der Fall, wenn jede s - == 0 mod 3n er-
füllende Zahl s auch s = 0 mod 3’(fli) erfüllt, und dies ist dann
und nur dann der Fall, wenn m = 1 ist. Ist schlieBlich p == 2, so
ist dies wegen (6), c. dann und nur dann der Fall, wenn jede
s . 22n-1-n({Jl) 0 mod 2n erfüllende Zahl s auch s = 0 mod 2n({Jl)
erfüllt, und dies tritt dann und nur dann ein, wenn n = n(Pi) = 1
ist, da n(pl)  n(fl2) = n ist, womit alles bewiesen ist.

FOLGERUNG: Es sei 91 eine abelsche Primârgruppe, A eine voll-
kommene Automorphismengruppe in S2C.
Dann und nur dann sind irgendzwei vollkommene Gruppen, deren

Kern % ist, und die in W genau A induzieren, isomorph, wenn
entweder die Bedingung a. oder die Bedingung b. von Satz 2. er-
f üllt iSt 28 ) .

Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus Satz 1. und
Satz 2., wenn man bedenkt, daB das Kommutatorensystem
[Pl’ P2]O = 1 bei allen Automorphismen in sich übergeht, ihr

Hinreichen folgt aus Satz 2., da Folgerung 1. aus Satz 1. auf das
einzige realisierbare Kommutatorensystem [Pl, P210 = 1 anwend-
bar ist.

§ 8.

Vollkommene Gruppen, die mod Kern direktes Produkt
zweier Zyklen sind.

In diesem § 8. werden wir einige Satzes über abelsche Gruppen
benôtigen, die hier kurz ohne Beweis 29) zusammengestellt seien:
Es sei 13 eine abelsche Primârgruppe der endlichen Maximal-

ordnung pm und, falls p ein Element aus 13 ist, sei pn(p) die Ord-
nung von p. Das Element e von 13 heiBt einfach in 13, wenn die
Gleichung

28) Man beachte, daB durch a. die Struktur von A als Automorphismengruppe
wegen § 4, Satz 2 [u = 1, v(1 ) = 1, zo = 0] bestimmt ist, und daB A durch 21 und
b. wegen § 4, Zusatz zu Satz 3 eindeutig festgelegt ist, so daB also gilt:
an vollkommenen Gruppen, die durch den Kern und die nicht zyklische, im Kern

induzierte Automorphismengruppe bestimmt sind, gibt es für p # 2, p # 3 keine, für
p = 3 genau eine und für p = 2 genau eine für jedes m &#x3E; 1.

29) Für die Beweise u.s.f. vergl. T., § 1.
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in fll unlôsbar ist. Ein in 13 einfaches Element ist auch in jeder
Untergruppe von fl3 einfach; dagegen kann ein Element in einer
Untergruppe von 13 einfach sein, ohne in fll einfach zu sein. Sind
el , ... , er einfache Elemente und n (el)  ...  n(er), so gibt es
eine direkte Produktzerlegung:

Zwei Elemente p und q aus 13 heiBen isotyp in fl%, wenn es einen
p in q überführenden [eigentlichen] Automorphismus von 13 gibt.
I. A. kann aus der Isotypie bzw. Nicht-Isotypie in Untergruppen
nicht auf die in Obergruppen geschlossen werden; doch sind zwei
Elemente eines direkten Faktors von 13 dann und nur dann in
diesem isotyp, wenn sie in fll isotyp sind.

Isotypieinvarianten sind der Ordnungsexponent n(p), der

Hôhenexponent 30) e(p) und also auch

und die Reihe der Zahlen

[Es ist stets s ( p ) s ( p+1 ) . Aus I ( p ) liest man die folgen-
den Invarianten ab:

Die Anzahl d(p) der verschiedenen unter den Zahlen aus I(p),
die aus den sàmtlichen verschiedenen unter den Zahlen aus I(p)
bestehende Reihe nl(p)  ...  nd(P)(p) und die Zahl

wo ki eine kleinste Zahl mit

ist. Dann ist auch

Für einfache Elemente e ist d(e) - 1, e(e) = 0; ist p ein beliebiges
Elément, so gibt es d(p) einfache Elemente ei(P), so daß

ist, und hieraus folgert man:

30) Dies ist nach H. Prüfer die größte Zahl derart, daB die Gleichung ppe = q
eine Lôsung q in 13 hat.
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die Elemente ,p und q aus fl3 sind dann und nur dann isotyp in
$, wenn

ist, oder gleichwertig, wenn I(p) = I(q) ist.

Es sei W eine abelsche Primârgruppe der Maximalordnung pm,
A eine vollkommene Automorphismengruppe in 91 und

wo pn die Ordnung von v, pk die von x, m &#x3E; n &#x3E; k &#x3E; 0 und,
falls p = 2 ist, m &#x3E; n ist. SchlieBlich sei c(ce ) eine in die Vollkom-
menheitsdefinition eingehende isomorphe Abbildung von A

auf 1)(A).
Wir machen jetzt die spezielle Annahme, die für den ganzen

Verlauf dièses § gelten soll, daß die im § 4 definierte Invariante
u(A) = 1 ist, so daB also die Darstellung von 9t gemäß § 4.,
Zusatz zu Satz 1. die Form

hat, wo a(v), a(m) die Ordnung pm, e die Ordnung pv mit

n  v =v(1, A)  m haben und a(v)pm-n = c(v), a(,,)pm-k = c(x) ist.
Da jedes realisierbare Kommutatorensystem von A in 91 nur

aus [v, x] und [x, v] = [v, x] 1 besteht, kônnen wir uns auf die
Betrachtung realisierbarer Kommutatoren [v, x] beschrânkten.

Zwei Kommutatoren heiBen âquivalent, wenn sie [u. a.] durch
isomorphe [vollkommene, 2{ zum Kern habende, in 2( genau A

induzierende] Gruppen realisiert werden.

DEFINITION: Ein Element aus 9t heifle normiert [bzgl. der Dar-
stellung (*) 31) von 2l], wenn es

a. die Form

hat, und wenn
b. die Invarianten d(b), ni(b), zi (b) von b in 0 noch die folgen-

den Bedingungen erfüllen:

al ) die im folgenden festgehalten wird, solange nichts Anderes gesagt.
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1. W - zi &#x3E; min [0, v - ni] für jedes i mit 1  i  d(b);
2. ist w # v und n  w - zi für ein i, so ist auch zv - zi  v - ni.

SATZ 1: a. Zwei vollkommene Gruppen, die X zum Kern haben
und in 21 genau A induzieren, sind isomorph, wenn sie denselben
Kommutator von A in 21 realisieren.

b. Jeder realisierbare Kommutator von A in 91 ist zu einem
normierten âquivalent.

c. Das normierte Element be"’ ist dann und nur danrt ein

realisierbarer Kommutator, wenn

und

BEWEIS : Es sei [v, x] ein realisierbarer Kommutator von A
in 9t. Wegen (*) ist dann:

mit b in 58, 0  r  pu, 0 8, t  pm.
Nach § 7., Lemma, b., 3. wird dann

d.h. für geeignete r’, s’, t’ wird

da c(v) = a(v)pm-n, c(x) = a(x)pm-k ist. Nach § 7, Lemma, e. ist

also

ein zu [v, x] assoziierter Kommutator und mithin ist a. eine Folge
von § 7., Folgerung 2. aus Satz 1.

Sei jetzt ?’’pv-k = upw mit (u, p) = 1, 0  u  p"-", v - k  w  v.
Dann gibt es eine Zahl u’ mit (u’, p ) = 1, uu’ -1 mod pv-1
[wenn v - w ist, ist die erste dieser Bedingungen keine Folge
der zweiten] und durch

wird ein Automorphisnius CP1 von 91 definiert, der jedes Element
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aus 33 (A) invariant läßt und B(A) in sich überführt. Wegen a.
und § 7., Satz 1. sind also die Kommutatoren [v, x], und
w, X]2 = CPI ([v, x ]1) aquivalent.
Dabei ist

d.h. [v, U]2 erfüllt die Normierungsbedingung a.
Sei nun

eine die Invarianten von b in 113 in Evidenz setzende Darstellung
von b als Produkt von in %$ einfachen Elementen, d.h.

mit, falls b -# l ist 32),

Wir setzen nun:

wo H’ alle 1 mit w - Zi &#x3E; min [0, v - nï] durchlauft,

, wo il" alle i mit w - Zi  min [0, v - ni] durehlâuft,

ist; sowohl b’ als auch b" kann die Gruppen-
eins sein.

Für die in II" auftretenden i ist w  Zi und also:

dabei ist

Da die bi und also auch g aus llJ stammen, wird also durch

ein Automorphismus T, von 91 definiert, der i)(A) und %/,3(A)
elementweise invariant lâBt. Wegen a. und § 7., Satz 1., sind also

32) Ist b = 1, so ist [v, m]2 bereits normiert.
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die Kommutatoren [v, X]2 und [v, %13 =: 9?2( [v, ;12) âquivalent.
Dabei ist

und

ist eine die Invarianten

von b’ in 83 in Evidenz setzende Darstellung von b’ als Produkt
von in S einfachen Elementen, so daß also [v, x], bereits die
Normierungsbedingungen a. und b. 1. erfüllt. Ist auch b. 2. erfüllt,
so ist [v, x], bereits ein normierter Kommutator und Satz 1., b.
bewiesen. Ist aber b. 2. nicht erfüllt, so ist w  v und es gibt
einen Index j mit 1  i  d(b’), so dal3

ist, d.h. w - z’ &#x3E; max [n, v - n;(b’ )] .
Insbesondere ist also w &#x3E; z;, w - z; &#x3E; n und

liegt in {epn} X %$  g(A). Weiter ist:

und vi, b’ sind beide in X {epn} und auch in 3 x {e} - einfache
Elemente. Aus dem im Anfang dièses § 8. Bemerkten folgt also:
es gibt einen Automorphismus 993 von 9f, der jedes Element von
SD(A), von {el*x{a(v)lx{a(;)l und von 9t/(A) invariant läßt,
so daB

wird. Nach a. und § 7., Satz 1. sind also [v, x], und

[v, X]4 = 1&#x3E;3 ([v, x ]3) âquivalente Kommutatoren, und, da

offenbar normiert ist, so ist damit Satz 1., b. vollstândige bewiesen.
c. folgt sofort aus § 7., Lemma, b., 3.- 5.
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Aus der im Beweis durchgeführteri Konstruktion eines zu dem
gegebenen Kommutator âquivalenten, normierten Kommutator
folgt der

ZUSATZ: Es sei [v, ml = ber a(v)8 a(x)t mit 0  r  pv und b in
$8 ein realisierbarer Kommutator von A in 2L

Weiter sei p" die grôflte r teilende Potenz von p, also 0  w  v,

und

eine die Invarianten d(b) = d, ni(b) = n (bi) und zi(b).= zi von b
in B in Evidenz setzende Darstellung von b als Produkt von in 0
einfachen Elementen.

Sei schliBlich wo Il’ alle und nur die i mit

w - Zi &#x3E; min [0, v - ni (b)] durchliiuft, und w’ = v, wenn ent-

weder w = v, oder es, falls w # v ist, wenigstens ein i gibt, so dafl
w - Zi &#x3E; max [1 + min [0, v - n,( b )] , v - ni(b), n], und w = w
in allen andern Fâllen.

Dann ist [v, x]’ = b’ ePw’ ein normierter, zu [v, u] äquivalenter
Kommutator von A in 2t.

SATZ 2.: Die beiden normierten, realisierbaren Kommutatoren

[v, ;] (1) = b(l) ePWl und [v, X] 12) = b (2) ePW2 von A in 2{ sind dann
und nur dann äquivalent, wenn W1 = W2 ist und b(l) und b(2) in
QS isotyp sind.
BEWEIS: Das Hinreichen der Bedingungen folgt aus Satz 1., a.

und § 7., Satz 1., da sich jeder Automorphismus von zu einem
{e} X ( a (v )) X ( a ( x )) elementweise invariant lassenden Automor-
phismus von 9t erweitern la13t.

Die Notwendigkeit der Bedingungen wird in mehreren Schritten
gezeigt:

(1) Zwei normiert.e, realisierbare Kommutatoren von A in 91
sind dann und nur dann assoziiert, wenn sie identisch sind.

Folgt aus Normierungsbedingung a. und § 7., Lemma, e.

(2) Ist b ePw ein normiertes Element, w # v, cp ein ’Z (A) und
8(A) je in sich überführender Automorphismus von 2I,

so ist f genau durch pw teilbar.
Man beachte, da13 efq nicht normiert zu sein braucht.

Sei eine die Invarianten d = d( b), ni == ni( b) == n( Vi),
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Zi = zi(b) von b in 58 in Evidenz setzende Darstellung von b

als Produkt der in 113 einfachen Elemente bi.
Es wird:

und u, ui in x{a(v)}x{a(,,)}.
Da 3(A) = q;[3(A)J, und da e Repràsentant einer erzeugenden

Restklasse des Zyklus ÇJ1/2(A) ist, so ist auch qJ(e) Repràsentant
einer erzeugenden Restklasse von 21/8(A) und also (r, p) = 1.
Wegen n( Ói) = ni ist

und, da bi und also auch rp(bi) in 3(A) liegt, so ist

Also wird

und mithin

Um (2) zu zeigen, genügt es also zu zeigen:

( --j- ) ripZi =: 0 mod pW+1 für alle i.

Nun ist stets:

( +) ist also für alle i bewiesen, für die n + Zi &#x3E; w ist.

Sei also n + zi w; wegen w =A v und Normierungsbedingung
b., 2. ist also:

Wegen Normierungsbedingung b., 1. ist also:

und mithin

hieraus folgt (+ ) und also (2) wegen w  v - ni + zi.
(3) lst b ePw normiert, sind d(b), n,(b), zi(b) die Invarianten

von b in S, so tritt das Paar v, w n.icht in der Reihe der Paare

ni(Ó)’ zi(b) auf.



53

Wâre nâmlich etwa nj(b) === v, zj(b) = w, so wâre

also v &#x3E; nj wegen der Normierungsbedingung b., 1.; Widerspruch.
(4) Es sei b eP’ normiert, d(b), n,(b), zi(b) die Invarianten 33)

von b in llJ und d(epW{)), ni(bepW), zi(bepW) die Invarianten 33 ) von
b ePw in 58x { e }.

a. Jedes der Paare: n,(b ), z,(b ) ist gleich einem eindeutig be-
stimmten der Paare:

b. d(b )  d(bepW)  d(b) + 1.
c. Dann und nur dann ist

wenn w  v und 0  [ni(O) - v] [ni(Ú) - Zi(O) + w - v] ist.
d. Ist d (b ePw) = d (b) + 1, so besteht die Reihe der Paare

ni(úePW), zi(bepW) aus der Reihe der Paare ni(b), zi(b} und dem
Paar v, w.
Da e ein in {e} x 3 und in 9t einfaches Element ist, und da

die in 113 einfachen Elemente auch in {e} X 33 und 9Î einfach sind,
d(f» z.

so setzt ePw 11 bPe’ die Invarianten von b eP" in Sx{e} in Evi-
i=1 d(b) 

denz, wenn nur b = 11 bpzi die Invarianten von b in Evidenz
1=1

setzt, und wenn die in c. angegebenen Bedingungen erfüllt sind,
womit das Hinreichen dieser Bedingungen und auch d. erwiesen ist.

Seien jetzt die ad c. angegebenen Bedingungen nicht erfüllt;
ist zunâchst v = w, so ist b = b ePw und in diesem Falle ist a.

evident, d(b} = d (b eP’), also auch b. evident, und die Notwendig-
keit von v =1= w ad c. gezeigt.

Sei also v &#x3E; ze?. Dann gibt es ein i mit

Wäre nun w  zj(b), so wâre nach Normierungsbedingungen b., 1.
auch

was unmôglich ist. Also ist w &#x3E; zj(b) und wir setzen:

33) Man beachte, daB b in ll$, 2S x {e} und 2!, bePte in S x ( é) und 91 dieselben
Invarianten hat.
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Wâre nj(b)  v - w + Zj(b), so wâre nach Normierungsbedingung
b. 1. auch v - nj(b) &#x3E; 0 und also nj(b) - zj(b) + w - v &#x3E;0,
was wegen (* *) unmôglich ist. Also ist nj(b) &#x3E; v - W + zj(b)
und mithin:

Schliel3lich ist b* mit b; und e ein in 113 x (e) einfaches Ele-
ment, und also setzt

in Evidenz, dai3 b und {) eptD in 58 X {e} dieselben Invarianten
haben, womit der Beweis von (4) vollendet ist.

(5) Sind b1&#x3E; eP"i und v(2)ePW2 zwei norinierte Elemente, so gibt
es dann und nur dann einen Autorrtorphismus 99 von 21, der

erfüllt, wenn

zvl = W2 ist und 0(1) und 0(2) in 1t3 isotyp sind.

Daß die Bedingungen hinreichen, ist klar. Existiere also ein

derartiger Automorphismus 99.
Ist zunâchst eine der Zahlen Wi’ etwa W1  v, so folgt aus (2),

daB wi .--- zey und also auch W2  v ist. Also ist dann und nur
dann Wl =1= v, wenn W2 =1=- v ist, und mithin ist stets:

Weiter sind ePw b(l) und ePWb(2) in % isotyp, haben also die-
selben Invarianten in 2l; nach (3) und (4) haben also auch b(l)
und b(2) dieselben Invarianten in %$, sind also isotyp in 93, womit
(5) bewiesen ist.

Aus (1) und (5) folgt sofort die Notwendigkeit der im Satz 2.
angegebenen Bedingungen.

FOLGERUNG: Es sei 5H = Q31&#x3E; x {ei} X {ai(v)} X {ai(x)} für
i = 1, 2 eine Zerlegung i von 5H vom Typus (*), [v, x] ein reali-
sierbarer Kommutator von A in 5H, [v,,, Ji = b(i)ePw, ein dazu
âquivalenter, bzgl. der Zerlegnng i normierter Kommutator, d(b(i)),
nj(bi))) , zj(b(i» für 1  j  d(b1&#x3E; ) die Invarianten von b(i) in 58(i).
Dann ist

BEWEIS : Wegen § 4., Satz 2. gibt es einen Automorphismus
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cp von 2t, der

cp(e1) = e-21 cp[a1(v)]] == a2(v), cp[a1(u)] == a2(u), 9’(0(’» = S’" er-

füllt. Also ist [wegen § 7., Satz 2.]

ein zu [v, x] âquivalenter Kommutator, und da eP"l b(1) bzgl. der
Zerlegung 1 normiert ist, so ist ef ’W lp(b(l») bzgl. der Zerlegung 2
normiert. Da e2 P’Wl p(b(l») und eP W’b(2) also bzgl. der Zerlegung
2 normierte, âquivalenten Kommutatoren von A in % sind, so
folgt aus Satz 2., daù w1 = w2 ist, und daB p( Ó(l») und b (2)
in b2&#x3E; isotyp sind, also in b12&#x3E; dieselben Invarianten haben,
woraus unsere Behauptung folgt, da b1&#x3E; dieselben Invarianten

in 5.8(1) hat wie 99(b(l» in 58(2).

Diese Folgerung besagt also, dal3 die aus dem normierten

Kommutator [v, x ] abgelesenen Zahlen: w, d, ni, zi unabhângig
von der speziellen Darstellung (*) sind; da sich weiter jeder
Automorphismus von ’Z(A) zu einem b X {e} elementweise

invariant lassenden Automorphismus von % erweitern läßt, so
folgt aus Satz 2., Satz 1., a. und § 7., Satz 1 bzw. § 7., Folgerung 1.
aus Satz 1., dal3 sie unabhângig von der Auswahl der Basis v, x
von A sind, und wir haben:

die Zahlen w, d, ni’ zi sind Invarianten der [den Kommutator
[v, m] realisierenden] 2{ zum Kern habenden, im Kern genau die
Automorphismengruppe A induzierenden, vollkommenen Gruppe.
Aus Satz 1., a. und Satz 2. folgt dann:
Die vollkommenen Primärgruppen, deren Faktorgruppe nach dem

Kern direktes Produkt zweier Zyklen ist, und bei denen die im § 4.
definierte Invariante u(A) der im Kern induzierten Automorphis-
mengruppe A insbesondere = 1 ist, sind durch die folgenden In-
varianten [bis auf Isomorphismen] eindeutig bestimmt:

1. die Struktur des Kerns;
2. die Struktur der im .Kern induzierten Automorphismengruppe

[als Automorphismengruppe];
3. die Zahlen w, d, ni’ Zi für 1  Z  d.

Dabei sind diese Invarianten dann und nur dann in der ange-
gebenen Weise realisierbar, wenn sie den folgenden Bedingungen
genügen:

I. der Kern ist eine abelsche Primârgruppe der endlichen
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Maximalordnung p m und die im Kern induzierte Automorphis-
mengruppe ist vollkommen [nach § 6, Satz.].
Wegen § 4., Satz 2. und Zusatz dazu kônnen wir also die In-

variante 2. durch die folgende ersetzen
2 * . n, k, v,

und es mul3 gelten
I*. 0  k  n  v m und n  m, falls p = 2 ist [nach

§ 4., Zusatz 2. zu Satz 1. und § 6., Satz.].
II. der Kern ist direktes Produkt einer abelschen Gruppe vom

Typus 34) (pnl, ..., pnà, pv, pm, pm) mit einer abelschen Gruppe,
die direkter Faktor der ganzen Gruppe ist [nach §4., Zusatz 2.
und 3. zu Satz 1., und dem im Anfang des § 8. über einfache
Elemente Bemerkten].
III. v-kwv

und 1 ’W, falls p 3, v k n = m
oder p 2, v k = n ist [nach Satz 1., c.].

IV. 0  nI - Zl  ...  nd - Zd  k, 0  nI  ...  nd  m
[nach Satz 1., c. und dem über Isotypie-Invarianten Gesagten].
V. W - Zi &#x3E; min [0, v - ni] für j edes i [nach Normierungs-

bedingung b., 1.].
VI. Ist w =1= v, so ist w - Zi C v - n2 für jedes i für das

n  W - Zi ist [nach Normierungsbedingung b., 2.].

Über den allgemeinen Fall vollkommener Primârgruppen, deren
Faktorgruppe nach dem Kern direktes Produkt zweier Zyklen
ist, sei nur bemerkt, daB das Problem ihrer Klassifikation, wie
auch aus den obigen Überlegungen zu entnehmen ist, wesentlich
auf die Lôsung des folgenden Problems herauskommt: in einer
abelschen Primârgruppe 2{, deren Elemente beschrânkte Ord-

nungen haben, sei eine Untergruppe derart ausgezeichnet, dal3
%/,3 zyklisch ist; welches sind die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafür, daB es einen 8 in sich überführenden Auto-
morphismus von W gibt, der ein gegebenes Element in ein anderes
gegebenes Element von % überführt?

§ 9.

Die unvollkommenen Gruppen mit p = 3.

In diesem §, in dem wir nur zur Primzahl 3 gehôrige Primâr-
gruppen Qj mit wesentlichem Kern und abelscher Faktorgruppe
nach dem Kern betrachten wollen, wollen wir zeigen:

34) d.h. ist direktes Produkt von Zyklen von in der Klammer angegebener
Ordnung.
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Zu jedem m &#x3E; 1 gibt es eine unvollkommene Gruppe °3, m derart,
dap eine Gruppe (M, für die 3m die Maximalordnung der Elemente
von $t( OE ) ist, und für die, falls m == 1 ist, 05/ $t( OE ) direktes Pro-
dukt zweier Zyklen ist, dann und nur dann unvollkommen ist, wenn
sie dem direkten Produkt roon °3, m mit beliebig vielen Zyklen von
3m nicht überschreitender Ordnung isomorph ist. - °3, m ist also
durch die Eigenschaft charakterisiert, die kleinste unvollkommene
Gruppe zu sein, für die 3m die Maximalordnung der Kern-

elemente ist.

Da Gruppen mit zyklischer Faktorgruppe nach dem Kern voll-
kommen sind, wollen wir im folgenden stets annehmen, daB die
Faktorgruppe nach dem Kern nicht zyklisch ist.
Es sind zwei wesentlich verschiedene Falle zu unterscheiden,

je nachdem m &#x3E; 1 oder m = 1 ist.

(1) Ist OE unvollkommen, so ist OEj$ll(OE) direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 3m.
Zum Beweise betrachten wir die Gesamtheit (M) der Elemente

aus OE, deren Ordnung mod g(O) nicht grôl3er als 3m-’- ist. Da
m - 1 &#x3E; 0 ist, so ist (Qj) &#x3E; S(@); da lll( OE ) f $ll( OE) eine charak-
teristische Untergruppe von OIR(QI) ist, so ist 8§((S) eine charak-
teristische Untergruppe und also ein Normalteiler von OE. Da

ûl(O$) wesentlicher Kern von @ und ?(?)&#x3E;?(?) ist, so ist

?[?(?)] =- g(O) nach § 2, (1) und S(@) wesentlicher Kern von
8 (0). Aus § 2, (2) und § 3, Satz 2., b. folgt, da die Ordnungen
in le(05)/Sî«5) sämtlich  3m-1 sind, daB

(1; 1) 8S(@) vollkommen ist.
Wir zeigen weiter:
(1; 2 ) Ist Q5 ein mod sr( 0153) unabhiingiges System aus OE, so ist

das System aller c( #) = 53m mit 5 aus Q5 ein unabhângiges System
in ?(?).
Wir setzen:

wo 3n(S) die Ordnung von # mod Sf( 0153 ) ist, und bilden die

Gesamtheit ?(6) aller Elemente ê(S) mit aus Q5. Da m &#x3E; 1
ist, so ist 3(e) mod ?(?) unabhângig, und, da aS(@) S(@)
ist, so folgt aus (1; 1) und § 3., Lemma 1., daB die Gesamt-

heit der C(Sê(S») = C(5)ê(5) mit 5 aus Q5 ein unabhängiges System
aus û«55) ist, woraus (1; 2) folgt.
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Wâre nun zunâchst @ / Sf( @) direktes Produkt von wenigstens
drei Zyklen, so gibt es zu jedem Paar mod 9(05) unabhângiger
Elemente u, b ein Element tu, so daB u, b, w mod 9«M) unabhângig
sind. Wegen (1; 2) und § 3., Lemma 2., b. und FuBnote 1° ) dazu
wird dann: 35 )

Da weiter c(g) in 8(OE) nach § 2., (5), b. ist, so wird:

nach § 2., (7).

Da 1 -E- 3m-1ae wegen m &#x3E; 1 zu 3 teilerfremd ist, so folgt aus
(1; 2), daB h( [u, b ], U1t}} - 0 mod 3 ist, und hieraus folgt analog,
daB h([u, b], u) = 0 mod 3 ist. Aus Symmetriegründen ist also

auch h ([ u, la ], la) == 0 mod 3. Mithin ist [ u, b ] in 8(OE) ent-
halten und wegen § 3., Satz 2., b. wâre also QS vollkommen.
Da OE unvollkommen ist, ist mithin 05/9(0) direktes Produkt

zweier Zyklen. Hätten diese beiden Zyklen je eine von 3m ver-
schiedene [also kleinere] Ordnung, so wâre G == SB(@) und wegen
(1; 1) wâre OE vollkommen.
Wâre schlieBlich QS / ( @) direktes Produkt eines Zyklus der

Ordnung 3m mit einem niederer Ordnung, so sei etwa u, b eine
Basis mod g(Qi) mit m = n(u) &#x3E; n(b). Nach § 2., (5), a. wird

dann [ b, u] sn(u) = c(u} h(a(u),u) Da m -1 &#x3E; n(b ) _ist, und da

c( u} nach § 2., (5), b. in 8«35) enthalten ist, so liegt [b, u]’3.-l
in 3 (0) und wegen § 2., (6), a. und § 3., Satz 2., b. wâre also 05
vollkommen, womit (1) bewiesen ist.

(2 ) Isi OE unvollkommen, so gibt es eine Basis u, b mod $%( OE )
und eine Untergruppe 0 von St(O), so dafJ

35) Für t aus g(O) bestimmt sich h(f, g) aus 0 :,h(t, g)  3n() und

g-l f g = f c( g)h (f, g).
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wobei a( u) = c(u), a(b ) = c(b ), m = n( U ) = n(u) ist.

Wegen (1) gibt es eine zweigliedrige Basis r, e von OE mod 9(05)
und es ist m=n(t)==n(5). Ware nun etwa h([t, 5], t) ._--_ 0 mod 3,
so folgerte man wegen m &#x3E; 1 und (1; 2), daß auch h ( [ ’C, à], #) =0
mod 3 ist, und hieraus folgt wieder, daB 05 vollkommen ist.

Mithin sind die Zahlen A([r, e], -r) = r und h([t, e], e) = s zu
3 teilerfremde Zahlen. Dann kônnen wir eine Zahl z so bestimmen,
dass r. z n 1 mod 3m ist. Da dann z ebenfalls zu 3 teilerfremd

ist, so ist auch tZ,  eine Basis mod 9«M) und es wird wegen § 2.,
(6), a. und §2.,(5),b.:

Nach § 2., (7) wird wie üblich (z.B. S. [58] 58)

also

und wegen m &#x3E; 1 also

Mithin wird

Setzen wir jetzt u = e, » = 5, so wird

und für f aus ?(?) also wie oben

d.h. dann und nur dann ist h(f, u) = 0 mod 3m, wenn

h(f, b) == 0 mod 3m ist, d.h. 3(0) besteht genau aus den mit

u[oder b] vertauschbaren Elementen, woraus (2) folgt.
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(3) Es gibt eine Erweiterung Û3,m des direkten Produkts

2f3,. =: {m} X {n} X (e) dreier Zyklen der Ordnung 3m mit zwei
Elementen u, b, so dap

ist.
Zunâchst namlich induzieren u, b in 2{3,m je Automorphismen

der Ordnung 3m. - Weiter ist

und entsprechend:

Wegen E., § 5., Zusatz, S. 407 folgt hieraus sofort (3).

(4) °3,m ist unvollkommen, und es ist:

Zunâchst ist wegen § 2., (6) a. und § 2., (7), die wegen § 2.,
(2) anwendbar sind

und also

woraus wegen § 2., (1) und § 2., (2) folgt, daß %3,. wesentlicher
Kern von D3,m ist. Û3,m/3,m ist direktes Produkt zweier

Zyklen der ordnung 3m. Also ist

und aus § 3., Satz 2., b. folgt, daß Û3,m unvollkommen ist, da
ja e3m-l :74- 1 nicht in .8(03,m) liegt. Damit ist auch gezeigt:

(5) In °3,m gelten die in § 3., Satz 1., a., b., aber nicht die in
9 3., Satz 1., c. angegebenen Beziehungen.
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Aus (1)-(4) folgt dann :
dann und nur dann ist G unvollkommen, wenn OE isomorph

°3,m X fl3, wo llJ eine abelsche Gruppe ist, deren Elemente eine

Ordnung  3m haben.

Unvollkommene Gruppen @i) sind dann und nur dann isomorph,
wenn

1. ihre Kerne isomorph sind, oder wenn
2. ihre Zentren isomorph sind, oder wenn sie
3. dieselbe MaximalordnungimKern haben und 8 ( G 1&#x3E; ) /% ( (Ml»)

isomorph 8(OE2» /T(OE2» ist.
Man bemerke, daß diese Gruppen "fast vollkommen" sind, wie

schon (5) zeigt, und dal3 sie genau den durch § 8., Satz 1., c. aus-
geschlossenen Fall w = 0 realisieren. Es wird sich zeigen, dal3
die Dinge in dem noch zu behandelnden Falle m = 1 völlig
anders liegen.

In diesem Falle sind A( OE ) und @)jse(@») direkte Produkte von
Zyklen der Ordnung 3.

(6) Sind u, b mod 9 (5) unabhângig, so sind die folgenden Aus-
sagen gleichwertig:

a. c(u) = u3 und c (b ) = b3 sind unabhiingige Elemente aus ( C );
b. [u, bj ist mit u und b vertauschbar;
c. u und b sind mit genau denselben Elementen aus e(05) ver-

tauschbar ;
d. {Sl:( @»), u, b} ist vollkommen.
A. Da $t ( OE ) wesentlicher Kern, @)/ St ( OE ) abelsch und

{St:( @»), u, bl &#x3E; ( Ci ) ist, so ist Sl( OE) auch wesentlicher Kern von
{R(O), u, b} und {sr( @), u, b)/ $é( abelsch,. Also sind b. und d.
wegen § 3., Satz 2., b. âquivalent; a. folgt aus d. wegen § 3.,
Lemma 1., und c. folgt aus d. wegen § 5., Satz und § 4., (1 ).

B. Wir zeigen, da13 b. eine Folge von a. ist. - Sind nâmlich

c(u) und c(b) unabhângig, so gilt, da c(u), c(b) in 8(OE) nach
§ 2., (5), b.

für jedes f aus St(OE) und i, k mit i2 = k2 = 1 mbd 3 ist

wegen § 2., (6), a. und § 2., (7),
und da c(U), c(b) unabhângig sind, so wird:
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Da nach § 2., (2) die von u [bzw. von b] invariant gelassenen
Elemente von ?(?) eine Untergruppe vom Index 3 bilden,
so folgt

für alle ik = :l: 1 mod 3, d.h. aber

d.h. [u, b] ist mit u und mit b vertauschbar.
C. Wir zeigen, daB b. eine Folge non c. ist. - Ist nàmlich

die Gesamtheit der mit u vertauschbaren Elemente aus ftl(O)
gleich der Gesamtheit der mit b vertauschbaren Elemente aus
St:(0153), so ist Sf(M)/rj wegen § 2., (2) ein Zyklus der Ordnung 3.
Angenommen, [u, b] liegt nicht in 1J; dann ist [u, b] Element
einer erzeugenden Restklasse von (Qj)/VJ und also:

Weiter sind c(u) und c(b) wegen des ad B. bewiesenen vonein-
ander abhängig, und da man ev. b-1 an Stelle von b betrachten
kann, so kônnen wir o. B. d. A. c(u) = c(b) annehmen.
Wegen § 2., (5), b. liegen c(u), c(b) in 3(05) und wegen § 2.,

(6), a. und § 2., (7) wird für i2 - k2 = 1 mod 3:

Da wegen § 2., (2) der Exponent von c(u) für kein ik =1=- 0 mod 3
verschwinden darf, so mul3 von den Zahlen: 1 + h([u, b], b),
1 + h([b, u], u) genau eine - 0, die andere =1=- 0 mod 3 sein.

0. B. d. A. sei etwa:

Dann wird C(Uibk) = C(U)-k und für jedes t aus St(O) gilt also :

Es ergibt sich also für i = 1, k == - 1, 1 == [u, b]:

Da aber alle Elemente aus J mit u b-1 vertauschbar sind, so
besagt dies, daB allé Elemente aus ?(?) mit Ub-l vertauschbar
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sind, da ja [u, b] ein erzeugendes Element von Si«M)Iî repräsen-
tiert ; da aber 9«M) wesentlicher Kern von {Sf( 0153), u, b} ist, so
müBte also u b-1 nach § 1., Satz 3. zu ?(?) gehôren, was un-
möglich ist, da u, b mod ?(0) unabhângig sind. - Also ist b.
eine Folge von c.
Aus A., B., C. folgt (6).

(7) Dann und nur dann ist 0 unvollkommen, wenn c(u) und
C(b) für irgendwelche u, b abhângig sind. 36) 36a)
Das Hinreichen der Bedingung folgt aus § 3., Lemma 1. - Sei

also @ unvollkommen und M ein maximales mod S(@) unab-
hângiges System derart, daß c(u), c(b) unabhângig sind, wenn
u # b aus M ist 37 ). Aus (6), a., b. und § 3., Satz 2., b. folgt, dal3
{Sf(M), WZ} vollkommen ist; also ist (Sl( OE ), 9}  @ und es gibt
ein Element ? in M, das nicht in ($ll( OE ), SR} liegt. Da @/S(@)
nur Elemente der Ordnung 3 enthâlt, so ist auch das aus ? und
den Elementen von M bestehende System mod ?(?) unab-
hângig; also gibt es wenigstens ein U in 9.R, so daß c(u) und c(tu)
abhängig sind. Enthielte nun 9.R noch ein von u verschiedenes
Element b, so sind sowohl c( u ), c(b) als auch C(b), c(w) unabhângig ;
also folgt aus (6), a., c., daB mit U dieselben Elemente aus Sf( Qj )
wie mit b, mit b dieselben wie mit ? vertauschbar sind, daB also
c(u) und c(w) unabhângig wahren, was unmôglich ist. Also enthâlt
W1 genau ein Element und hieraus folgt (7).

(8) Ist OE unvollkommene und 0153jSf(QJ) direktes Produkt zweier
Zyklen [der Ordnung 3], so ist $ll( OE ) /8 ( OE ) direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 3 und es gibt eine Basis t, 5 von 05 mod St( OE ),
so dafl die Relationen

gelten.
Es sei u, b eine Basis von Q) mod ?(?). Wegen § 2., (2) und

wegen (6), c., d. bilden die Untergruppen der von u bzw. b

invariant gelassenen Elemente aus verschiedene Unter-
gruppen vom Index 3 von Sf( Q») und, da alle Elemente aus (0153)
die Ordnung 3 haben, so ist also (Q»)/3() direktes Produkt
zweier Zyklen der Ordnung 3.

36) Dies ist nicht mehr richtig, wenn 0152jSt(M) zyklisch ist.

36a) Also liegt jedes c(g) in 3(@).
37) Ist @ unendlich, so folgt die Existenz von Systemen 9R in üblicher Weise

durch Wohlordnung und transfinite Induktion.
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Wegen (6), a., d. [oder wegen (7)] sind c( U) = u3 undc(b) = b3
abhängige Elemente, d.h. c(u) = C(b ):1:B da c( n) # 1, c(b) =1=- 1

wegen § 2., (2), und wir kônnen also o. B. d. A. annehmen:

c(u) = c{b) = c.
Ist i2 - l2 = 1 mod 3, so folgt aus § 2., (2), § 2., (6), a., und

§ 2., (7), dal3

ist, und mithin ist von den Zahlen 1+h([u,b],b) und l+h([b, u], u)
genau eine = 0, die andere 0 mod 3; wegen (6) b., d. ist von
den Zahlen h([u, b], b) und h([b, u ], u) hôchstens eine = 0 mod 8.
Also kônnen nur die folgenden vier Fâlle eintreten:

Liegt Fall 1 vor, so setzen wir u = r, b = , wâhrend wir
b = r, u = im Falle III setzen. Im Falle II setzen wir r = ub,
# = u-1n und erhalten

und, da t, 5 niod 9«) unabhängig sind, so zeigt unsere Fall-
tafel, dal3

Im Falle IV schlieBlich wâhlen wir:

und damit ist (8) völlig bewiesen.

(9) Es gibt eine Erweiterung £13,1 des direkten Produkts

2{3,1 == {m} x {n} X {c} dreier Zyklen der Ordnung 3 mit zwei
Elementen u, b, so dap gilt:
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Da u, b in 52(3,1 Automorphismen induzieren, da weiter

und entsprechend

ist, so folgt (9) aus E. § 5., Zusatz, S. 407.

(10) °3,1 ist unvollkommene und es ist:

Insbesondere ist also 03,11 (03,1) direktes Produkt zweiter

Zyklen der Ordnung 3. 
Aus § 2., (2) folgt zunâchst

und hieraus und § 2., (6), a. und § 2., (7) folgt:
für i2 = k2 = 1 mod 3 ist

und wegen § 2., (2) ist also auch

woraus wegen § 2., (1) sofort folgt, daf3 213,1 wesentlicher Kern
von £13,1 ist. °3,1/ÇJ13,1 ist direktes Produkt zweier Zyklen der
Ordnung 3. Hieraus und aus § 3., Satz 2., b. folgen jetzt sofort
die übrigen Behauptungen von (10).

Aus (8)-(10) folgt dann:
Dann und nur dann ist Qi unvollkommen und gleichzeitig OE jA( OE )

direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 3, wenn OE isomorph
£13, 1 X )8 ist, wo )8 eine abelsche Gruppe ist, deren Elemente eine
Ordnung  3 haben.
Unvollkommene Gruppen, deren Faktorgruppe nach dem Kern

direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 3 ist, sind dann und
nur d ann isomorph, wenn

1. ihre Kerne isomorph sind, oder wenn
2. ihre Zentren isomorph sind, oder wenn
3. die Gruppen 3/c:f) isomorph sind.
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Man bemerke, daß im Gegensatz zu dem Falle m &#x3E; 1 diese

Gruppen "vollkommen unvollkommen" sind, da nicht einmal
§ 8., Satz 1., a. gilt. - Z(Qi) ist ein Zyklus der Ordnung 3, O/R(Q$)
aber direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 3.
Man bemerke weiter, daB für m = 1 [im Gegensatz zu m &#x3E; 1

aus der Unvollkommenheit von OE nicht folgt, dafl O /St( OE ) direktes
Produkt zweier Zyklen ist, wie folgendes .Beispiel zeigt:
Es sei 9f = {I} X {m} X {n} X {c} direktes Produkt von vier

Zyklen der Ordnung 3.

a) Es existiert eine Erweiterung D von 9f durch u, b, w mit
den Relationen:

Dies folgt aus E., § 5., Zusatz, S. 407, da einmal u, b, tu in 91
Automorphismen induzieren, da weiter

und entsprechend

und da schlieBlich
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b) D ist unvollkommen,

und DjQ(D) ist direktes Produkt dreier Zyklen der Ordnung 3.
Zunâchst ist wegen § 2., (2)

und für i2 _--_ l2 - l2 ---1 mod 3 folgt also aus § 2., (6), a. und
§ 2., (7)

und wegen

und § 2., (2) ist also auch

und entsprechend wird dann

Nun folgt aus § 2., (1), daf3 % wesentlicher Kern von @ ist
und hieraus folgt b) -
Es sei schliel3lich bemerkt, dal3, falls @ unvollkommen, m = 1

ist, 0152jsr(0152) und (Q»)/B(0152) isomorph sind, wenn nur eine dieser
Gruppen endlich ist; sind aber beide unendlich, so kann 0152/Sf( @)
von hÕherer Màchtigkeit als Sû(W)18(ffl) sein.

§ 10.

Die unvollkommenen Gruppen mit p = 2.

In diesem §, in dem wir nur zur Primzahl 2 gehôrige Primär-
gruppen OE mit wesentlichem Kern und abelscher Faktorgruppe
nach dem Kern betrachten wollen, werden wir zeigen:
Es gibt ein Paar unvollkommener Gruppen 01532,1 und 01532, -1 derart,
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da,6 Qj dann und nur dann unvollkommene ist, wenn

entweder

oder

ist, wo B irgendeine abelsche Gruppe mit Elementen einer 4 nicht
überschreitenden Ordnung ist, und zwar tritt der erste Fall ein, wenn
OE(OE)  8(OE) ist, sonst der zweite. - Q2,1 bzw. 02, -1 ist also
durch die Eigenschaft charakterisiert, die kleinste unvollkommene

Gruppe mit abelscher bzw. nichtabelscher Faktorgruppe nach dem
Zentrum zu sein.
Da Gruppen mit zyklischer Faktorgruppe nach dem Kern

stets vollkommen sind, wollen wir im folgenden stets annehmen,
daB die Faktorgruppe nach dem Kern nicht zyklisch ist.

(1) Sind u und b mod $t( OE ) unabhângig, so sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

a. ($t(OE), u, b} ist vollkommen;
b. n(u) m, n(b) m, [U@ b]2--’ = 1;
c. c(u) und c(b) sind unabhângig;
d. ist n ( u ) &#x3E; n(b), so ist jedes mit u vertauschbare Element aus

Sf( Q)) auch mit b vertauschbar.

BEWEIS : Daß a. und b. gleichwertig sind, folgt aus 3., Satz 2., c.
in Verbindung mit § 2, (6), a. - Weiter folgt c. wegen § 3.,
Lemma 1. aus a. und d. wegen § 5., Satz, § 4., (1) aus a.

Ist d. wahr, aber c. nicht, so sind U* = U2n(u)-l@ b* = 1)2n(b)-l
ebenfalls mod 9(,0) unabhângig, aber [wegen § 2., (2)] ist

c(u*) = c(b* ). Wegen d. sind dann genau dieselben Elemente aus
$t( OE ) mit u* wie mit b* vertauschbar; da diese Elemente aber wegen
§ 2., (2) eine Untergruppe vom Index 2 in Sè( M) bilden, so folgt:
u*-ltu* = b*-ltb* für f aus A(OE). Nach § 1., Satz 3., 2. wâre

also u* n b* mod $l/( OE ), was unmôglich ist, d.h. aus d. folgt c.

Sei jetzt c. wahr ; wir zeigen:
(1; 1) c(u) und c(b) liegen in 8 ( ( Sl ( OE ) , u, b}).
Wegen § 2., (2) gibt es ein Element f in $# ( OE ), so daB b-1fb = f c (b )

ist. Dann wird:

Wegen c. wird also c(u) h (c(u), u) --- 1, d.h. C(b) ist mit u vertausch-
bar ; da c(b) auf jeden Fall mit b vertauschbar ist, so liegt also
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c(b) in 8 (($t( OE ), U, b}) und entsprechend zeigt man dies für c(u).
(1 ; 2 ) Es gibt ungerade Zahlen u, v, so daß c(ub) = c(U)uC(b)v ist.
Fall 1: n(u) &#x3E; 1, n(b ) &#x3E; 1.

Wegen § 2., (2) gibt es ein Element f in g(O-5), so daB

(u b) - 1 t (ub) == f c (u b) ist; dann wird wegen (1;1):

Da 2m die Maximalordnung in g(O) ist, so folgt durch Quadrieren
dieser Gleichung wegen c:

Man beachte, daB zum Beweis von ( * ) allein die Voraussetzung
m &#x3E; n(u) benôtigt wurde. - Da n(u) = 1 ist, so erhalten wir

woraus (1 ; 2) für m &#x3E; 2 folgt. - Ist aber m = 2, so folgt aus c.
und (1; 1) für jedes f aus e(O):

Da man f so wâhlen kann, daß h(f, u) oder h(f, b ) ungerade
wird, so mül3en 1 + h([u, b], u) und 1 + h(a(u), b) beide unge-
rade sein, womit (1; 2) vollstândige bewiesen ist.

Dies folgt sofort aus § 2., (4) und (1; 1), (1; 2).
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Aus c., (1; 1), (1; 2) folgt nämlich fur jedes Ï aus Sf( Qj):

Ist nun n(u) &#x3E; n(v) und t mit u vertauschbar, so wird

h(f, u)==O mod 2n(u), also auch h(f, ut))=0 mod 2’(u), also

auch h(t, b ) = 0 mod 2n(b), d.h. f ist auch mit » vertauschbar.
Damit ist bereits gezeigt, daß c. und d. gleichwertig sind.
(1; 5) Es gibt Elemente u1, VI in St( OE), so dafl a(u1u), a(b1b)

in 8(St(05), u, tol) liegen.
Es sei etwa n(u) &#x3E; n(v); wegen (1; 4) ist dann

3 ( { St: ( 0153), u})  3({S(@), v}), d.h. 3 ({R(O), u, b} ) = 8 ( 1*  O 1’ u})
und wegen §2., (2) ist u, la}) ein Zyklus der
Ordnung 2n(u). Sei e Repräsentant einer erzeugenden Restklasse
dieses Zyklus; dann wird:

a(u) er U2, a(v)==esv2 mit 0  r, s2n(U) und U2,V2 in

2 ({St:( Qj), u, b ) . Da a(U) stets mit u vertauschbar ist, so wird
also r = 0 und wir kônnen u1 == 1 wâhlen ; ist auch s = 0, so
kônnen wir auch b, = 1 wâhlen; ist aber s 0, so ist, da ja
a(b ) mit b vertauschbar ist, sicher s = 0 mod 2n(b), etwa s = t 2n(b)
und wir setzen: b1 = e-1. Dann wird

wegen ( 1 ; 1 ) ein Element aus 3({S(@),u,t)}), womit (1;5)
bewiesen ist.

(1;6) 1 st r aus {R(ffl), u, b}, 80 Íst n ( t)  m.
Da {s:r( M), u, b)jA( OE ) nicht zyklisch ist, da m &#x3E; 1 ist, so gibt

es ein Element # in {Sl:( @), u, b}, so daB x, mod S(@) unab-
hängig sind, n( )  n( t), n( )  m. Wegen (1; 5) kônnen wir
o. B. d. A. annehmen, daß a(t) und (i(ê) in 8({S(@),U,t)})
liegen.

Ist dann e ein wegen § 2., (2) existierendes Element aus S(@)
mit x-1 e x = e c ( x ), so wird
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und also 1 . (,)2m-1 wegen c., woraus n( t )  m - i wegen
§ 2., (2) folgt.

(1; 7) [U tl]2m-l = 1.
Wir bestimmen ul, b, gemâB (1; 5); dann wird wegen § 2., (5), a.

da n(b)  m wegen (1; 6) ist, so folgt hieraus

und entsprechend erhâlt man

woraus wegen c. und § 2., (4) folgt:

Wegen (1; 6) und (1; 7) folgt b. aus c., womit (1) vollstândige
bewiesen ist.

(2 ) Dann und nur dann ist OE unvollkommen, wenn c(u) und
C(b) für jedes Elementepaar u, b abhângig sind.
Das Hinreichen der Bedingung folgt aus § 3., Lemma 1. Um

die Notwendigkeit einzusehen, betrachten wir ein maximales

mod g(O) unabhängiges System lJl derart, daß c(u) und c(b)
unabhângig sind, wenn nur u # b aus M ist. Aus (1) a., b., c.

folgt dann, daB {?(?), lm} vollkommen ist. Ist nun (M unvoll-

kommen, so gibt es also ein Element tu, so daB n (tu) = 1, und
so daI3 das aus w und den Elementen aus 3R bestehende System
unabhângig ist. Dann gibt es ein u in 9R, so daB c(u) und c(W)
abhängig sind. Enthielte nun M wenigstens zwei Elemente, so

gâbe es in 3K ein von U verschiedenes Element b. Sei u = u2n (u) -1 ,
b = b 2n(b)-1 ; dann sind TI, b, tu drei mod ?(?) unabhângige
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Elemente der Ordnung 2 mod Sè(M); wegen § 2., (2) wird
c(fi ) = c (W ), c(û) und c(B) unabhângig und also auch c(5 ) und c(W )
unabhângig. Aus (1), c., d. folgt dann

und aus (1) d., c. folgt dann, dal3 c(u) und c(w ) unabhângig sind;
Widerspruch ! Also enthâlt YR nur ein Element, wenn (M unvoll-
kommen ist und hieraus folgt (2).

(3 ) Ist n &#x3E; 2, m &#x3E; 2, so ist 05 vollkommen.
Es sei m ein Element von mod Sf( M) maximaler Ordnung:

n(m) = n; da @/((S) nicht zyklisch ist, so gibt es ein Element
u mit n(U) = 1, so daß m und u mod ?(?) unabhângig sind.

Ist zunâchst n  m, so ist wegen § 2., (6), a.

und aus (1) b., c. folgt, da13 C(M2) und c(u) unabhängig sind, da
ja M2 und u mod ?(?) unabhângig sind, und (3) folgt aus (2).

Ist weiter n = m, so ist n(m) &#x3E; 2 und also m4 und u mod ?(0)
unabhângig. Dann wird wegen § 2., (6), a.

und wieder folgt aus (1) b., c., daB c(m4), c(u) unabhangig sind,
und also (3) aus (2).

(4) Es sei (M unvollkommen und n = 1.
a. Es gibt ein Element c der Ordnung 2 in 8 ( OE ), so dap c( g) = c

für jedes nicht in $l1( OE ) enthaltene Element g aus 05.
b. m = 2.

c. OEj$t(OE) und St(OE)j8(OE) sind je direktes Produkt zweier
Zyklen der Ordnung 2.

d. lst 0152(M)  ,8(0153), so liegt a(g) nicht in 8 ( OE ), zvenn g nicht
in $l/(OE) liegt.

e. Ist OE( O ) $ 8 (OE ), so gibt es eine Basis t, # von (M mod $Î1( OE ),
so da,6 a(t), a(#) in 8( G ) liegen, während [ t, #] weder mit t noch
mit # vertauschbar ist.

a. folgt aus (2), n = 1 und § 2., (2).
(4; 1) Sind u, b mod $l1( OE ) unabhângig, so ist:



73

Aus (4), a. und § 2., (7) folgt nâmlich

und wegen § 2., (2) ist also 2 m die genaue Ordnung von [u, b].
Wegen n(b) = n = 1 und § 2., (5), a. und wegen (4), a. ist weiter :

und also [u, b]4 == 1. Mithin ist m  2, und da m &#x3E; 1 wegen
§ 2., (2) ist, so folgt m = 2, d.h. b. und auch die erste Formel
(4; 1). Weiter ist:

woraus wegen a(U)2 = a(»)2 = C = C_l die beiden andern For-
meln (4; 1) folgen.

Sind weiter u, b, w mod S(@) unabhângig, so wird wegen
n(ubtu) = 1

wegen a., b. und der ersten Formel (4; 1) wird also:

was a. widerspricht.
Also ist OEj $t( OE) als nicht-zyklische Gruppe direktes Produkt

zweier Zyklen der Ordnung 2, und da nach § 2., (2) für nicht in
û(05) gelegenes g stets S(@)/3 ({?(?), g}) die Ordnung 2 hat,
so folgt aus (1 ), d., c. und (4), a., daß Sé(G)j8( OE) direktes Pro-
dukt zweier Zyklen der Ordnung 2 ist, womit auch (4), c. be-
wiesen ist.

Sei jetzt u, b eine Basis von 0153 mod ?(0). Wegen (4; 1) ist

dann:
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Ist so ist also

mod 2, was d. beweist.

Ist und

und u, b ist eine gesuchte Basis mod ?(0). Da OE(O) 3(@) ist,
c wegen a. in B(O) liegt, so kann wegen § 2, (6), a. sicher [u, b]
nicht in ,s3 ( Ci ) liegen, und von den GröBen h([b, u], u), h([u, b ], b)
ist wenigstens eine ungerade. O. B. d. A. sei also

Dann wird wegen (4; 1 ), dritte Formel

und u b, b bilden eine gesuchte Basis mod g(O), womit (4), e.

bewiesen ist.

(5) Ist (ij unvollkommen, so ist n = 1.

Wegen (3) und n  m haben wir nur zu zeigen, daß es keine
unvollkommenen Gruppen mit n = m = 2 geben kann.

Ist V(O) die Gesamtheit der Elemente g mit n(g): 1, so

ist 28(@) eine charakteristische Untergruppe von OE mit g(O)
als wesentlichem Kern und abelscher, nicht-zyklischer Faktor-
gruppe nach dem Kern. V(O) ist unvollkommen, da es sonst
ein Paar unabhängiger Elemente c( u), C(b) mit u, b in (Qj)  05
gâbe, was wegen (2) die Vollkommenheit von OE nach sich zôge.
Wegen (4), b. ist dann mit ?(?)/?(?) auch Q$/R«M) direktes
Produkt zweier Zyklen.

Sei nun m ein Element mit n ( m ) = n = 2 und

Dann wird St(Il) = 9(05) wesentlicher Kern von U und

U/ Sf( U) direktes Produkt eines Zyklus der Ordnung 4 mit einem
der Ordnung 2. Sei m, u eine Basis von U mod R(U).
Dann ist m.2, u eine Basis von U(Qi) mod $l/( OE ) und nach § 2.,

(6), a. ist:
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Da [m2, u] nach (4; 1) genau die Ordnung 4 hat und also

ist, so folgt:

Fall 1: 0152[ID3(@)]  8[ID3(Qj)].
Dann wird nach obigem

da ja c(tz) die Ordnung 2 hat. Also ist

d.h. c(m) = a(m) = a(m2) mit u vertauschbar, was (4), d. wider-
spricht, da ja a(m2) mit m2 vertauschbar ist.

Fall 1. kann also nicht eintreten.
Fall 2: g[as(@)] S 8 1 W ( OE )1 .
Da c(u) = c(m2) wegen (4), a. in 3[S8(@)] liegt, da

6[38(@)] = (c(U), [m2, u]} nach § 2., (6), a. ist, da a(m)= a(M2)
ist, so kônnen wegen (4; 1) nur die folgenden drei Fälle eintreten:

Da nun

ist [c(m) ist mit m vertauschbar], so kann wegen (4; 1), erste
Formel nur 1 eintreten.
Da also a ( u) mit M2 vertauschbar ist, so ist m-la(U) m = a(a)cf.
Da u2 = a ( u) ist, so wird weiter

und daraus folgt : [m, U]2 === cz+y.
Da c=c(m2) =c(m)2 ist, so ist also [m, u]2 mit m vertauschbar und

und das ist unmëglieh, da c =F 1 ist.
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Fall 2. kann also auch nicht eintreten, womit (5 ) bewiesen ist.
(6) Für s = + 1 gibt es eine Erweiterung £12, E des direkten

Produkts

der beiden Zyklen {t}, {$} der Ordnung 2 mit dem Zyklus {c} der
Ordnung 4 durch zwei Elemente u, b mit den Relationen:

Zunâchst induzieren nàmlich u und b in 3t Automorphismen
der Ordnung 2. - Weiter ist:

Hieraus folgt (6) wegen E., § 5., Zusatz, S. 407.
(7) °2,B ist unvollkommen, und es ist :

dann und nur dann, wenn E = + 1.

Wegen § 2., (2) ist sicher 9( = 9 ({%, u}) =%({9ï,t)}), wegen
§ 2., (7) also

und

wegen § 2., (2) ist also auch 2{ == 9 ({9f, u b}), und da Û2,e/B}!
direktes Produkt zweier Zyklen der Ordnung 2 ist, so folgt aus
§ 2., (1), daI3 2{ wesentlicher Kern von Û2,e ist, woraus die übrigen
Behauptungen von (7) wegen (1), a., b. folgen.
Aus (4)2013(7) folgen nun die im Beginn des § ausgesprochenen

Behauptungen und überdies:
Zwei unvollkommenen Gruppen sind dann und nur dann isomorph,

wenn
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1. in beiden Gruppen das Zentrum die Kommutatorgruppe ent-
hiilt bzw. nicht enthâlt,

2. die Kerne isomorph sind.
Man bemerke, daI3 die unvollkommenen Gruppen wieder nicht

einmal § 3., Satz 1., a. erfüllen, da ’Z zyklisch ist, die Faktorgruppe
nach dem Kern aber nicht.

Es sei schliel3lich bemerkt, da13 es môglich ist, O2, ê durch zwei
Erzeugende u, b mit den Relationen 

zu charakterisieren. Dies verifiziert man, indem man

setzt und nachrechnet, daB die in (6) angegebenen Relationen
erfüllt sind, sowie daß °2,8 die hier angegebenen Relationen
erfüllt. 

(Eingegangen den 1. November 1934. Abgeândert eingegangen den 23. April 1935. )


