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Gewisse Reihentransformationen, die mit der
linearen Transformationsformel der Theta-
funktion zusammenhingen

von

Artur Erdélyi

Briinn

§ 1. Einlettung.

Die lineare oder Jacobische Transformationsformel der Theta-
funktion 1)

+o 1 +®  (z—nm)?
(L,1) Z e T anis _ Z e T
2w V=it , e

hat bekanntlich die Eigenschaft mit einer Reihe von wichtigen
Funktionalrelationen dquivalent zu sein 2). Unter diesen mit
(1,1) gleichwertigen Funktionalbeziehungen verdient die von
Doetsch 3) angegebene Transformationsformel einer gewissen
Reihe mit Besselschen Funktionen ein besonderes Interesse. Sie
kann aus (1,1) im wesentlichen durch die Anwendung der Um-
kehrung der (einseitigen) Laplaceschen Transformation gewonnen
werden und lautet 4)

+z°° T [2n(n+0)VE] n”—%t_:*
(n+v)’  I(v+3)

(Re »>0).

Hierbei ist v reell und ¢ positiv reell anzunehmen; die Summe
auf der rechten Seite erstreckt sich iiber alle positive und negative
ganzzahlige Werte von n, die ihrem absoluten Betrage nach

unterhalb v/ t—liegen. Die Quadratwurzel wird positiv ausgezogen.

(1’2) z e—miun(t_nZ)’V—i

Inl<Vt

n=—o

1) [9] S. 476.

2) Als #quivalent oder gleichwertig bezeichnen wir in der iiblichen Weise
zwei Funktionalrelationen, die mittels einer Funktionaltransformation ineinander
iibergefiihrt werden koénnen.

) [l _

4 [1] GL (IV), in der noch @ = 27Vt gesetzt wurde.
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Die linke Seite von (1,2) ist eine mod 1 periodische Funktion
von v und die rechte Seite gibt offenbar die Fourier-Entwicklung
dieser Funktion an. Die Beziehung (1,2) kann nach Kober 5)
noch etwas verallgemeinert werden.

(1,2) gewinnt dadurch ein besonderes Interesse, daBl diese
Gleichung eine summatorische Eigenschaft des Hankelschen

Kernes J,(2V 5,‘) zum Ausdruck bringt. Eine jede lineare Funk-
tionalbeziehung fiir den Hankelschen Kern — und um eine solche
handelt es sich hier — kann aber auf die in Gestalt einer Hankel-
schen Transformierten, also in der Form 8)

(1,3) f&) = [ F@)T,(2Vat)dt  (b>a=0)

darstellbaren Funktionen iibertragen werden.

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, diese Methode des ,,Uber-
tragens”, die ich auch in zwei fritheren Arbeiten?) angewendet
habe, gegeniiber der meist verwendeten Methode, durch An-
wendung von Integraltransformationen Funktionalbeziehungen
zu ,,iibersetzen”, abzugrenzen. Wir betrachten zu diesen Zwecke
fiir einen Augenblick eine allgemeine Integraltransformation

fs) = f K(s, t)F(t)dt.

Die oft mit gutem Erfolg verwendete Methode besteht nun ganz
allgemein gesagt darin, aus bekannten Eigenschaften der Objekt-
Sfunktion F(t) auf entsprechende FEigenschaften der Resultat-
Sfunktion f(s) zu schlieBen und umgekehrt. Die Méglichkeit, aus
Eigenschaften des Kernes K(s,t) entsprechende Eigenschaften der
Resultatfunktion zu folgern, ist offensichtlich, doch wird von dieser
Mébglichkeit in der Theorie der Funktionaltransformationen wenig
Gebrauch gemacht. In der Theorie der Integralgleichungen hin-
gegen ist eine solche SchluBweise sehr bekannt und wird vielfach
herangezogen. 8)

5) [5]. Vergl. auch weiter unten.

8) Als die Hankelsche Transformierte bezeichnet man gewohnlicheinen Ausdruck
von der Form (1,3) in dem aber das Integral auf der rechten Seite von 0 bis oo
erstreckt ist. In diesem Sinne wire f(s) als die Hankelsche Transformierte jener
Funktion zu bezeichnen, welche fiir ¢ < a und ¢ > b verschwindet und im Intervall
a =t < b mit F(t) ubereinstimmt.

7) [2] und [3].

8) Es geniigt daran zu erinnern, daB z.B. die ,,Ubertragung” der bilinearen
Reihe des Kernes K(s,t) auf ,,quellenmiBig dargestellte Funktionen” f(s) die
Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen des Kernes liefert.
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Obwohl dieser Vorgang, lineare Funktionalbeziehungen, denen
der Kern geniigt, dadurch auf die Resultatfunktion f(s) zu
ibertragen, daB3 diese Funktionalbeziehungen mit F(f) multi-
pliziert und hierauf nach ¢ von a bis b integriert werden, zunéchst
trivial anmutet, so ist es doch nicht ganz ohne Interesse, diese
Ubertragung im Einzelnen etwas niher zu verfolgen, weil dabei
eine Reihe von Funktionalbzziehungen fiir die Funktionen f(s)
in einfachster Weise gewonnen werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird diese Methode verwendet,
um aus der von Kober angegebenen Verallgemeinerung der
Doetschschen Transformationsformel (1,2) eine entsprechende
Transformationsformel fiir die Reihe

(1,4) +2w [ [72(n+v)?]|n+v| v in+o)

abzuleiten, in der die Funktion f(s) durch (1,8) erkldrt ist. Aus
dieser Transformationsformel kann dann mit Leichtigkeit die
Fouriersche Kosinus-Transformierte der Funktion f(¢*)t™" her-
geleitet werden.

Es moge noch Erwéhnung finden, da3 die Fouriersche Kosinus-
Transformierte der Funktion f(¢*)t~" auch unmittelbar aus (1,8)
gewonnen werden kann. Aus ihr ergibt sich durch Anwendung
der von Watson verallgemeinerten Poissonschen Summations-
formel ®) die Transformationsformel fiir die Reihe (1,4). Daf3 hier
doch der Weg iiber die Doetschsche Transformationsformel
eingeschlagen wird, hat den Grund einerseits darin, daf3 wie schon
Kober 1) betont hat, es nicht immer leicht ist, die Anwend-
barkeit der Poissonschen Summenformel sicherzustellen, anderer-
seits darin, daB auf diese Weise der Zusammenhang mit der (1,2)
aquivalenten linearen Transformationsformel der Thetafunktion
besonders deutlich zum Vorschein kommt.

Eine grole Anzahl der in der Analysis auftretenden Funktionen
kann in der Gestalt (1,8) dargestellt werden. Als Beispiel eines
Integrals mit endlichen Grenzen wird in der vorliegenden Arbeit
behandelt:

k2 B
a=0, F(t)=1t2(b—t)7,(2Vo(b—t)).

In diesem Fall kann das Integral (1,8) auf Grund des sogenannten

) [7]
1) [5], S. 612.
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zweiten Sonineschen Integrals der Theorie der Besselschen Funk-
tionen ausgerechnet werden und ergibt, daB f(s) in diesem Falle

durch die Besselsche Funktion J,, +1(2Vb(s+0)) ausgedriickt
werden kann. Die aus dieser Annahme entspringende Trans-
formationsformel mit Besselschen Funktionen degeneriert fiir
o —>0 in die Doetsch-Kobersche Transformationsformel und
bildet eine wesentliche Verallgemeinerung dieser Beziehung. Als
zweites Beispiel wird die bei der Annahme

v u
a=0, b=oco, F(t)=1*(t+y) °K,(2aVa(t+y))

entstehende Funktionalbeziehung n#dher untersucht. Auch in
diesem Falle kann das Integral (1,8) berechnet und durch eine
K-Funktion ausgedriickt werden. Die entstehende Transfor-
mationsformel degeneriert fiir y— 0 in eine von Kober angegebene.
Als drittes und letztes Beispiel wird die bei der Annahme

ut
a=0, b=oo, F(t)=t"m+t%"¥, = (y=2m)

entstehende Resultatfunktion behandelt, die durch die Whit-
takerschen konfluenten hypergeometrischen Funktionen ausgedriickt
werden kann. Die Transformation der (1,4) entsprechenden Reihe
mit diesen Funktionen ist nun dadurch besonders bemerkenswert,

daf sie im Sonderfalle y = m + % in die lineare Transformations-

formel der Thetafunktion iibergeht und also nicht nur eine Uber-
tragung, sondern auch eine direkte Verallgemeinerung dieser Trans-
formationsformel bildet. Die Summen der Reihen mit Whit-
takerschen Funktionen kénnen noch in geschlossener Form in
Gestalt eines bestimmten Integrals dargestellt werden, in dessen
Integranden auBer elementaren Funktionen nur noch eine Theta-
funktion auftritt.

Es gibt noch eine groBle Anzahl Funktionen, welche in der
Gestalt (1,38) erscheinen, und fiir welche also ganz entsprechende
Transformationsformeln zu gewinnen wiren. Wir erwdahnen nur
die Annahme

a=0, b=ow, F()=+t)"Y »r=o,

welche auf Produkte von Zylinderfunktionen mit rein imaginérem
Argument, und die Annahme

a=0, b=oo, F(t)=tre "V,
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welche auf Kugelfunktionen fiihrt '), ohne an dieser Stelle
auf ndhere Einzelheiten einzugehen.

§ 2. Die allgemeine Transformationsformel.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Kobersche
Verallgemeinerung der Doetschschen Transformationsformel 1%)

-i M) ?.mﬂ(n-kv)

15_371:"_é .
— e—zmvn[t_(n_i_ﬁ)z]v-—}
o 2>
(v+2)ln+ﬁl<\/t_
Darin seien v und g reell und £ positiv reell. Auf der rechten Seite

dieser Beziehung wird iiber alle der Ungleichung |n—{—/3]<\/z‘
geniigenden positiven und negativen ganzzahligen Werte von n

summiert. Vorausgesetzt wird, daB3 §Rev>%. Fir v=0 ist

links im Glied fiir n = 0 der Grenzwert fiir v — 0

(2v/2)"
I'(v+1)
zu nehmen.

Diese Beziehung multiplizieren wir mit F(¢)d¢ und integrieren
nach ¢ von a bis b. Bedeuten a und b zwei endliche positive
Zahlen (b > a > 0), so kann die Reihenfolge von Integration
und Summation hierbei gewil3 vertauscht werden wenn e » >%,
weil in diesem Falle die linke Seite von (2,1) in jedem ganz im
Endlichen gelegenen positiven ¢-Intervall absolut und gleich-
méfBig konvergiert. Mit der Bezeichnung (1,3) ergibt sich also
hieraus

Z f[nz(n—l—v 2] 2iBintn) _

e |n+v[”
a3 b -2 .
=——— |t 2F(t) { Z e—mv"[t——(nJrﬂ)z]v—%}dt
F(V—’_%) aj In+Bl<Vi

11)  Vergl. hierzu auch § 7 und §§ 9 bis 11 von [3].
12) [5], GL (3a).
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Auf der rechten Seite kann gliedweise integriert werden, weil die
dort auftretende Summe eine endliche ist. Um eine einfache
Schreibweise zu haben, setzen wir

b _ v
(2,2) o) = | ER@@—sytat
max(a, 8)

und erhalten, da die Bedingung ¢ = (n+f)? stets zu erfiillen ist,
die allgemeine Transformationsformel

Z f[nz(n+v ] 2B n+o)
i In—l—v[”
(2’3) %
=——5 2 ellntprlemn,
r (V‘f'?) m+Bl<v/b

Die Summation auf der rechten Seite wird iiber alle der Unglei-

chung |n + | < Vb geniigenden positiven und negativen Werte
von n erstreckt. Die untere Grenze des in (2,2) auftretenden
Integrals ist die groBere der beiden Zahlen a, s, so daBl ¢ — s
stets nichtnegativ ist. Die Potenz der positiven Gréfle ¢t — s
erklaren wir eindeutig mittels der Gleichung

(t——.s')””é = e~ Blog(t—s)

wobei der reelle Wert des Logarithmus der positiven GroéBe
t — s zu nehmen ist.

Ist insbesondere |f| <1 — Vb, was nur im Falle b <1 ein-
treten kann, so reduziert sich die Summe auf der rechten Seite
auf ein einziges Glied, namlich auf dasjenige fiir n =0. Ist iiber-
dies noch Iﬂ[ > b, so wird die Summe rechts leer, d.h. die
linke Seite ist gleich Null. Daher ist

=0 fiir Vb <|8l <1—Vb
z f[n2 (n+v) ] ?.mﬂ (n+v) P
|n+o” = I’(——]—l—)g(ﬂ2)
L
2
fiir |B] < Vb und |f] <1 — Vb.

Die linke Seite von (2,8) ist offenbar eine mod 1 periodische
Funktion von v, und die rechte Seite dieser Beziehung stellt die
in komplexer Form geschriebene Fourier-Entwicklung dieser in

n=—awo
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v periodischen Funktion dar. Wir koénnen aber die Fourier-
Koeffizienten dieser Funktion auch unmittelbar bestimmen,
indem wir die linke Seite von (2,3) mit e*%™ multiplizieren
und nach v von 0 bis 1 integrieren. So ergibt sich fiir diesen
Fourier-Koeffizienten der Ausdruck

1
) fl7(n+v)?]
27ivm anﬂ(n v)
fe { Z [n—i—v'v i dv.

0 n=-00

Hier fiihren wir die Integration gliedweise aus und ersetzen in
den einzelnen Integralen v durch w — n, wodurch wir

+® J<n+1 T f(nPu?) eZHB+mu gy,
ul
n=~°0 n

=2 fw f(n2:a2) cos 2n(B+m)u du
u

erhalten, oder, indem wir in dem letzten Integral g 4 m durch
vV ;, au durch Vs ersetzen und den so erhaltenen Fourier-Koeffi-
zienten mit dem auf der rechten Seite von (2,8) stehenden ver-
gleichen

(2,4) on fii)l cos 2 Vas ds :\/_;g(a) o < b.

o g2 (v—l— 7)

Bisher haben wir stets angenommen, daBl a und b endliche
positive Zahlen sind. In den Anwendungen der allgemeinen
Transformationsformel ist aber meistens a =0, b =o0. Die
Vertauschbarkeit der Summation und Integration ist dann in
jedem Falle noch besonders zu priifen, die Formeln dndern sich
aber wenig. Unter der Voraussetzung, da3 die bei der Ableitung
von (2,8) und (2,4) vorgenommenen gliedweise Integrationen
zuldssig sind, ergibt sich nidmlich in diesem Falle

Z f(#*(n+20)?%) 2B +v)

~. I+l
(295) n’lr'—é -}—Zw J.w v 3
=——7 ¢~ Fion t * F@t)[t—(n+p)?]" " dt
P(V‘i“é‘) ne—— o (n+ﬁ)2
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und

) _v+1 . )
(2,6) f f(s)s 2 COSQ\/anS:JL

t 2F(t)(t—a) "t dt.
0 f'(v—}—%) «

§ 8. KEine unmittelbare Verallgemeinerung der
Doetschschen Transformationsformel.

Eine unmittelbare Verallgemeinerung von (1,2) erhalten wir,
wenn wir in den im vorigen Paragraphen betrachteten allge-
meineren Formeln insbesondere

a=0. F({) = t;_,(bﬁt)% T (2Va(b—t))

sctzen. Um in diesen Falle die durch (1,3) definierte Funktion
f(s) zu berechnen, setzen wir in dem diese Funktion definierenden
Integral ¢ =5 cos? 0 und erhalten auf Grund des ,,zweiten end-
lichen Integrals von Sonine’ 13)

Tt
pt

i 2 R -
(8,1) f(s)=2b 2 “f T,(2V/ab sin 0)J,(2Vsb cos 0) sin 6 cos”" " 0
0
u+v+1

“ r/rop 2 -
=c2s? (S_Jr—a_) ]/,¢+v+1(2\/b(8+0))
(Repu>—1, Rer > —1).

Die durch (2,2) erklarte Funktion g(s) berechnen wir in diesem
Falle dadurch, daB3 wir zunéchst in dem sie definierenden Integral
die Substitution ¢ = (b—s) cos? 0 + s durchfithren und dann das
sogenannte erste endliche Integral von Sonine verwenden %),
in folgender Weise:

ﬁ+v+4} —_—
(8,2) g(s)=2(b—s)? f Jﬂ(2\/o—(b—s)sin0) sin#*16 cos® 60d0
0

T
2

1 u+y 1

=T(v5)0 * T (b—s) *  *Tueney (2Vo(b—9))

(Repu>—1, Rev>—1).
Indem wir die so gefundenen Werte fiir f(s) bzw. g(s) in (2,3)

13) [6], § 12, 13.
1) [6], § 12, 11.
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einsetzen und in der so entstandenen Beziehung x 4+ » + 1 durch
v ersetzen, erhalten wir folgende Transformationsformel

+ o0
i Z (Vo2 (n+o)+ol) T, (2VE[2(n+v)E+ a]) emibnto)
(3’3) = \/ % Z { O'[b (n—l— ﬂ)z } J 2 o’[b (n_l_ ‘3)2 )e—znum
o In+Bl1<Vb (Rev > 3).

Diese sehr symmetrisch gebaute Beziehung ist offenbar eine
Verallgemeinerung der Doetschschen Transformationsformel (1,2)
bzw. ihrer Koberschen Erweiterung (2,1). Durch den Grenziiber-
gang o—>0 geht ndmlich die linke Seite von (8,3) bis auf den Faktor
b” in die linke Seite von (2,1) iiber und auf Grund der bekannten
Beziehung 1%)

]1,_%(2.%) B 1
—>0 x”_% P('y—f—%)

folgt dasselbe auch fiir die rechte Seite.

Es ist erwahnenswert, da3 diese Transformationsformel mit
der von Doetsch bei der Herleitung von (1,2) verwendeten
Methode auch unmittelbar aus der Jacobischen Transformations-
formel der Thetafunktion gewonnen werden kann. Sie entspricht
in ihrem symmetrischen Aufbau offenbar viel mehr (1,1) als
die bis jetzt bekannten Transformationsformeln von Reihen mit
Besselschen Funktionen (1,2) und (2,1). Daher mochten wir sie
als die eigentliche Ubertragung von (1,1) in das Gebiet der
Besselschen Funktionen ansprechen und die Doetsch-Kobersche
Transformationsformel nur als ihren Grenzfall betrachten.

Genau in derselben Weise — durch Eintragung von (8,1)
und (8,2) in (2,4) und Ersetzung von x + v+ 1 durch » —
geht die zweite Hauptformel des vorigen Paragraphen iiber in

=40, 2b3

b __(2_‘/”(_“"’_)) 2\/oc87 (i/_ b—ay 20— \/_“
(8,4) 0 [b(8+0)]2 st = 75( o ) v—i(2 a(b—oc)) s
(Rev> — 1} «<b

18) Vergl. etwa [8], S. 87, GlL. (13).
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Auch diese Formel geht beim Grenziibergang o — 0 iiber in die
bekannte und von Doetsch im Falle » = 0 auf dem Wege iiber
(1,2) wiedergewonnene Formel fiir die Fouriersche Transformierte

v
von t %J,(2 V/t) 1) und bildet einen Sonderfall eines von Sonine
untersuchten Integrals 17).

§ 4. Eine Reihe mit K-Funktionen.

Der durch die Annahme

(41) a=0,b=0c0, F(t) = t% [2aVa(t+y)] ‘”Kﬂ(zn\/m(t+y))

gekennzeichnete Sonderfall unserer in § 2 abgeleiteten allgemei-
nen Beziehungen fiihrt ebenfalls auf die Transformationsformel
einer gewissen Reihe mit Zylinderfunktionen, nur sind es diesmal
die Bassetschen Zylinderfunktionen
in in ®
K,(z) :%e—Z_(HI)H,(}’(ze :) [ e=€80G0850d0 (Rez>0),
0
welche in der Transformationsformel auftreten. Da ferner die
obere Grenze der Integration, b, in diesem Falle co ist, so werden
auf beiden Seiten der Transformationsformel unendliche Reihen
auftreten.

Um diese Transformationsformel herzustellen, berechnen wir
dhnlich wie im vorigen Paragraphen die der Annahme (4,1) ent-
sprechenden Funktionen f(s) und g(s). Aus der Definition von
(1,8) folgt mit den Annahmen (4,1) nach Ersetzung von ¢ durch 2

2_ fwKﬂ(2ﬂVm(t2+y))
(2aVa)" (t2-+y)#

Das hier auftretende Integral ist in Watsons Bessel Functions
ausgerechnet ) und ergibt

J,(2tV/s)e+1dt.

fs) =

(42) f(s)=(2a%2) "y sE(stat) ® K, , ,(2Vy(s+aw)).

p—v-1 vy p—r—1

Entsprechend erhélt man nach der Ersetzung von ¢ durch 2 + s
fiir die durch (2,2) erklarte Funktion g(s)

16) [1], § 5.
17) Vergl. auch [6], S. 415, GL. (1), wo noch y = — } zu setzen ist.
18) [6], S. 416, Gl. (2).
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(4,4)

(4,5)
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@ 2
o) = 2 J K, (2nVa(t +549) gy
(2zVa) (E+s—+y)#

Auch dieses Integral findet sich in dem oben genannten Werk
von Watson ausgerechnet 1°), und die Einsetzung seines Wertes
liefert

g(s):r(wr%)(2n2m)-"-%[2m/m(s+y)] ~r-DEK, , 1(27V2(s+y)).

Die auf diese Weise berechneten Werte von f(s) und g(s)
setzen wir in (2,3) ein und erhalten nach Ersetzung von y —v—1
durch » folgende anscheinend neue Transformationsformel

v + o » -
y ? Z [(n+v)2+a]2K, (20 Vy[(n-+v)2+a])e2mib o
1+nl=10:° _r_ 1 e ]
=2 ¢ [(n4B)*+y] 2 4Kv+%(27c\/w[(n+‘5)2+y])e—zm,vn.

Diese in ihrem symmetrischen Aufbau an (8,3) erinnernde Bezie-

hung degeneriert beim Grenziibergang # — 0 in eine einfachere

Beziehung, die auf der rechten Seite keine Zylinderfunktionen

mehr enthilt und von Kober bereits angegeben wurde ).
(4,4) ist mit der zu

J

0

) (s+7r2m)%K,,(2\/y(s—|—n2m)) cos 2\/ogx—d/s:
8

v

_

&

gehorenden verallgemeinerten Poissonschen Summationsformel
identisch. (4,5) wird aus (2,6) gewonnen und gilt fiir >0,
y >0 und fir alle Werte von ».

In ganz &hnlicher Weise konnte man den Fall

v+3
«+y) Kyey(22Va(ot9)

a=0, b=cw, F(t)=[2nVa(t+y)] ", (2nVa(t+y))t

v
2

lﬂ)

[6], S. 417, Gl (6).
2) [5], GL (2a).
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behandeln, welcher auf eine (4,4) dhnliche Beziehung mit Bessel-
schen Zylinderfunktionen fiihrt 21).

Die bei der Herleitung dieser Formeln vorgenommenen glied-
weise Integrationen kénnen in der selben Weise gerechtfertigt
werden, wie es in einem #hnlichen Falle Kober 22) getan hat.

§ 5. Reihen mit Whittakerschen Funktionen.

Als letztes Beispiel fiir die Anwendung der in § 2 gegebenen
allgemeinen Transformationsformeln betrachten wir den durch
die Annahme

T
(5,1) a=0, b=oo, F(t)=t ™t s
(x>0, >0, v=2m)
gekennzeichneten Fall. Die dieser Annahme entsprechende
Funktion f(s) kann, wie in friitheren Arbeiten gezeigt wurde,
durch die Whittakersche Funktion M, ,.(z) ausgedriickt wer-
den 2). Es ist #)

1
_Ilwts) (n)m‘z”Le—%isM ()

T r@em+1) \z -mm{8)
Auch das die Funktion g(s) definierende Integral fiihrt, wie
sogleich gezeigt werden soll, auf eine konfluente hypergeometrische

Funktion, nur gelangt diesmal nicht die Funktion M, ,(2),
sondern die gleichfalls von Whittaker eingefiihrte Funktion

Wi m(z) zur Anwendung. Durch die Substitution ¢{=s +%u

geht néamlich die die Funktion g(s) definierende Gleichung (2,2)
in dem durch (5,1) gekennzeichneten Fall iiber in

2m+4 B (o 2u—2m—4%
8(8)—_:32/“2’"“%(-'”) " %e ”sf e““uz’""f(l—kﬁu) Ho du,
7
0

(8:2)  f(s)

s

und das auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Integral
tritt in einer bekannten Integraldarstellung der Funktion

#) Den Grenzfall x— 0 der auf diese Weise zu erhaltenden Beziehung hat
KoBER bewiesen. [5], Gl. (4).

22) [5], S. 613.

23) Die Erklirung und die Anfinge der Theorie der von WHITTAKER einge-
fithrten konfluenten hypergeometrischen Funktionen findet der Leser in Kapitel
XVI von [9].

24)  Vergl. etwa [2], Gl. (1), und [3], Gl (1).

27
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Wﬂ_m’ﬂ(gs) auf #). Daher ist

+4 _1m,
(58)  ge) = T (2t )b (2) o5 Wscama( )

Auf Grund von (5,2) und (5,8) ist es ganz klar, daB3 unsere
allgemeinere Transformationsformel die Uberfiithrung einer nach
M-Funktionen fortschreitenden unendlichen Reihe in eine nach
W-Funktionen fortschreitende bewirkt. Da e~ %M k,m(z) iIm all-
gemeinen (wenn nicht zwischen den Parametern k& und m eine
gewisse Beziehung besteht) fiir z — 4 o0 das Verhalten einer
Potenz von z zeigt, e‘%sz,m(z) aber im Wesentlichen das der
Exponentialfunktion e-%, so ist mit dieser Uberfithrung zugleich
eine bedeutende Verbesserung der Konvergenz der unendlichen
Reihe bewirkt. Die aus (2,5) sofort sich ergebende Transfor-
mationsformel hat im Ubrigen folgende Gestalt

=M5 Zw [%(ngkﬂ)z:'ﬂﬂiwu—zm,u [g‘(n+ﬂ)2:| 6’_%

4+ o
Z [z(n40)?] " F Moy, m[@7(n+0)%] o~ Bt enifnt o)
N=—c0

+o ;
z

VxT(Zu—{——é—

(n+P)%-

27Tivn

(5,5)

und gilt fiir reelle v und g und positive Werte von 2 und u.
m ist ganz beliebig. Die Formel verliert zunéchst ihren Sinn,
wenn v oder f gleich einer ganzen Zahl wird, doch kann man
durch entsprechende Umformungen eine in diesem Falle giiltige
Beziehung herleiten 2¢). (5,4) beruht auf der aus (2,6) folgenden
Fourierschen Kosinustransformierten

f Moy m, n(8)smle~ ¥ cos 2V as ds =

\/nf'(2m—l—1)

r(2ut1) PR £ P P L
2

in der ohne Einschrinkung der Allgemeinheit # ==n gesetzt

26) [9], S. 840. Vergl. auch weiter unten (6,2).
26) Vergl. hierzu auch die von DoErscH in einem entsprechenden Falle aus-

gefiihrten Rechnungen, [1], Gl. (IV,).




(5,6)

[14] Gewisse Reihentransformationen. 419

werden durfte. Die Umkehrung dieser Formel ergibt

f —2m,u($) )sh=1e=¥cos 2V asds =
Val(2u+)

= ~m—} —do
= Temi1) Mw_m,m(oc)oc e =",

Es ist am Platze, einiges iiber die Beziehungen zu sagen, die
aus (5,4) bei besonderen Werten der Parameter entstehen. Die
einfachste Beziehung dieser Art erhalten wir wohl bei der An-

nahme y=m + % Die in diesem Falle auftretenden Whittaker-

schen Funktionen konnen durch elementare Funktionen aus-
gedriickt werden; es ist %)

Mmﬁ,m(z):zmﬂe_i’z und W_mﬂ,mﬁ(z):z_mﬁe_éz.
Daher ergibt sich in diesem Falle aus (5,4)
g —asin+v)?+2mif (n+v) 1 S ~Z (n+B)~2mivn
e _ = e * ’
n=- o '\/:.'U n=— o

eine mit (1,1) vollig gleichbedeutende Beziehung. (5,4) enthdlt
also die lineare Transformationsformel der Thetafunktion als Son-
derfall und kann als direkte Verallgemeinerung dieser so wichtigen
Funktionalbeziehung aufgefasst werden.

Wird y=m + % -+ % (r=0,1, 2,...) gesetzt, so konnen die
in diesem Falle auftretenden Whittakerschen Funktionen durch

Laguerresche Polynome ausgedriickt werden #) und es entsteht
eine entsprechende Transformationsformel einer gewissen Reihe

mit Laguerreschen Polynomen. Wird u :% gesetzt, so treten
auf der rechten Seite von (5,4) die Funktionen des parabolischen
Zylinders auf ), wihrend bei der Annahme y = 2m bzw. y = —;—m

auf der rechten bzw. linken Seite von (5,4) Zylinderfunktionen
mit rein imagindrem Argument auftreten ). Da alle diese Bezie-
hungen auf Grund bekannter Formeln 3') sofort hingeschrieben
werden koénnen, so kann ihre Notierung hier wohl unterbleiben.

27) Vergl. z.B. [4], GL. (1,2) und (1,8).
28) Vergl. z.B. [4], Gl. (1,9).

29) Vergl. z.B. [4], Gl. (1,11).

30) Vergl. z.B. [4], Gl. (1,18).

31) Vergl. Anm. 28) bis 3°).
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Noch eine Eigenschaft der Transformationsformel (5,4) moge
Erwéhnung finden, ohne ausfiihrlich abgeleitet zu werden. Wird
(5,4) mit z?m™ multipliziert und auf die so erhaltene Reihe, als
Funktion von « betrachtet, die Laplacesche Transformation

L{d@)} =" emd(@)n

ausgeiibt, so entsteht eine Beziehung, die bis auf die Bezeichnung
mit dem Grenzfall x — 0 von (4,4), also mit einer von Kober 32)
abgeleiteten Reihe iibereinstimmt.

§ 6. Summierung der im vorigen Paragraphen auftretenden Rethen.

Die nach Whittakerschen Funktionen fortschreitenden Reihen,
die auf beiden Seiten der Transformationsformel (5,4) stehen,
bzw. noch etwas allgemeiner gebaute Reihen kénnen mit Hilfe
bekannter Integraldarstellungen der Whittakerschen Funktionen
summiert werden, wobei der Zusammenhang dieser Reihen mit
der Thetafunktion deutlich zum Ausdruck kommt.

Um zunidchst eine Verallgemeinerung der auf der linken Seite
von (5,4) stehenden Reihe zu summieren, verwenden wir folgende
bekannte Integraldarstellung der M, ,-Funktion 3):

I'(2m 4 1)272mgm+3 +1
T (g+k+m) (5 —k+m)
(|Re k| < Rem + }).
Aus dieser Integraldarstellung ergibt sich sofort

Mk'm(z) — (1 +u)—§—k+m(1 __u)—%+k+me§zu du R

+ o
z [mn(n—i—v)z]_m"% M, [27(n _|_.0)2]8—%yn(n+v)2+2mﬁ(n+v)

_ [(2m-+1)2-2m
P k) (5 n)

+1 +
f (1+u)—«}—k+m(1_u)—§+k+m z e—é(u—uz)n(nﬂ)uzmﬁ(n+v) du.

-1 n=-—o
Die auf der linken Seite dieser Beziehung stehende Reihe konver-

giert fir y > a > 0 sicher absolut, und dasselbe gilt von der
unter dem Integralzeichen stehenden Reihe, deren absolute

32)  [5], GL. (2a).
33) [9], S. 352, Example 1.
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Konvergenz iiberdies noch in Intervalle — 1 <u =<1 gleich-
miBig ist. Daher darf die Reihenfolge von Integration und Sum-
mation vertauscht werden. Die unter dem Integralzeichen stehen-
de Summe ist aber gleich

o (-22)- 5 el Fummfore- 25 |-

— , . )
V exp (_ 2,87:).03 (vn— 2ifn 21 )’
y—uz

y—ux yY—ux y—ux

wobei #;(z| ) die Jacobische Thetafunktion in der von Whittaker
und Watson verwendeten Bezeichnungsweise bedeutet 3). Daher
ist

+ o
z [maz(n—l—v)z]_m'% Mk’m [wn(n+v)2] o~ Banto)+omifnt o)
I'(2m—+1)272m+
1

PG ) (g —ktm)

+1 _ 2% 2
. f (1 +u)—%—k+M(l_u)—£+k+me ZI-W,03 ('()7{— 2ﬁﬂ

24 ) du
y—ux

Vy—uz

—Uux
) Y

(Rek<FRem + %, y>a=0).

Diese Beziehung vereinfacht sich bedeutend fiir § = 0. Wird in
diesem Sonderfall die Thetafunktion im Integranden durch ihre
Fourier-Reihe ersetzt, so ergibt sich eine (5,4) analoge Trans-
formationsformel, auf deren Aufstellung wir an dieser Stelle
nicht ndher eingehen mochten.

In dhnlicher Weise 1aBt sich eine Reihe mit W, , -Funktionen
summieren, welche also der rechten Seite von (5,4) entspricht.
Als Ausgangspunkt dient hier die Integraldarstellung®)

e it ®
(6,2) Wy () Z—T—f t-i-k+m(] ) -dktme—zt gt
r(g—k+m);
(Rek < Rem +3%, Rez>0).

Aus ihr kann man genau so wie im vorhergehenden Falle —

a1y [9], Kapitel XXI.
) [9], S. 840.
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durch Ersetzung der W, ,-Funktion durch ihre Integraldar-
stellung, Vertauschung der Reihenfolge von Summation und
Integration und Summierung der Reihe unter dem Integral-
zeichen mit Hilfe der Thetareihe — folgende fiir ¥ >0 und

Rek < Rem —

— giltige Beziehung herleiten:

4o
z [wﬂ(n—*“l))z:] —m—%Wk’m[mn(n_'_v)g]e—(y—:}x)n(n+v)2—2niﬁ(n+v)
L N
=, f g RAm (g TR R, ”+ztﬂ3(vn+
I’(?~—k—l—m)

ity

Y+t

7 ) dt
y+t-at \/y—l-wt'

0

Die im vorigen Paragraphen gewonnene Transformations-
formel (5,4) hiatte auch aus einer der Integrale (6,1) oder (6,3)
durch Anwendung der Jacobischen Transformation der Theta-
funktion gewonnen werden koénnen.

Anmerkung bei der Korrektur:

Wihrend der Drucklegung ist mir bekannt geworden, daB die hier als
Doetschsche Transformationsformel bezeichnete Beziehung ebenfalls aus der
linearen Transformationsformel der Thetafunktion unter Zuhilfenahme der Um-
kehrung der Laplaceschen Transformation bereits vor Doetsch von H. V. Lowry
[Operational calculus IT]. The values of certain integrals and the relationships
between various polynomials and series obtained by operational methods [Phil.
Mag. (7) 13 (1932), 1144—1163] im Wesentlichen gewonnen wurde.
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