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Uber singulire Zahlensysteme
von

A. Khintchine
Moskau

1. Im folgenden bedeuten alle lateinischen Buchstaben ganze
rationale, alle griechischen reelle Zahlen.

Es ist schon mehrmals betont worden, daB3 die Schwierigkeiten,
auf die die Erforschung der simultanen Approximationen mehrerer
reeller Zahlen mittels rationaler Briiche stoBt, und die formal mit
der Abwesenheit eines befriedigenden mehrdimensionalen ketten-
bruchéahnlichen Algorithmus zusammenhéngen, ihren wahren
Grund im Wesen des Problems haben, indem n#amlich einige der
wichtigsten GesetzmiBigkeiten, die den eindimensionalen Fall
beherrschen und seine Erforschung wesentlich erleichtern, sich
auf das mehrdimensionale Problem grundsétzlich nicht iibertragen
lassen. Die zwei wichtigsten Beispiele dieses Sachverhalts sind
wohl die folgenden.

A. Ist 0 irrational, so gibt es beliebig grofle Zahlen 1, fiir die
die Ungleichungen

1
]q@-—p|<7, qg>0

nur mit ¢> % gelost werden konnen 1).

Demgegeniiber gibt es bei jedem n> 1 linear unabhdngige
reelle Zahlen 0,, 0,, ..., 6, mit folgender Eigenschaft: fiir jedes
e> 0 und jedes 2> 1, = A4(¢) konnen die Ungleichungen

lqei—pi|<—;— G=1,2,...n)

mit 0 << g < eA” gelost werden 2).

1) Vgl. z.B. Koksma, Diophantische Approximationen [Springer 1935], (im
folgenden als K. zitiert), Kap. III, Satz 24.
2) K., Kap. V, Satz 8(b).



2] Uber singulire Zahlensysteme. 425

Ein Zahlensystem 6,, 0,,...,0,, dem diese Eigenschaft zu-
kommt, wollen wir als singuldr bezeichnen; bei n = 1 sind alle
rationalen Zahlen und nur diese singulér; bei jedem n > 1 gibt
es hingegen linear unabhéngige singuldre Systeme (jedes linear
abhéngige System ist trivialerweise singular).

B. Ist 6 irrational, o beliebig reell, so ist die Ungleichung

1
Iq9~p—al<;

mit beliebig groBen ¢ losbar 3).
Demgegeniiber gibt es bei jedem n> 1 linear unabhdngige

0y, 05, ...,0, und dazu reelle oy, «,,..., %, so daB3 die Un-
gleichungen

Iqei_pi_“i|<£1 (i=1,2,...,mn),
QT
wie grof3 auch C sei, hochstens eine endliche Anzahl von Losungen
besitzen 4).

Die soeben erklarte Eigenschaft des Zahlensystems 6, 0,,...,0,
wollen wir mit B bezeichnen. Bei n = 1 besitzen alle rationalen
Zahlen und nur diese die Eigenschaft B. Bei jedem n> 1 gibt
es hingegen linear unabhingige Systeme 0,, 0,, ..., 0,, denen
diese Eigenschaft zukommt (fiir linear abhiingige Systeme ist
das trivialerweise der Fall).

Die Gegeniiberstellung dieser Ergebnisse 148t schon vermuten,
daB3 zwischen den singuldren Systemen und denjenigen mit der
Eigenschaft B gewisse Beziehungen bestehen miissen; fallen doch
bei n = 1 die beiden Klassen vollstindig zusammen. Es ist auch
bekannt, dal3 man zum Beweise der Existenz von Systemen mit
der Eigenschaft B gerade die singuldren Systeme benutzte.

Hier soll gezeigt werden, dal3 die beiden Begriffe bei jedem n
vollstindig zusammenfallen: alle singuliren Systeme und nur diese
haben die Eigenschaft B, so daf3 den beiden Erscheinungen in Wirk-
lichkeit dieselbe Singularitit zugrunde liegt. Nur der Kiirze
halber soll der Beweis fiir n = 2 durchgefithrt werden; seine
Verallgemeinerung auf beliebige n ist sehr naheliegend.

Zum Schlu beweisen wir, dafl bei jedem n die Menge der
singuldren (6,, 0,,...,0,) das n-dimensionale MaB Null hat.

2. Das Zahlenpaar (0,, 0,) sei singuldr. Dann laft sich zu-

3) K., Kap. VI, Satz 1.
4) K., Kap. VII, Satz 3.
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néchst folgendes behaupten: zu jedem ¢ > 0 und jedem A, =2y=2,(¢)
gibt es ganze Zahlen x,, x5, 3, die die Ungleichungen

(1) |w101-{—w202+w3|<-%130<9= Va2 + 22 < eV
1

erfiillen®). Wir bezeichnen im folgenden mit ¢ = ¢(4,) die klein-
ste positive Zahl ¢ = Va,2 + 2,2, die der ersten Ungleichung (1)
geniigt. Offenbar ist g eine niemals abnehmende Funktion von
A, und es ist g = o(\/ﬁ?). Die nacheinanderfolgenden Werte
von g seien

(2) Q15 Q25 - -5 Ons -

Die Zahl g, der Reihe (2) heiBle normal, wenn g, > ag, ist,
wo a> 1 eine spiter niher zu bestimmende (absolute) Kon-
stante bedeutet. Wir wihlen aus der Zahlenfolge (2) eine Teilfolge

(3) in, an’ cves Onoo-e .5

um die Vorschrift fiir diese Wahl anzugeben, miissen wir zwei
Falle unterscheiden:

A) Die Anzahl der normalen g, in (2) sei endlich; fiir n = n,
ist also g, nicht normal; in diesem Fall sei allgemein On,,, die
kleinste Zahl der Reihe (2), die groBer als ag, ist (k=1,2,...);
in (3) ist dann On,, > Gn; ferner ist

< < -
an+1—1 = agnk’ an+1 = a@nkﬂ 1

(letzteres weil On,, -1 nicht normal ist), woraus durch Multi-
+

plikation
On,, = 0%,

ket
folgt.

B) Die Anzahl der normalen g, in (2) sei unendlich. In diesem
Fall werden zunichst alle normalen g, in die Teilfolge (8) auf-
genommen. Es seien g, 0, (k<<l) zwei unmittelbar nachein-
anderfolgende normale Glieder der Folge (2); e, sei das grofite

Glied, das < % o; ist; offenbar ist (73 = 0xs o wird in die Folge

5) Vgl. meine Abhandlung ,,Uber die angeniherte Auflésung linearer Glei-
chungen in ganzen Zahlen” [erscheint demnichst in Acta Arithmetica], No. 3
Behauptung (A). In der dortigen Terminologie lautet die Behauptung des Textes:
@(6) = 0, wenn 6 = (6,, 0,) singuldr ist.
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aufgenommen, aber alle etwaigen zwischen ¢; und g, liegenden
Glieder von (2) werden gestrichen; ist 01, > Qp SO sei ¢ die
groBte Zahl der Reihe (2), die<—(11- 0, ist; offenbar ist o, = g3
o, wird in die Teilfolge aufgenommen, wihrend alle etwaigen
zwischen g, und 0, liegenden Glieder von (2) gestrichen werden;
der Prozef3 wird fortgesetzt bis einmal ¢; = ¢ wird, was offenbar

nach endlich vielen Schritten notwendig eintreten muf3. Indem
man die geschilderte Konstruktion fiir jedes Paar konsekutiver
normaler g, durchfiihrt, erhilt man in eindeutiger Weise die
Teilfolge (8). Fiir diese gilt nun offenbar erstens On,, > 0,

ist ferner 0n, < Qs =0n, > SO gilt zweitens o, g-(ll—gnhl, da en,

nach Definition die gréBte Zahl von (2) ist, die kleiner als —:l-gnm
ausfallt.

Es geniigt somit in beiden Fillen die Teilfolge (8) den beiden
Forderungen:

1. an+l> agy, (k= 1., 2,...);

2. fir g, <@s<en,, It e =a%,

Nun ist jedes @n, nach seiner Definition ein Wert der Funktion

e(4,); man hat also®) o, = V{1 {2z} und
1
(4) | @6, + 2§70, + 2{? | < .
Wir betrachten in der é7-Ebene die Schar der parallelen Geraden

(5) 2§ + oy +y* = o,

wo z{¥) und z{¥ fest gedacht sind, wihrend y* ganzzahlig verander-
lich ist. Denkt man sich eine beliebige zu (5)senkrechte Parallelen-
schar gezogen, in der der gegenseitige Abstand von zwei

benachbarten Geraden ebenfalls EL ist, so wird die Ebene in

g

1 .
Quadrate von der Seitenlédnge o zerlegt. Jedes dieser Quadrate

g

verkleinern wir nun konzentrisch im linearen Verhiltnis 1 : 2; die

neuentstandenen Quadrate von der Seitenlinge 21— sollen als
g

Quadrate vom Rang k bezeichnet werden.

®) Sollten zu einem o,, mehrere Zahlenpaare (m(lk), m;k)) gehoren, so soll stets
nur eines von ihnen in Betracht gezogen werden.
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Es ist nun klar, dafl falls man die oben eingefiihrte Zahl a
geniigend groB wiahlt, jedes Quadrat vom Rang k ein Quadrat vom
Rang k +1 in seinem Inneren enthalten muf} (¢ = 8 geniigt schon).
Folglich gibt es eine Folge von Quadraten Q,, @y, ..., Q,, ...,
so daB Q, ein Quadrat von Rang k ist und ganz innerhalb Q,_,
liegt. Man bezeichne mit (o, ;) die Koordinaten des Punktes,
der allen @, gemeinsam ist. Offenbar ist dann der Punkt (e, )
fiir jedes k von jeder Geraden der Schar (5) zum mindesten um

entfernt, so daB

On,,
(6) lw(k)a _]_w(k)oc +y(k) l i k=12...)
gilt.

Ich behaupte nun, daB3 (0;, 6,) in bezug auf das Zahlenpaar
(e, ) die Eigenschaft B hat. Denn wiaren die Ungleichungen

C
0, —p1— oy | < —= |0, —p <—=
| g0; —p1— o | Ve | g6, — o | \/
mit beliebig groBem ¢ losbar, so hitte man
o;  6,C
() 6,=Prp B 08 g P KO s < 1
79 q ¢ q9 ¢ q2

Ist nun ¢ eine positive Zahl, die spater nidher bestimmt werden
soll, und setzt man

q
2’
(2Ce)?

bestimmt ferner die Zahlen s und %k durch

A=

es=0(4), 0n,<Os= O,

so ist g, = g(4), 4, = 4; es gibt also ganze Zahlen k) getl),
D mit

=

(2Ce)}

Iw(k+1) 0 + w(k+l) 0 + w(k+1) |< l —
A q

1
Ay
und dabei ist fiir geniigend groBes ¢ nach 2. und wegen
e(2) = o(V2)

{w(k+1)}2 + {w(k+1)}2

Wegen (7) erhélt man

= gnk+l< atei << e2).
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1
2 Vp, - afFp, + aflg N al Vg o, _ _}_ 2(,‘91%+1

q A N
q q°
2 —_ 2
(2Ce)®  2CeVA  2(2C:)®
< 3 - ’
q qE q

also bei geeignet gew#hltem ganzen z

2
| 2, + eV + 2| < 2(2Ce)?,

was mit (6) in Widerspruch steht, wenn ¢ geniigend klein gewihlt

war. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

3. Nun sei das Zahlenpaar (6;, 0,) nicht singuldr. Dann gibt
es eine feste positive Zahl y mit folgender Eigenschaft: es gibt
beliebig groBle Zahlen 4,, so daB8 die Ungleichungen

1 .
(8) Iqﬁi—pil<l— (i=1,2) (0<g<yil)
1

keine Losungen in ganzen ¢, p; haben. Man wihle ein derartiges
21, und ¢ sei die kleinste natiirliche Zahl, die zusammen mit

passend gewahlten p;, p, die beiden ersten Ungleichungen (8)
befriedigt; es ist also

(9) q =y
Man bezeichne mit d; den groBten gemeinsamen Teiler der
Zahlen ¢, p; (=1, 2), und setze q = qid,, p, = pid; (=1, 2).
oy, %y Seien beliebige reelle Zahlen. Man setze
[qi0:] =s; (i=1, 2),

und bestimme by, by, 71, 7, aus den Kongruenzen

pb;=1, p;TiE.S‘i (mod ¢;) (i=1, 2);
endlich setze man
(10) Tg— 1Ty =M.

Nach einem friither von mir bewiesenen Satze ?) gibt es dann
vier Zahlen x;, #;, Y1, Y2 die den Bedingungen

(11) by — @by =m (mod gq),
x, =70 +y, (0=7j,<d;i=1,2),

gl <4 YL (i=1,2)

7) Math. Ann. 113 (1936), 412, Hilfssatz 4.
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- geniigen, wo A, (wie auch 4,, 4,, 4, im folgenden) eine positive,
nur von y abhingende Konstante bedeutet.
Andererseits ist 8)
(12) d; < A,Vq (=1, 2).
Wegen (10) und (11) gibt es eine ganze Zahl z, 0 < 2 < g, so da8
T =, + 1, =0, +7, (mod q)
ist. Es folgt fir ¢ =1, 2

ap; = (@b, +r;) pi=a;+8;,=y;+s; (mod qs),
also bei geeignet gewihlten ganzen z;

| 2p; — 2.4 — 5 =lyil</11—d‘/3,

’

| @p; — 2 — g | <1 +A1%q,
und folglich nach - (12)
|zp; — 29 — aiq| <d; + 4,Vq< 4,Vy,
(18) e <.
Da bekanntlich ¢<< 22 ist, folgt aus (8) fiir 1 =1, 2

1
q J

qB
wonach (13) wegen < ¢
A A .

lwei*zi*“i|<v—;<74§ (1=1, 2)
ergibt, sofern x> 0 ist; es kann aber z beliebig gro3 voraus-
gesetzt werden; denn ist das System af; — b; — «; = 0 (1=1, 2)
nicht in ganzen a, b; 16sbar, so mu3 offensichtlich mit ¢ auch #
unendlich gro8 werden; hat hingegen dieses System eine ganz-
zahlige Losung a, by, b,, so ist, @ = a | q gesetzt,
1

0. — b, — 1, — o | = | 6, — D,
|20; — b; — p; — ;| = ¢6; p@|<vq

2 t=1,2
< 7 (t=1,2),
und hierin ist # mit ¢ beliebig grof3.

Somit ist gezeigt, daBl das Zahlenpaar (0;, 0,) nicht die Ei-
genschaft B besitzen kann; der in 1 angekiindigte Satz ist dadurch
vollstandig bewiesen.

8) lec.7), Hilfssatz 5.
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4. Es bleibt uns nun, den sehr leichten Beweis der Tatsache
zu erbringen, daB das MaB der Menge aller singuliren Zahlen-
paare (6;, 0,) gleich Null ist.

Man bezeichne mit E,(¢) die Menge aller Punkte (0,, 0,) des
Einheitsquadrats, die folgender Bedingung geniigen: es gibt ganze
Zahlen a, b, ¢, so daB

1 — —_
| a0y + b0, + c| < o 0<o=Va+b<eVn

gilt. Um das Mafl dieser Menge abzuschiitzen, nennen wir
o=Va?+b> den Rang der Geraden a&-+bny+c=0; ist
U(p) die Anzahl der ganzzahligen Lo&sungen der Gleichung
a* + y? = 0% so gibt es offenbar fiir o > 0 weniger als C;oU(g)
Gerade vom Rang g, die das Einheitsquadrat durchsetzen (C,,
wie auch C,, C; im folgenden, bedeutet eine absolute Konstante).
Man denke sich um jede dieser Geraden als Mittellinie einen

2
Parallelstreifen der BreiteE gelegt; der Gesamtinhalt dieser

Streifen, soweit sie im Einheitsquadrat verlaufen, ist dann
offenbar kleiner als

~ 2 Ulo) |
C1QU(Q)\/2—QT_; = C, T

andererseits mull evidenterweise jeder Punkt der Menge E,(e),

wenn wir ¢ von 1 bis eV n laufen lassen, mindestens einem der
erhaltenen Streifen angehoren; danach ist, wenn mE allgemein
das Mal3 der Menge E bedeutet,
C,eVn
mE,(e) = — X U(e) < Cge™
n o1
Nun mufl nach der am Beginn von 2. gemachten Bemerkung
jeder Punkt (6, 6,) des Einheitsquadrats, dessen Koordinaten
ein singuldres Zahlenpar bilden, fiir alle geniigend groBen n der
Menge E,(¢) angehéren; bedeutet S die Menge aller singuliren
Zahlenpaare (05, 0,) mit 0 < 6, << 1, 0 < 0, < 1, so ist deswegen
mS = Cge?,
und da e beliebig klein gewihlt werden kann,
mS = 0,
w.z.b.w. (die Einschrankung auf das Einheitsquadrat ist natiir-

lich ganz unwesentlich).

(Eingegangen den 15. Mai 1936.)



