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Über singuläre Zahlensysteme
von

A. Khintchine

1. Im folgenden bedeuten alle lateinischen Buchstaben ganze
rationale, alle griechischen reelle Zahlen.
Es ist schon mehrmals betont worden, daß die Schwierigkeiten,

auf die die Erforschung der simultanen Approximationen mehrerer
reeller Zahlen mittels rationaler Brüche stôl3t, und die formal mit
der Abwesenheit eines befriedigenden mehrdimensionalen ketten-
bruchâhnliehen Algorithmus zusammenhängen, ihren wahren

Grund im Wesen des Problems haben, indem namlich einige der
wichtigsten Gesetzmäßigkeiten, die den eindimensionalen Fall
beherrschen und seine Erforschung wesentlich erleichtern, sich
auf das mehrdimensionale Problem grundsâtzlich nicht übertragen
lassen. Die zwei wichtigsten Beispiele dieses Sachverhalts sind
wohl die folgenden.

A. Ist 8 irrational, so gibt es beliebig groBe Zahlen Â, für die
die Ungleichungen

nur mit q &#x3E; - gelôst werden kônnen 1 ).
2

Demgegenüber gibt es bei jedem n &#x3E; 1 linear unabhängige
reelle Zahlen 01, (J2’ ...1 01, mit folgender Eigenschaft: für jedes
e &#x3E; 0 und jedes Â &#x3E; Âo = Âo(e) kônnen die Ungleichungen

mit 0  q  eÂn gelbst werden 2 ).

1) Vgl. z.B. KoiKsm.A, Diophantische Approximationen [Springer 1935], (im
folgenden als K. zitiert), Kap. III, Satz 24.

2) K., Kap. V, Satz 8(b).
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Ein Zahlensystem 01, 02, - - ., 0., dem diese Eigenschaft zu-
kommt, wollen wir als singulâr bezeichnen; bei n = 1 sind alle
rationalen Zahlen und nur diese singulâr ; bei jedem n &#x3E; 1 gibt
es hingegen linear unabhängige singulâren Systeme (jedes linear
abhângige System ist trivialerweise singulär ).

B. Ist 0 irrational, oc beliebig reell, so ist die Ungleichung

mit beliebig großen q lôsbar 3).
Demgegenüber gibt es bei jedem n&#x3E; 1 linear unabhângige

01, (}2’...’ 0. und dazu reelle oc,, oc2, ..., ocn, so daB die Un-

gleichungen

wie groB auch C sei, hôchstens eine endliche Anzahl von Lôsungen
besitzen 4 ).

Die soeben erklârte Eigenschaft des Zahlensystems 01, O2,..., On
wollen wir mit B bezeichnen. Bei n = 1 besitzen alle rationalen
Zahlen und nur diese die Eigenschaft B. Bei jedem n &#x3E; 1 gibt
es hingegen linear unabhängige Systeme 01, °2,..., 8n, denen
diese Eigenschaft zukommt (für linear abhängige Systeme ist

das trivialerweise der Fall).
Die Gegenüberstellung dieser Ergebnisse lâBt schon vermuten,

daß zwischen den singul,ren Systemen und denjenigen mit der
Eigenschaft B gewisse Beziehungen bestehen müssen; fallen doch
bei n = 1 die beiden Klassen vollstândige zusammen. Es ist auch
bekannt, daß man zum Beweise der Existenz von Systemen mit
der Eigenschaft B gerade die singulâren Systeme benutzte.

Hier soll gezeigt werden, daß die beiden Begriffe bei jedem n
vollstândige zusammenfallen: alle singulâren Systeme und nur diese
haben die Eigenschaft B, so daB den beiden Erscheinungen in Wirk-
lichkeit dieselbe Singularität zugrunde liegt. Nur der Kürze

halber soll der Beweis für n = 2 durchgeführt werden; seine

Verallgemeinerung auf beliebige n ist sehr naheliegend.
Zum SchluB beweisen wir, daB bei jedem n die Menge der

singulâren (01, 02, ..., On) das n-dimensionale MaB Null hat.

2. Das Zahlenpaar (01, 02) sei singul,r. Dann läßt sich zu-

3) K., Kap. VI, Satz 1.

4) K., Kap. VII, Satz 3.
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nachst folgendes behaupten : zu jedem e &#x3E; 0 und jedem Ài h Ào = Ào (s )
gibt es ganze Zahlen xl, X2’ X3, die die Ungleichungen

erfüllen 5). Wir bezeichnen im folgenden mit e = e(Ài) die klein-
ste positive Zahl e = dx12 + x22, die der ersten Ungleichung (1 )
genügt. Offenbar ist e eine niemals abnehmende Funktion von

Â.1, und es ist = o( vi Â.1). Die nacheinanderfolgenden Werte
von seien

Die Zahl en der Reihe (2) heiBe normal, wenn en+i &#x3E; aen ist,
wo a&#x3E; 1 eine spater nâher zu bestimmende (absolute) Kon-
stante bedeutet. Wir wâhlen aus der Zahlenfolge (2) eine Teilfolge

um die Vorschrift für diese Wahl anzugeben, müssen wir zwei
Falle unterscheiden:

A) Die Anzahl der normalen en in (2) sei endlich; für n &#x3E; nI
ist also en nicht normal; in diesem Fall sei allgemein en k+l die
kleinste Zahl der Reihe (2), die grôl3er als aen k ist (k=1, 2, ... );
in (3) ist dann ’-O’k-1-1 &#x3E; aen ; k ferner ist

(letzteres weil en k+l -1 nicht normal ist), woraus durch Multi-

plikation

folgt.
B) Die Anzahl der normalen en in (2) sei unendlich. In diesem

Fall werden zunâchst allé normalen en in die Teilfolge (3) auf-
genommen. Es seien ek’ el (k l) zwei unmittelbar nachein-
anderfolgende normale Glieder der Folge (2); el 1 sei das größte

Glied, das  a ist; offenbar ist el &#x3E; ek; QI wird in die Folge

s) Vgl. meine Abhandlung "Über die angenâherte Aufltisung linearer Glei-

chungen in ganzen Zahlen" [erscheint demnâchst in Acta Arithmetica], No. 3
Behauptung (A). In der dortigen Terminologie lautet die Behauptung des Textes:
tP(O) = 0, wenn 0 = ( 81, Oz) singular ist.
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aufgenommen, aber allé etwaigen zwischen el, und Lo, liegenden
Glieder von (2) werden gestrichen; ist ei &#x3E; Qkl so sei ei die

grôBte Zahl der Reihe (2), die 1 jo 1, ist; offenbar ist ei &#x3E; (.0k;
a 

Lo 12wird in die Teilfolge aufgenommen, wâhrend allé etwaigen
zwischen Lo,2und el. liegenden Glieder von (2) gestrichen werden;
der ProzeB wird fortgesetzt bis einmal e, =: LO. k wird, was offenbar
nach endlich vielen Schritten notwendig eintreten muB. Indem
man die geschilderte Konstruktion für jedes Paar konsekutiver
normaler e. durchführt, erhâlt man in eindeutiger Weise die
Teilfolge (3). Für diese gilt nun offenbar erstens Q, k+.t &#x3E; ae, à:;
ist ferner e,,  e. , so gilt zweitens es h 11 en, , da e.
nach Definition die grôBte Zahl von (2) ist, die kleiner als a k+i
ausfällt.
Es genügt somit in beiden Fällen die Teilfolge (3) den beiden

Forderungen:
1. Q. k+l &#x3E; alo,k (k = i , 2, ...

2* für Lonk  (-os Z:=  enk+l ist _.k 0 +1 a2
Nun ist jedes io,,,, nach seiner Définition ein Wert der Funktion

e(Â1); man hat also e) und

Wir betrachten in der eiî-Fbene die Schar der parallelen Geraden

wo x1k) und x(k) fest gedacht sind, wâhrend y(k) ganzzahlig verânder-
lich ist. Denkt man sich eine beliebige zu (5) senkrechte Parallelen-
schar gezogen, in der der gegenseitige Abstand von zwei

benachbarten Geraden ebenfalls - ist, so wird die Ebene in
f!nk

Quadrate von der Seitenlänge - zerlegt. Jedes dieser Quadrate
enk

verkleinern wir nun konzentrisch im linearen Verhâltnis 1 : 2; die

neuentstandenen Quadrate von der Seitenlänge 1 sollen als

Quadrate vom Rang k bezeichnet werden. 
2 Qnk

6) Sollten zu einem (ln1e mehrere Zahlenpaare (aeik), z(k) ) gehôren, so soll stets
nur eines von ihnen in Betracht gezogen werden. 
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Es ist nun klar, daB falls man die oben eingeführte Zahl a
genügend groB wàhlt, jedes Quadrat vom Rang k ein Quadrat vom
Rang k +1 in seinem Inneren enthalten muB (a = 8 genügt schon).
Folglich gibt es eine Folge von Quadraten Ql, Q2, ..., Qn, ..., 
so daß Qk ein Quadrat von Rang k ist und ganz innerhalb Qk_1
liegt. Man bezeichne mit (Ml, OC2) die Koordinaten des Punktes,
der allen Qk gemeinsam ist. Offenbar ist dann der Punkt (OC1, OC2)
für jedes k von jeder Geraden der Schar (5) zum mindesten um

entfernt, so dal3

gilt.
Ich behaupte nun, daß (011 02) in bezug auf das Zahlenpaar

(Cl1’ Cl2) die Eigenschaft B hat. Denn wären die Ungleichungen

mit beliebig grol3em q lôsbar, so hâtte man

Ist nun e eine positive Zahl, die spâter nâher bestimmt werden
soll, und setzt man

bestimmt ferner die Zahlen s und k durch

so ist enk +1 = e(Â1), Ài &#x3E; Â; es gibt also ganze Zahlen aeik+1), X2 (k+l)
x 3 (k+l) mit3

und dabei ist für genügend groBes q nach 2. und wegen

Wegen (7) erhält man
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also bei geeignet gewàhltem ganzen z

was mit (6) in Widerspruch steht, wenn ë genügend klein gewâhlt,
war. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

3. Nun sei das Zahlenpaar (81, 82 ) nicht singulär. Dann gibt
es eine feste positive Zahl y mit folgender Eigenschaft: es gibt
beliebig grol3e Zahlen Â1, so daß die Ungleichungen

keine Lôsungen in ganzen q, Pi haben. Man wâhlen ein derartiges
Â1, und q sei die kleinste natürliche Zahl, die zusammen mit

passend gewàhlten pi, p. die beiden ersten Ungleichungen (8)
befriedigt; es ist also

Man bezeichne mit di den größten gemeinsamen Teiler der

Zahlen q, pi (i =1, 2), und setze q = q’di, pi = p’di (i =1, 2).
OC1, «2 seien beliebige reelle Zahlen. Man setze

und bestimme bl, b2, rl, r2 aus den Kongruenzen

.endlich setze man

Nach einem früher von mir bewiesenen Satze 7) gibt es dann
vier Zahlen xl, X2, yl, Y2, die den Bedingungen

7) Math. Ann. 113 (1936), 412, Hilfssatz 4.
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- genügen, wo lIl (wie auch A2, A3, A4 im folgenden) eine positive,
nur von y abhângende Konstante bedeutet.

Andererseits ist 8 )

Wegen (10) und (11) gibt es eine ganze Zahl x, 0 x q, so daB

ist. Es folgt für i = 1, 2

also bei geeignet gewâhlten ganzen

und folglich nach, (12)

Da bekanntlich q Âi ist, folgt aus (8) für i = 1, 2

wonach (13) wegen x q

ergibt, sofern x &#x3E; 0 ist; es kann aber x beliebig groB voraus-
gesetzt werden; denn ist das System aOi - b2 - xi = 0 (1=1, 2 )
nicht in ganzen a, bi lôsbar, so muB offensichtlich mit q auch x
unendlich groB werden; hat hingegen dieses System eine ganz-
zahlige Lôsung a, b1, b2, so ist, x = a + q gesetzt,

und hierin ist x mit q beliebig groB.
Somit ist gezeigt, daß das Zahlenpaar (0,, 0,) nicht die Ei-

genschaft B besitzen kann; der in 1 angekündigte Satz ist dadurch
vollstandig bewiesen.

8) Le. 7), Hilfssatz 5.
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4. Es bleibt uns nun, den sehr leichten Beweis der Tatsache

zu erbringen, dal3 das MaB der Menge aller singulâren Zahlen-
paare (01, 02) gleich Null ist.
Man bezeichne mit En(e) die Menge aller Punkte (81, 82) des

Einheitsquadrats, die folgender Bedingung genügen: es gibt ganze
Zahlen a, b, c, so daB

gilt. Um das Maß dieser Menge abzuschätzen, nennen wir

e = Va2 + b2 den Rang der Geraden ae -i-- br -f - c = 0; ist

U ((! ) die Anzahl der ganzzahligen Lôsungen der Gleichung
z2 + y2 = ’12, so gibt es offenbar für e &#x3E; 0 weniger als C1’1U(’1)
Gerade vom Rang ’1, die das Einheitsquadrat durchsetzen (Cl,
wie auch C2, C. im folgenden, bedeutet eine absolute Konstante).
Man denke sich um jede dieser Geraden als Mittellinie einen

2
Parallelstreifen der Breite - gelegt; der Gesamtinhalt dieser

eu

Streifen, soweit sie im Einheitsquadrat verlaufen, ist dann

offenbar kleiner als

andererseits muB evidenterweise jeder Punkt der Menge En(e),
wenn wir e von 1 bis sil’n laufen lassen, mindestens einem der
erhaltenen Streifen angehôren; danach ist, wenn mE allgemein
das Mal3 der Menge E bedeutet,

Nun muß nach der am Beginn von 2. gemachten Bemerkung
jeder Punkt (81, 82 ) des Einheitsquadrats, dessen Koordinaten
ein singulâres Zahlenpar bilden, für alle genügend groBen n der
Menge En(e) angehôren ; bedeutet S die Menge aller singulâren
Zahlenpaare (01, 82 ) mit 0  0i 1, 0  02  1, so ist deswegen

und da e beliebig klein gewâhlt werden kann,

w.z.b.w. (die Einschrânkung auf das Einheitsquadrat ist natür-
lich ganz unwesentlich).

(Eingegangen den 15. Mai 1936.)


