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Zur Theorie der topologischen Ordnung und der
Vektorfelder in Banachschen Räumen

von

Erich Rothe

Breslau

In der vorliegenden Arbeit wird zunâchst der in n-dimen-

sionalen Euklidischen Râumen wohlbekannte Begriff der Ordnung
eines Punktes in Bezug auf das eindeutige stetige Bild einer

Kugel ausgedehnt auf Abbildungen "mit vollstetiger Verschie-
bung" 1) in linearen, normierten und vollstândigen Râumen 2)
und die unverânderte Gültigkeit einiger seiner Haupteigen-
schaften auch bei dieser Ausdehnung bewiesen (§ 2) 3), wobei
sich als Anwendung auch ein Fixpunktsatz für vollstetige Abbil-
dungen ergibt. In §3 werden Vektorfelder der Form b ( g ) = î + lll ( g )
mit vollstetigem 3S betrachtet, die auf einer Kugel, bzw. Voll-
kugel eines Raumes der angegebenen Art definiert sind, und für
diese die Begriffe der Charakteristik auf dem Rande und des
Index einer Nullstelle übertragen sowie einige auf diese Begriffe
bezüglichen Sâtze bewiesen, so ein Analogon des bekannten

funktionentheoretischen Satzes von Rouché (Satz 6), ferner ein
Satz über die Existenz einer inneren und einer äuBeren Normalen

in einem Vektorfeld auf einer Kugel (Satz 7). § 4 enthâlt einen
dem letztgenannten âhnliehen Satz für vollstetige Vektor-

felder. In § 5 wird als Anwendung des in § 1 bewiesenen "Ver-
schiebungssatzes" (Satz 3b ) ein neuer Existenzsatz über die

Lôsung nichtlinearer Integralgleichungen gegeben (Satz 9 und 9a).
In § 1 sind einige im folgenden gebrauchte Bezeichnungen

und Tatsachen zusammengestellt, die bekannt oder unmittelbar
einzusehen sind.

1 ) Siehe § 1, 6.

2) Räume vom Typus B in der bei Banach, Théorie des opérations linéaires
(Warszawa 1932), Chap. IV eingeführten Bezeichnungsweise.

3) Die hierbei angewandte Methode ist im Wesentlichen die gleiche wie die
von Leray und Schauder, Topologie et équations fonctionnelles [Ann. Ecole norm.
51 (1934), 45-78] fur den entsprechenden Zweck bezüglich des Abbildungs-
grades benutzte.
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§ 1. Vorbemerkungen.

1. Unter E wird im folgenden stets ein Raum vom Typus B
verstanden, wegen dessen Definition auf das in Anm. 2) erwähnte
Buch von Banach (S. 53) verwiesen sei. Ein E’ ist ein Raum

E, der für jedes positive ganzzahlige n n linear unabhângigen
Elemente (Punkte) enthâlt (unendlichdimensionaler Raum).
Der Raum E heiJ3t n-dimensional und wird mit En bezeichnet,
wenn er genau n linear unabhângige Elemente enthâlt. In der

n

eindeutigen Darstellung OC,e, 4) eines beliebigen Elementes
i=1

î C En durch die linear unabhângigen Elemente el, ..., en (Basis)
sind sowohl die (Xi stetige Funktionen von g 4a ) wie auch g eine
stetige Funktion der (Xi.

2. Ein Vektor b in E ist ein Paar geordneter Punkte aus E,
wobei die geordneten Punktepaare {a, bl und {c, b} dann und
nur dann denselben Vektor darstellen, wenn b - a == b - c ist. Ist
X ein Punkt von E und o der Nullpunkt von E, so werden wir
den durch das Punktepaar {o, !} gegebenen Vektor, kurz ebenfalls
mit! bezeichnen, wo Verwechslungen nicht zu befürchten sind.
Den durch {a, b} gegebenen Vektor in dem Punkte ao antragen,
heil3t, ihn durch das bestimmte Punktepaar (ao, bo} mit bo=
ao + b - a darstellen. In dieser Darstellung heiJ3t dann ao Anfangs-
punkt, bo Endpunkt des Vektors. In einer Menge M C E ein
Vektorfeld definieren, heil3t in jedem Punkt g C M einen Vektor
b(!) antragen.
Ein Vektor b heiBt parallel zu einem Teilraum E von E, wenn

der Endpunkt von b in E liegt, falls man b in einem Punkt von

4) Kleine griechische Buchstaben bezeichnen reelle Zahlen.
4a 1 Um das einzusehen genügt es offenbar, wenn o der Nullpunkt von En ist,n

zu zeigen : aus lim = S aiei = n folgt lim oci = 0. Würde nun A = Max
i=1

(Ioc,,I, ..., [oen[ ) nicht gegen Null konvergieren, so kônnte man aus der Menge der X
n ï

eine Folge ï, = L ce,,e; auswählen, für welche erstens auch die Folge .-!.. gegen
i = 1 Ai

Null konvergierte und zweitens die Folgen der beschrânkten Zahlen «i’ h
Aj A,

n 1 n

gegen endliche Grenzwerte (31"..,(3n konvergierten.Aus S (3lei= lim - 1 ociiei == o
i=l j---&#x3E;. Ai i=1

würde dann wegen der linearen Unabhângigkeit der ci folgen fl; = 0. Anderseits
müBte aber, wie sich aus der Definition der Pi sofort ergibt, mindestens eine dieser
Zahlen vom Betrage 1 sein. Die Annahme, daB Max (loc,l, - - ., loc,,I) nicht gegen
Null konvergiert, hat damit zu einem Widerspruch geführt.
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_
E antrâgt. - Ist el, ..., em eine Basis im Raum Em, ist b ai ei

i=l

ein Vektor in Em und ist En (n  m) der durch e1, ... , en auf-
n

gespannte Teilraum von Em, so heiBt 5 = S o die zu En parallele
t=i

Komponente von b (in Bezug auf die gegebene Basis).
3. Ist a C E und R eine positive Zahl, so heil3t die Punktmenge
- ail = R 5) Kugel mit Mittelpunkt a und Radius R; sie wird
mit .S bezeichnet. Die Punktmenge Il! - all :- R heiBt die zu S
gehôrige vollkugel und wird mit V bezeichnet. Ist E = E °°

(bzw. En), so wird 500 (bezw. Sn-’) für die Kugel und Voo (bzw.
Vn ) für die vollkugel geschrieben.

4. b sei ein im Punkte g der Kugel S mit Mittelpunkt a und
Radius R angetragener nicht verschwindender Vektor. Dann

weist b in die Richtung der âuBeren bzw. inneren "Normalen",
wenn b = Â (X -a) mit positivem bzw. negativem ist. b ist

Stützvektor, wenn 11 - a + Âb Il &#x3E; R fur alle Â ist. In j edem Punkt
X einer Kugel S (mit Ausnahme einer 5°) gibt es mindestens 6 )
einen Stützvektor, wie aus der Existenz einer Stützgeraden folgt,
wenn man S mit einer durch g und den Kugelmittelpunkt ge-
legten E2 schneidet.

5. Bilden e1, ... , en eine Basis eines En und ordnet man
n

dem Element i = Àl (Xi ei den Punkt g* mit den Koordinaten
Í=l

ocl, ..., oc,, eines Euklidischen Raumes Rn zu, so ist die hierdurch
definierte Abbildung des En auf den Rn umkehrbar eindeutig,
stetig und linear (vgl. 1). Auf Grund dieser Abbildung über-
tragen sich die topologischen Begriffe des Abbildungsgrades, der
Ordnung, der Charakteristik eines auf einer SI-’ definierten nicht
verschwindenden Vektorfeldes, des Index der Nullstelle eines

Vektorfeldes sowie die im weiteren Verlauf dieser Arbeit über

diese Begriffe gebrauchten Sâtze ohne weiteres vom Rn auf

den En.

6. Sei M eine in E gelegene Punktmenge und f(!) = g + î- (X)
eine in M definierte eindeutige stetige Abbildung auf eine im
gleichen Raum E gelegene Punktmenge. Ist §(g) vollstetig,
d.h. führt g jede beschrânkten Menge in eine kompakte über, so
heiBt f(f) Abbildung mit vollstetiger Verschiebung. Bei einer

Abbildung mit vollstetiger Verschiebung ist das Bild einer

5) 11,311 bedeutet die Norm von 3.

6) Auch im Falle der SI ist der Stützvektor nicht notwendig eindeutig bestimmt.
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beschrânkten abgeschlossenen Menge abgeschlossen 7) und hat
daher von jeder abgeschlossenen kompakten zu ihr fremden

Menge eine positive Entfernung.
7. Sei En CE. Die in einer Punktmenge des Raumes E

definierte Abbildung 5() mit vollstetiger Verschiebung heil3t

Schichtenabbildung 7a) (in Bezug auf En ), wenn der Verschiebungs-
vektor (B(ï) =(ï) 2013 ï parallel zu En ist. Ist 5(} Schichtenabbil-
dung in Bezug auf En, so ist 5(!} offenbar auch Schichtenabbildung
in Bezug auf jeden En umfassenden Raum Em.

8. Ist eine in einer abgeschlossenen beschrânkten Punkt-
menge M des Raumes E definierte vollstetige Abbildung auf
eine Punktmenge des gleichen Raumes, so gibt es nach einem
Lemma von Leray und Schauder 8) zu jedem positiven e einen
Raum En und eine stetige Abbildung Q5(é), so dal3

und

ist. Da dann 6 von selbst vollstetig ist, so folgt hieraus: zu
jeder in M definierten Abbildung f(é) mit vollstetiger Ver-

schiebung und jedem positiven e gibt es einen En C E und eine
in M definierte Schichtenabbildung #(é) im Bezug auf En, für
die

gilt. -

9. m(!) sei eine eindeutige stetige in einer abgeschlossenen
beschrânkten Punktmenge Mm eines Raumes Em definierte

Abbildung, die Schichtenabbildung in Bezug auf den Teilraum
En von Em sei (n m). Der Durchschnitt Mn von En und Mm
enthalte mindestens einen inneren Punkt von Mm. Definiert

man dann für t C M" eine Abbildung n(!) durch n(!) =-
so ist n(!) eine eindeutige stetige Abbildung der Menge M" C En
auf eine ebenfalls in En gelegene Punktmenge. Bezeichnet dann
allgemein y(f, M, ) den Brouwerschen Abbildungsgrad im

Punkte p bei der Abbildung f, wenn M als Originalmenge be-
trachtet wird, so gilt nach einem Lemma von Leray und Schauder 9)

’ ) Siehe etwa Banach l.c., S. 151.

7a) Von Herrn LERAY (Les problèmes non linéaires [L’Enseignement Math.
35 (1936), 139-151], insbesondere 141) als transformation dégénérée bezeichnet.

8) l.c., S. 51, Second Lemme.

9 ) l.c., S. 49, Premier Lemme.
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für jedes p C En, das nicht auf dem Bilde des Randes von iV"’

liegt, y(sn, Mn, ) === y(m, Mm, ).
10. f o = C + o(X) und fl= + ÍJ1(!) seien zwei in einer gemein-

samen Punktmenge MCE definierte Abbildungen mit voll-

stetiger Verschiebung. Die Aussage ,fo und f, lassen sich durch
stetige Abänderung ineinander überführen" soll bedeuten: es

gibt eine für ! CM und 0 t  1 definierte Abbildung ÍY(!, t)
von folgenden Eigenschaften:

b) bei festem g ist g stetig als Funktion von t und zwar

gleichmâl3ig in g, d.h. zu vorgegebenem 8 &#x3E; 0 gibt es ein von

é unabhangiges t5 &#x3E; 0, so daB für tl - t2j ô die Ungleichung
tl) - Î5-(XI t2)11  8 für alle t C M erfüllt ist;

c) bei festem t ist î5- vollstetig in !.
Es läBt sich beweisen 10), daB wenn M beschrânkt ist, aus

den angeführten Eigenschaften folgt:

d) die Menge aller Punkte S(ï) für î C M, 0  t  1 ist

kompakt.

§ 2. Definition und Haupteigenschaften der Ordnung.

HILFSSATZ 1. sm-1 sei eine in einem Em gelegene Kugel
mit Mittelpunkt a und Radius R. 5mC) sei eine auf Sm-1 definierte
eindeutige stetige Abbildung, die Schichtenabbildung (§ 1, 7)
in Bezug auf den Raum En C El ist, wobei a C En sei. Ist dann
S"-’ der Schnitt von En mit sm-l, so liefert also 5m eine ein-
deutige stetige Abbildung von S’-’ auf eine in En gelegene
Punktmenge. Wird diese Abbildung mit n bezeichnet, so wird
behauptet

wenn allgemein u(f, 51-B) die Ordnung des Punktes p in

Bezug auf das durch die Abbildung Ï gelieferte Bild der Kugel
51-1 ist. 

-

Beweis. Sei Vm die zuS’-’ gehôrigeVolIkugel und m===+m(!)
eine eindeutige stetige Abbildung von Vm, die auf S’-’ mit

10) Siehe E. ROTHE, Über Abbildungsklassen von Kugeln des Hilbertschen
Raumes [Compositio Math. 4 (1937), 294-307], Hilfssatz 2.
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sm=!+m(!) übereinstimmt 11). Ist dann 9’ (ï) die zu E" paral-
lele Komponente von êln(g) (in Bezug auf eine passend gewàhlte
Basis; vgl. § 1, 1 u. 2), so stimmt die eindeutige stetige Abbildung
m = ï + 6m(!) von vm auf sm-l ebenfalls mit sm überein und
ist auBerdem Schichtenabbildung in Bezug auf En. Auf Grund
des bekannten Zusammenhanges zwischen Abbildungsgrad y und
Ordnung zc ist nun

wenn Tjn die zu Sn-1 gehôrige Vollkugel und 4" durch n (g) == Uyn (ï)
für C V" definiert ist. Da anderseits nach dem in § 1, 9 an-

geführten Lemma y(= , -V-, vn, t)) ist, so ergibt sich
aus (2.2) die Behauptung (2.1).
HILFSSATZ 2. SOO sei eine in einem Raume E’ gelegene

Kugel. Em und En seien zwei Teilräume von E°B die den Kugel-
mittelpunkt enthalten. sm-l und sn-l seien die Schnitte von Em
und En mit 500. 5 sei eine auf S °° erklàrte eindeutige stetige
Abbildung, die sowohl in Bezug auf Em wie in Bezug auf En
Schichtenabbildung ist. Durch # werden also eindeutige stetige
Abbildungen von Sn’-’ bzw. Sn-’ auf in Em bzw. En gelegene
Punktmengen gegeben. Diese Abbildungen seien mit 5m bzw. en
bezeichnet. Ist dann t) ein dem Durchschnitt von Em und En
angehôrender nicht auf e (S°° ) gelegener Punkt, so wird behauptet
U(Sm, Sm - 1, t)) = U(5n, sn-l, p). .

Beweis. Ist der eine der beiden Teilraume in dem andern

enthalten, etwa E" C Em, so folgt die Behauptung aus Hilfssatz 1.
Der allgemeine Fall la13t sich auf den erledigten Spezialfall
zurückführen, indem man einen Em und En enthaltenden Raum
El einführt, da 5 Schichtenabbildung in Bezug auf jeden solchen
Raum ist.

Hilfssatz 2 gibt das Recht zu der folgenden
DEFINITION 1. S sei eine eindeutige stetige Schichtenabbildung

einer 5°° C E ’ und p ein nicht auf (S ’ ) gelegener Punkt von
Eoo. Unter der Ordnung U(5, 500 , t)) von p in Bezug auf das
dur ch 5 gelieferte Bild der S ° verstehen wir dann die folgender-
maBen zu erhaltende Zahl: sei sn-1 der Schnitt von SC1’J mit

11) Bekanntlich existiert eine solche Abbildung. Man setze z.B. êm(a) = 0
und für g # a
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einem Teilraum En von E 00, der p und den Kugelmittelpunkt
enthâlt und in Bezug auf den # Schichtenabbildung ist. Setzt

man dann 5n(!)== 5(!) fiir !csn-1, so ist 5n(!) C En und iJct5n(sn-1).
Die Ordnung U(5n, sn-l, ) von p in Bezug auf das durch 5n
gelieferte Bild von Sn r 1 ist daher wohl definiert. Dann wird
gesetzt

HILFSSATZ 3. 5(!, t) sei für X CS’ CE 0’ und 0  t  1
stetig in (é, t). Bei festem t sei e eine Schichtenabbildung in
Bezug auf den (von t unabhângigen) Raum Em C E °° . Ist dann
p ein Punkt in Eoo , der für kein t auf dem Bilde der S’ liegt,
so ist die Ordnung u(, 500 , t)) von t unabhängig.

Beweis. En C E’ sei ein Em, t) und den Kugelmittelpunkt
enthaltender Raum. # ist dann auch in Bezug auf .En Schichten-
abbildung. Bezeichnet daher wieder n die durch # gelieferte
Abbildung des Schnittes Sn-1 von S °° mit En, so ist nach Definition
1 U(5, S °° , ) = u(#", sn-l, t)). Die letztere Zahl ist aber von t

unabhängig, da t)!5n(sn-l).
HILFSSATZ 4. Sei f(é) eine Abbildung mit vollstetiger Ver-

schiebung der Soo und p ein nicht auf f(SOO ) gelegener Punkt.
Sei e die positive Entfernung, die dann (nach § 1, 6 ) % von f(SOO )
hat. Sind dann #i und # zwei auf der S°° definierte Schichten-
abbildungen, für die

gilt, so ist u(l, ,S ° , ) = u( S °° , ).
Beweis. En C E sei ein den Kugelmittelpunkt enthaltender

Raum, in Bezug auf den #i und # Schichtenabbildungen sind.
Sei ferner (g, t ) = ( 1- t )1-E- t 2. Dann ist nach (2.3) für 0 t l

aus der Voraussetzung 11 - f (S - ) )ll &#x3E; e folgt daher, daB p für
kein t auf dem Bilde der S °° bei der Abbildungs (E? t ) liegt.
Da schliel3lich #(g, t) offenbar Schichtenabbildung in Bezug
auf En ist, so folgt die Behauptung aus Hilfssatz 3.

Hilfssatz 4 in Verbindung mit § 1; 8 rechtfertigt die folgende
DEFINITION II. f(g) sei eine Abbildung mit vollstetiger Ver-

schiebung der S ’ C E ’ und p ein nicht auf f(SrfJ) gelegener
Punkt von Eoo. Unter der Ordnung u(f, S °° , p ) von p in Bezug
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auf das Kugelbild f(SOO) verstehen wir dann die Ordnung
u(, S °° , ) für irgend eine Schichtenabbildung S, für die !!S - fit
kleiner ist als die Entfernung des Punktes p von f(SOO).

SATZ 1. Ist wieder eine Abbildung mit vollstetiger Ver-
schiebung einer Soo C Eoo, so bleibt u(f, So, ) bei stetiger
Ànderung von p ungeändert, solange a f (S - ).

Beweis. Sei = () stetig und a f(SOO ) für 0 t  1. Nach
§ 1, 6 gibt es dann eine positive Zahl e, so daB die Kurve = (t)
von ï(S’ ) um mehr als 2e entfernt ist. Ist dann # eine Schichten-
abbildung der S°°, für die

gilt, so ist nach Definition II u(f, S °° , ) = u(#, S °° , ) und es

genügt, die Konstanz von u(, S °° , ) zu beweisen. Auf Grund
der Stetigkeit von p(t) genügt es hierzu wiederum, zu zeigen,
daB für jedes t = to des Intervalles 0 ç t ç 1 mit (to) = t)o die
Gleichung u(, 500 , o) = u(, S", 1) gilt, wenn l von
weniger aIs 8 entfernt ist. Hierzu beachte man, daB wegen

II - II &#x3E; Iif - II-ilf - II &#x3E; 8 die Vollkugel v ° mit Mittel-

punkt o und Radius e zu ( S °° ) fremd ist. Ist nun En C E ’ ein
t)o, yi und den Mittelpunkt der 500 enthaltender Raum, in Bezug
auf den # Schichtenabbildung ist, ist vn der Schnitt von v’
und Sn-1 der von 500 mit E", und ist sehliel3lich n die durch

gegebene Abbildung von sn-l, so ist nach Definition 1

u (, S - , ) - u (-, S’- 1 ). Letztere Zahl ist aber für p C vn
konstant, da vn zu 5n(sn-l) fremd ist. Wegen t)iC folgt
daher die Behauptung.
HILFSSATZ 5. f sei eine Abbildung mit vollstetiger Ver-

schiebung der S C E ’ , und es sei für den Punkt C EOO :
II - f(Soo )11&#x3E; 8 &#x3E; o. Ist dann f1 eine Abbildung mit voll-

stetiger Verschiebung der 500, für die )) f - fi)) e’e gilt, so

ist u(f, 500 , ) == U(f1’ 500 , ).
Beweis. S sei eine Schichtenabbildung der S°° , , für die

gilt. Dann ist

Aus der ersten dieser beiden Ungleichungen folgt nach Definition II
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u(f, SOO 1 ) == U(, S °° , ) und aus der zweiten U(f1’ S °° , Ll )
= u(, S °° , t)). Also ist wie behauptet U(f1’ S °° , iJ) = u(f, 5«) , t)).
SATZ 2. Bei stetiger Ânderung (siehe § 1, 10) der Abbildung

mit vollstetiger Verschiebung f der S °° bleibt u(f, Soo, iJ) un-
geândert, wenn der Punkt p wâhrend der Ânderung niemals
auf f (S °° ) liegt.

Beweis. Für 0 Ç t  1 sei f (j, t ) = X -j- g(g, t), wo g die in
§ 1, 10 angegebenen Eigenschaften hat. Aus der dort angeführten
Eigenschaft d ergibt sich nun leicht, daB der zu f(!, t) fremde Punkt
p von f(, t ) um mehr als eine von t unabhângigen positive Zahl
a entfernt ist. Unter Benutzung der in § 1, 10 angegebenen
Stetigkeitseigenschaften von §(é, t ) und Anwendung des Borel-
schen Überdeckungssatzes auf das Intervall 0  t  1 folgt
nunmehr ohne weiteres aus Hilfssatz 5, daB u(f, Soo , iJ) von t
unabhängig ist.

SATZ 2a. f und g seien zwei Abbildungen mit vollstetiger
Verschiebung einer S °° C Eoo. Der Punkt CE" liege nicht
auf g(SOO ) und es sei

Dann ist u(g, .S °° , ) = u(f, S °° , ).
Beweis. Setzt man g( t ) = ( 1- t ) g + t f , so sieht man, dal3

der Satz ein Spezialfall des vorigen ist.

SATZ 2b. Ist f = t + S(ï) eine Abbildung mit vollstetiger
Verschiebung der S °° und ist

wo a der Mittelpunkt der S °° ist, so ist u(f, 500 , a) = 1.

Beweis. Wie aus Definition 1 unmittelbar folgt, ist

Satz 2b folgt daher aus Satz 2a mit g := 9 und p = a.

SATZ 3. f sei eine in einer Vollkugel T7°O definierte Abbildung
mit vollstetiger Verschiebung. Soo sei der Rand von Voo. Ist

dann a f (V ’ ), so ist u (j, S ’ , ) = 0.
Beweis. n hat von f (V’ ) eine positive Entfernung e (§ 1, 6).

Sei 5 eine Schichtenabbildung der V’ mit I f - 511  ê. Dann

ist nach Definition II u(f, Soo , ) == U(5, SOO , ) und ferner ist

 et 5(VOO). Sei nun En ein den Kugelmittelpunkt und p ent-

haltender Raum, in Bezug auf den 5 Schichtenabbildung ist,
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vn bzw. Sn-’- der Schnitt von En mit Voo bzw. 500 und 5n die
durch gegebene Abbildung von V". Dann ist nach Definition 1
U(5, 500 , t)) == U(5n, 500 , t)). Wegen folgt bekanntlich
U(5n, 5n-B t)) = 0, also ist auch u(#, S °° , ) = u(f, S °° , t)) = o.

SATZ 3a. Haben f, yoo, S °° die gleiche Bedeutung wie in
Satz 3, ist der Mittelpunkt a der V °° zu f ( S °° ) fremd und ist
u( f, 500 , a) ¥= 0, so gibt es eine a enthaltende Vollkugeln, die

ganz zu f(V’) gehôrt.
Bewe,is. Da es nach § 1, 6 eine zu f(SOO) fremde Vollkugel

mit Mittelpunkt a gibt, so folgt die Behauptung in bekannter
Weise aus Satz 3 in Verbindung mit Satz 1.

SATZ 3b. Ist bei der in yoo definierten Abbildung f mit voll-
stetiger Verschiebung die Verschiebung §(t) = f - r der Rand-
punkte kleiner als der Kugelradius, so gibt es eine den Kugel-
mittelpunkt enthaltende Vollkugeln, die ganz aus Bildpunkten
besteht.

Beweis. Der Satz ist eine Folge der Satze 2b und 3a.

Bemerkung. Wird nur vorausgesetzt, daB die Verschiebung
der Randpunkte hôchstens gleich dem Kugelradius ist, so gilt
immer noch, daB der Kugelmittelpunkt Bildpunkt ist. Denn ist
f = é + und ist ti (i - 1, 2, ... ) eine monoton wachsende
Folge positiver gegen 1 konvergierender Zahlen, so genügen die
Abbildungen mit vollstetiger Verschiebung fi == r + ti(r) den
Voraussetzungen voir Satz 3b. Daher gibt es eine Folge ri’ für
die fi (ri) == ri + t;g(g,) = a ist. Aus der Vollstetigkeit von ÍY
schliel3t man auf die Konvergenz einer Teilfolge der ii gegen
einen Punkt jo. Für diesen ist dann îo + ÍJ(ro) = a.
Aus dieser Bemerkung ergibt sich sofort der folgende

Fixpunktsatz : Gehen bei der v ollstetigen in einer Vollkugel V’
definierten Abbildung @(r) die Randpunkte von VOO in Punkte
der V’ über, so hat die Abbildung mindestens einen Fixpunkt. 12 )

12) In dem Fall, daB die ganze V 00 in sich übergeht, ist der Satz bekannt.

Siehe SCHAUDER, Der Fixpunktsatz in Funktionalrâumen [Studia Mathematica
2 (1930), 171-179], wo dieser Satz allgemeiner für konvexe Bereiche bewiesen
wird (Satz II). Dort finden sich auch weitere Fixpunktsätze sowie Angaben über
die früheren einschlâgigen Arbeiten von Herrn Schauder. Spezialf’âlle der Schauder-
schen Fixpunktsâtze finden sich schon bei BIRKHOFF &#x26; KELLOG, Invariant points
in function space [Trans. Am. Math. Soc. 23 (1922), 96-115]. Vgl. auch CACCIOPOLI,
Un teorema generale sull’ esistenza di elementi uniti in una trasformazione

funzionale [Atti R. Acc. Naz. dei Lincei (6) 11 (1930), 7942013799].
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Denn ist a der Mittelpunkt der V °° , so ist am Rande lia - @(ï) f
llx - all. Nach der Bemerkung gibt es daher mindestens ein
!CVoo, so daB X + (a - (5 (j» = a d.h. ! == @(!) ist.

Zwischen Ordnung und Abbildungsgrad besteht der gleiche
Zusammenhang wie in Râumen endlicher Dimension. Es gilt
nâmlich

SATZ 4. f(t) sei eine Abbildung mit vollstetiger Verschiebung,
die in der von S °° berandeten Vollkugel V °° C E °° definiert ist.

p sei ein nicht auf f(S’ ) gelegener Punkt. Ist dann y(f, V °° , )
der Abbildungsgrad dieser Abbildung im Punkte p (im Sinne der
von Leray-Schauder 3) gegebenen Definition) so ist

Beweis. Sei e die Entfernung des Punktes von f(SOO) und
S(j) eine Schichtenabbildung der Voo mit Ilf - Il  a. Sei En

ein den Kugelmittelpunkt und p enthaltender Raum, in Bezug
auf den # Schichtenabbildung ist. sn-1 bzw. V’ seien die Schnitte
von En mit S ’ bzw. V’ . Ist dann 5n die durch # gegebene Abbil-
dung von V7, so ist auf Grund der von Leray-Schauder gegebenen
Definition

und nach den Definitionen I. II

Da anderseits bekanntlich U(5n, sn-l, ) = Y(5n, Vn, p) ist, so

folgt aus (2.4) und (2.5) die Behauptung.

§ 3. Vektorfelder der Form b(x) = X + ll§(t) mit vollstetigem ll§.

In jedem Punkt g einer Kugel 500 C Eoo oder auch einer Voll-
kugel Voo sei ein Vektor b(j) == ! + S(ï) mit vollstetigem
angetragen (§ 1, 2). Ordnet man dem Punkte t den Endpunkt
j des in einem festen Punkte, etwa dem Nullpunkt o des Raumes
Eoo angetragenen Vektors zu, so erhält man eine Abbildung mit
vollstetiger Verschiebung f(!) = X + (!), die zu dem Vektor-
felde b gehôrige Abbildung. Ist insbesondere b "* J) für ! C 500 ,
so ist o (j f (S ’ ) und die Ordnung u(f, 500 , J)) ist definiert. In

Übereinstimmung mit der bei Râumen endlicher Dimension

üblichen Definition nennen wir diese Zahl die Charakteristik des

Vektorfeldes b (auf dem Rande 500 von V ) und bezeichnen sie
mit z(b, S°° ).
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HILFSSATZ 6. b = i + 58(!) 13) sei ein in der V °° definiertes

Vektorfeld. In dem inneren Punkt a der yoo sei b == o. Die in

V °° gelegenen Volikugein Y;&#x3E;, V§ môgen den Punkt a in ihrem
Innern und sonst keine Nullstellen des Feldes b enthalten. Dann

ist X(b, S’ = X(b, 5; ), wenn Si , S2 die Rânder von Vl’ , V2
sind.

Beweis. V3’ sei eine Vollkugel mit Mittelpunkt ct, die im

Inneren von V§7 und V2 liegt. Auf Grund von Satz 4 und be-
kannter Eigenschaften des Abbildungsgrades y 3) ist dann für

i=1, 2

Hilfssatz 6 rechtfertigt die folgende
DEFINITION III. Der Index i == i(a) einer isolierten Null-

stelle a des Vektorfeldes b == ! + SS() ist die Charakteristik von
b auf dem Rande einer a im Innern und sonst keine Nullstelle
enthaltenden Vollkugel. Als Index der isolierten Nullstelle a der
zugehôrigen Abbildung f wird die gleiche Zahl i definiert 14).

SATZ 5. V ’ sei eine Vollkugel mit dem Rande SOO . Vi , ..., Tlk
seien zu einander fremde im Innern der Voo gelegene Vollkugeln
mit den Rändern Si , ..., Sr;. In der abgeschlossenen Hülle

k

Woo von V’ - Tl2 sei ein Vektorfeld b == ! + B (g) 13 ) definiert,
i=l

das auf S °° , 5:; , S.0 keine und im Innern von W °° hôchstens
isolierte Nullstellen hat. Diese seien al, ..., am 15) und il’ ..., im
ihre Indices. Y, Zl, ..., Xk seien die Charakteristiken von b auf

Beweis. Sei zunâchst k = 0, d.h. W’ = Voo . vo (l = 1, 2, ..., m)
seien zu einander fremde im Innern von V’ gelegene Vollkugeln
mit Mittelpunkt al und den Rândern sî sei die zu b gehôrige
Abbildung. Dann ist

13 ) %(1) bedeutet in diesem und dem folgenden § stets eine vollstetige Funktion.
14 ) Die damit offenbar für beliebige Abbildungen mit vollstetiger Verschiebung

gegebene Definition des Index einer isolierten Nullstelle stimmt auf Grund von
Satz 4 mit der von Leray-Schauder (l.c., Anm. 3, S. 54) mit Hilfe des Abbildungs-
grades gegebenen überein.

15) DaB die Anzahl der Nullstellen endlich ist, folgt wegen der vollstetigkeit
von % leicht aus den übrigen Voraussetzungen.
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Da anderseits

ist, so ist die Behauptung im Falle k = 0 bewiesen. Den all-

gemeinen Fall führt man auf diesen Spezielfall zurück, indem
man ein in der ganzen Voo definiertes Vektorfeld nI == ! + [SI(!)
mit vollstetigem [S1 einführt, welches in W °° mit b übereinstimmt
und in jeder der Vollkugeln Vi genau eine Nullstelle hat.16)
Aus Satz 5 (mit k = 0) in Verbindung mit Satz 2a und Defini-

tion III ergibt sich unmittelbar der folgende
SATZ 6. f, g seien zwei in der vollkugel Voo definierte Ab-

bildungen mit vollstetiger Verschiebung. Am Rande sei IIgll =F 0
und 11 f - gll  Iigil. Im Innern môgen f und g hôchstens isolierte
Nullstellen haben. Dann ist die Indexsumme der in V’ liegenden
Nullstellen für f die gleiche wie für g.

SATZ 7. b = ! + (!) sei ein auf einer S’ mit Mittelpunkt
a definiertes dort nicht verschwindendes Vektorfeld. Dann gilt:

a) Mindestens einer der folgenden beiden Fàlle muB ein-

treten : ce) das Feld enthâlt eine äuBere Normale (§ 1, 4); f3) es
gibt eine Punktfolge Xi C Soo mit

b) Ist X(b, Soo ) ::f:- 1, so enthâlt das Feld eine innere Normale.
Beweis. f(!) sei die zu dem Felde gehôrige Abbildung. Dann

ist nach Definition III

Sei d die positive Entfernung des Nullpunktes o von f (S’ ) und
Si (i =1, 2, ...) eine Folge positiver gegen Null konvergierender
Zahlen  d. Für ein beliebiges aber zunâchst festes i sei dann #,
eine Schichtenabbildung mit

Ist weiter E’i ein den Kugelmittelpunkt a enthaltender Raum,

16 ) Ist bi der Mittelpunkt und Ri der Radius von Vi, so setze man z.B. 1(bi) = 0
und für t # bi, X C Vi :
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in Bezug auf den #, Schichtenabbildung ist, ist sni-l der Schnitt
von Eni mit der S °° und Sn= die durch # gegebene Abbildung
von S’i-’, so ist nach (3.2) und den Definitionen 1 und II

Wir machen zunâchst die Voraussetzung X(b, SCX) ) =F 1. Tragen
wir dann den von o nach ni(X) gerichteten Vektor im Punkte
t der S’i-’ an, so ist die Charakteristik des so definierten Vektor-
feldes bni(!) gleich U(ni, sni-t, 0), also nach (3.4) von 1 verschieden.
Machen wir daher die (nach § 1, 7 offenbar zulässige) Annahme,
daB ni gerade ist, so folgt aus bekannten Sâtzen der Topologie
endlichdimensionaler Räume 17), daB das Feld Uni mindestens
eine innere und eine äuBere Normale enthält. Es gibt also zwei
Punkte ti,, !2i der sni-1 und zwei positive Zahlen Â1ú Â2b so

daB bni(li) == À1i(li-a) und bni(!2i) = - Â2i(2i-a) ist. Da

blli (j) = i (j) ist, ist also auch ’ 
.

Wegen f(ï) = t + 8(ï) folgt aus (3.3) und (3.5)

Wegen der Vollstetigkeit 1-on lll und der Beschrânktheit der
Konstanten À1b Â2i dürfen wir unter eventueller Ânderung der
Bezeichnungsweise annehmen, daB die Folgen B(ti), ?S(!2i)’
À1b Â2i konvergieren. Wegen Â,i &#x3E; 0 folgt dann aus (3.6) sofort
die Konvergenz der Folge !2i. Ist X2 = lim !2i, Â2 = lim À2i’ so

i ---&#x3E; -0 i-+ 00

folgt aus (3.6) (ïs) _ - Â2(!2-a). Da nach Voraussetzung das
Feld nirgends verschwindet, ist À2 &#x3E; 0 und b(!) ist innere Nor-
male. Damit ist die Behauptung b) bewiesen.

In der gleichen Weise wie die Existenz einer inneren Normalen
folgt aus (3.6) die einer au13eren, wenn die Folge der Faktoren
(I-Âli) von Xli nicht gegen 0 konvergiert. Konvergiert aber
diese Folge gegen Null, so folgt aus (3.6), daB für die Folge der
!li (3.1) erfüllt ist. Unter der Voraussetzung X(b, S’ -=F l ist
damit auch die Behauptung a bewiesen.
DaB die Behauptung a auch im Falle x(b, 500 ) 1 zutrifft,

sieht man, wenn man die Dimensionszahlen ni der Räume Eni,
ungerade wàhlt. Nach bekannten topologischen Sâtzen 17) ent-

hält dann nàmlich das Feld b’i eine âul3ere Normale und es

17) Siehe etwa Alexandroff-Hopf, Topologie [Berlin 1935], 479, (a) und (c).
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besteht wieder der auf den Index 1 bezügliche Teil der Gleichung
(3.6), aus dem man wie oben auf die Richtigkeit der Behauptung
a) schlieBt.
Aus Satz 7 ergibt sich fast unmittelbar die folgende Über-

tragung des sogenannten Satzes von Poincaré-Brouwer 18):
Saiz 7a. Es gibt auf einer S°° kein für alle gCS’ definiertes

nicht verschwindendes Feld von Stützvektoren (§ 1, 4) der Form
b = t + B(ï) mit vollstetigem ?.

§ 4. Vollstetige Vektorfelder.
SATZ 8. 3S() sei ein auf einer Soo angebrachtes für alle Punkte

i der S ’ definiertes vollstetiges Vektorfeld. Dann tritt mindestens
einer der beiden folgenden Fâlle ein: ce) das Feld enthâlt sowohl
eine innere wie eine âuf3ere Normale (siehe § 1, 3), fl) es gibt eine
Punktfolge Xi (i-==I, 2, ... ) auf der Soo mit lim (!i) == 019) 19a).

i--&#x3E;-

Beweis. Wir nehnlen an, daB Fall fJ nicht vorliegt. Dann ist

mit ? auch lYt&#x3E; = iiÉ’l)ii vollstetig. Die Menge aller Punkte
)t’(ï)t!

-(i) ist also kompakt. Ist daher ei eine Folge positiver gegen
0 konvergierender Zahlen  1/2 , so gibt es (§ 1, 8) zo jedem i
eine vollstetige Abbildung 6i und einen Raum E’i, so daB

ist, wobei wir annehmen dürfen, da13 E’i den Kugelmittelpunkt
enthâlt. Wegen I I I = 1 folgt aus (4. 1 )

18) Siehe etwa Alexandroff-Hopf, l.c., 481.

19) DaB der Fall oc tatsachlich nicht einzutreten braucht, zeigt folgendes Bei-
spiel : E °° sei der Raum L2 2 der in (0,1 ) quadratisch integrierbaren Funktionen
r = x(tl. und es sei

wo K(s, t) ein symmetrischer positiv definiter stetiger Kern ist. Da dann das

innere Produkt

fur Il!1I2 = f 1 ae(t)2dt = 1 stets positiv ist, folgt leicht, daB u auf der Einheitskugel
0

niemals die Richtung der inneren Normalen haben kann.
19a) Speziellere Aussagen finden sich bereits bei BIRKHOFF-KELLOG, l.c. theorem

VIII; vgl. auch SCHAUDER, l.c. Anm. 26.
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Es sei nun Eni+1 ein Elli enthaltender Teilraum von E" . Der
Schnitt der S’ mit Eni bzw. Eni+l werde dann mit sni-1 bzw.
S’i bezeichnet. Ebenso sei Sni-1 bzw. Sni der Schnitt von Eni
bzw. Eni+l mit der Kugel Si vom Radius 1 mit dem Null-
punkte D als Mittelpunkt. Wir setzen dann für C sni

Wegen (4.2) und (4.3) ist 6n+1 eine eindeutige stetige Abbildung
der S’i auf die Sfi, wobei nach (4.2) hôchstens der echte Teil
Sni-1 der Si"i überdeckt wird. Der Abbildungsgrad der Abbildung
(2ni+l ist daher Null. Also ist auch die ihm gleiche Charakteristik
desjenigen Vektorfeldes Null, das entsteht, wenn man den von
o nach dem Punkt 6ni+1(!) gerichteten Vektor im Punkte ! der
Sni anträgt. Dieses Vektorfeld enthâlt daher eine innere und eine
àuùere Normale 17 ), d.h. es gibt zwei positive Zahlen Â1ú Â2i
und zwei Punkte ti, X2i5 der Sni, so da13

ist. Wegen (4.4) ist dann

wenn

gesetzt ist, und aus (4.1) folgt

Wegen der Beschränktheit der Konstanten 111b 112i und der Voll-
stetigkeit von SS dürfen wir unter eventueller Anderung der
Bezeichnungsweise annehmen, daB die Folgen lll(xi,), B«z), 111i’
,u2i konvergieren. Da die beiden erstgenannten Folgen nach der
bei Beginn des Beweises gemachten Annahme nicht gegen Null
konvergieren, so konvergieren auch die Folgen ÍY(li)’ 9(ï2)’
Da weiter nach (4.6) und (4.3) l,ulil &#x3E; 1 ist, wenn R der Radius2R

der Soo ist, und für ,u22 die entsprechende Abschâtzung gilt, sind
die Limites ,ul, u, der Folgen 111i’ f.l2i ebenfalls von Null verschie-

den. Aus (4.7) folgt daher die Konvergenz der Folgen ili, Ï2,’
Sind rl’ r2 ihre Limites, so folgt wegen S=.2013 aus (4.7)
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wenn

gesetzt ist. Da lll(j) von Null verschieden, also V1’ V2 &#x3E; 0

sind, ist Satz 8 mit (4.8) bewiesen.
In Satz 8 ist die folgende Übertragung des Satzes von Poin-

caré-Brouwer 18 ) enthalten

SATZ 8a. Auf der S’ gibt es kein vollstetiger Feld von Stütz-
richtungen.

Unter einem Feld von Stützrichtungen ist dabei ein Feld von
Stützvektoren (§ 1, 4) konstanter (von Null verschiedener)
Lange verstanden.

§ 5. Ein Existenzsatz über nichtlineare

I ntegralgleichungen.

Als Anwendung des "Verschiebungssatzes" 3b, § 2 beweisen
wir den folgenden

SATZ 9. s, t seien Punkte eines m-dimensionalen Bereiches
B. Wir betrachten dann das System nichtlinearer Integral-
gleichungen

in welchem U1(t), ..., un(t) die gesuchten Funktionen sind und
die gegebenen Funktionen fi(s, t, ul, . - ., un) folgenden Voraus-
setzungen genügen:

a) sie sind definiert für

wo R eine positive Zahl ist.

b) setzt man für Uj stetige Funktionen Uj(t) mit

in die fi ein, so existieren die in (5.1) auftretenden Integrale.
c) die genannten Integrale sind beim Einsetzen stetiger der

Bedingung (5.2) genügender Funktionen U1(t), ..., un(t) gleichar-
tig beschränkt und gleichartig stetig.

d) es existieren Funktionen Fj (s, t, uj, ..., un) (i == l, 2, ..., n ),
n

d ie für s C B, t C B und nicht negative der Bedingung E uj  R
i=i
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genügende U1,..., un definiert sind, die Voraussetzung b (für
nicht negative stetige uj(t» erfüllen und auBerdem folgenden
Bedingungen genügen:

d3) es gibt eine positive Zahl r : R, so da13 für alle nicht

negativen rl, r2’ ..., rn mit

die Ungleichung

erfüllt ist.

Unter den genannten Voraussetzungen besitzt das System
(5.1) mindestens eine stetige Lôsung U1, u2, ..., un mit

Beweis. Die Gesamtheit der Systeme r = (U1(S), U2(S), ...,
un(s)) in B definierter stetiger Funktionen bilden einen Raum
£00, wenn

gesetzt wird. Die Abbildung Í1(!), die dem Punkt ! == (U1(S), ...,
un(s)) den Punkt

zuordnet, ist in der Vollkugel Il!II  R definiert und nach b
und c dort vollstetig; f(!) = t + (s) ist also eine Abbildung
mit vollstetiger Verschiebung. Nach (5.4) ist

Also ist nach d,
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und nach d2

Liegt nun X == (ul (s ), ..., Un(S)) auf der Kugel Il!II = r, so ist
n

L Max 1 u; = r und wegen d3 folgt aus (5.5) die Ungleichung
j=l

f I ( ) I  r. Aus dieser folgt aber nach Satz 3b und der sich
an ihn anschliel3enden Bemerkung, wenn man ihn auf die Voll-
kugel Il!II  r anwendet, die Existenz mindestens einer Lôsung
von! + §(i ) = 0 (d.h. von ( 5.1 )) , die in dieser vollkugel liegt,
d.h. für die (5.3) gilt 20 ).

2°) Die Voraussetzungen des somit bewiesenen Satzes 9 sind insbesondere in
dem folgenden Spezialfall erfüllt:

wo die Hi(s, t) "brauchbar unstetige" Kerne und die gi(t, u1, ..., un) für t C B
und - oo  ui  oo stetige Funktionen sind, welche Ungleichungen der Form

mit konstanten positiven a und kii genügen; die kij sollen dabei noch die Unglei-
chungen

mit

befriedigen.
Um das einzusehen, bestimme man zuerst die in Voraussetzung a von Satz 9

auftretende Zahl R folgendermal3en : aus ( II ) folgt auf Grund der Schwarzschen
Ungleichung die Existenz eines positiven e, für welches die Ungleichungen

erfüllt sind. Man wâhle ein solches a und setze

Setzt man weiter
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SATZ 9a. In der Integralgleichung

sei g (t, u ) eine für t C B und 1 ul  R stetige Funktion. Der Kern
K(s, t) sei in Bezug auf t absolut über B integrierbar und

konvergiere mit ls’ - sI gegen Null. Es existiere ferner eine für
o  u  R definierte stetige nicht abnehmende Funktion G( u)
mit der Eigenschaft

Ist schliel3lich

so soll die Gleichung

mindestens eine nicht negative Wurzel r  R haben.
Unter diesen Voraussetzungen hat (5.6) mindestens eine

stetige Lôsung u, welche ihrem Betrage nach hôchstens gleich
der kleinsten nicht negativen Wurzel von (5.7) ist.

n

und r = R, so ist nach (III), (V) und (IV) für Y. r, = r = R
j=1

Die Voraussetzung d3) ist somit erfüllt. Da das Erfülltsein der übrigen Voraus-
setzungen von Satz 9 klar ist, besitzt also das System (5.1 ) in dem in Rede stehenden
Spezialfall mindestens eine stetige Lôsung. Diese Aussage ist (mit geringfügigen
Abweichungen identisch mit einem Satze von M. GoLOMB (Zur Theorie der nicht-
linearen Integralgleichungen, Integralgleichungssysteme und allgemeinen Funk-
tionalgleichungen [Math. Zeitschr. 39 (1934), 45-75]. (Bei Herrn Golomb hat
die Konstante Mi nicht die durch (III) gegebene Bedeutung sondern bedeutet
das Doppelintegral über Ki2 und an Stelle der Bedingung (II) tritt diejenige, die
man aus ihr durch Vertauschung von kij mit kji erhâlt. Auch ohne die genannten
Abweichungen läBt sich der Golombsche Satz unschwer aus dem Satz 3b der vor-
liegenden Arbeit ableiten.)
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Beweis. Ist die kleinste nicht negative Wurzel von (5.7)
positiv und setzt man F(s, t, u ) = (K(s, t)IG(lul) und identifi-

ziert die in der Voraussetzung d3 von Satz 9 auftretende Zahl r
mit der kleinsten positiven Wurzel von (5.7), so sieht man un-
mittelbar, daB Satz 9a ein Spezialfall von Satz 9 ist. Ist aber

r = 0 eine Wurzel von (5.7), so ist die Behauptung trivial, da dann
u = 0 eine Lôsung von (5.6) ist.

(Eingegangen den 25. Mârz 1937.)


