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Topologische Gruppen und unzerlegbare Kontinua

A. van Heemert

Hilversum

In dieser Note!) rekapitulieren wir erst einiges tiber die R,-
adische Entwicklung von topologischen Réumen und Gruppen
und beweisen einen spéter bendtigten Hilfssatz. Sodann wenden
wir dies an, indem wir die Frage nach den kommutativen kom-
pakten zusammenhéngenden topologischen Gruppen (wir nennen
sie kurz k-Gruppen), die unzerlegbares Kontinuum sind, beant-
worten. Es ergibt sich dabei, daB die einzigen derartigen k-
Gruppen diejenigen sind, die eindimensional und nicht lokal-
zusammenhéngend sind; es sind die eindimensionalen Solenoiden.
DaBl die Bedingung ,,nicht lokal-zusammenhéngend’’ notwendig
ist, folgt ibrigens schon daraus, daBl in einem unzerlegbaren
Kontinuum jedes Teilkontinuum auch ,,Kondensationskonti-
nuum’’ ist 2).

Bei der Beantwortung dieser Frage, spielt der Begriff des
universellen Uberlagerungsraumes eine wesentliche Rolle. In dieser
Hinsicht wird noch ein teilweise allgemeinerer Satz bewiesen.

Die Zerlegbarkeit einer k-Gruppe, die direktes Produkt von
k-Gruppen ist, ist iibrigens evident, weil sich schon das topolo-
gische Produkt von zwei willkiirlichen Kontinua leicht zerlegen
laBt. Wenn namlich 4 und B Kontinua sind, weiter 4 =C + D,
wo C und D abgeschlossene echte Teilmengen von 4 sind, so
gibt (CXB+A4 xb)+(Dx B+4 xb) eine Zerlegung des topolo-
gischen Produktes 4 X B an, wenn noch b willkiirlich aus B ist.

1. Liegt eine Folge R;, R,, ... von topologischen Réumen 3)
vor und eine Folge von stetigen Abbildungen f7*'R . ,CR,

1) Durch mehrere miindliche Bemerkungen von Herrn H. Freudenthal wurde
diese Arbeit wesentlich gefordert.

%) Vergl. S. JaNiszEwsKI & C. KuraTOWSKI, Sur les continus indécomposables
[Fund. Math. 1 (1920), 210—222].

3) Wir verstehen hier darunter immer Riume, die den Hausdorffschen Um-
gebungsaxiomen nebst zweitem Abz#hlbarkeitsaxiom geniigen.



320 A. van Heemert. [2]

(n=1,2,...), so bilden die Aggregate a,, a,, ..., Wo a;eR;
und fi*'a,, , = a,;, eine Menge, die sich zu einem topologischen
Raume R, dem R, -adischen Limes der Folge so topologisieren
1aBt, daBl die Konvergenz in diesem Raume &dquivalent ist mit
,,koordinatenweiser”” Konvergenz. Sind die R, topologische
Gruppen, so sollen die Abbildungen f?*! noch homomorph sein.
Diese Bedingung ist somit inbegriffen, wenn von einer R,,-adischen
Entwicklung mittels topologischen Gruppen geredet wird; der
R,-adische Limes der Folge ist dann leicht als topologische
Gruppe zu erkliren. Wenn die f**1 Abbildungen ,,auf” sind, so
wird von auf-R,-adischer Entwicklung gesprochen.

Die von den fi*1, ¢ =1, 2, ..., induzierten Abbildungen von
R, auf R,, m >mn, und von R auf R, werden mit fI* bzw. f,
bezeichnet 4).

Man folgert leicht: Wenn die R, kompakt sind, so ist R kom-
pakt 3).

Es gilt aber weiter folgender

Hilfssatz: Sind die R, kompakt und zusammenhdingend, und
bilden sie eine auf-R,-adische Entwicklung von R, so ist R zu-
sammenhdngend.

Beweis: Ware R nicht zusammenhingend, so gibe es zwei
echte abgeschlossene und disjunkte Teilmengen P und Q, so daf
R=P+4 Q. Sei f,P=P, und f,0 =Q,; dann sind P, und
Q,, kompakt und R, = P, + Q,, also ist der Durchschnitt P,Q,
kompakt und nicht leer. Nehmen wir jetzt eine Folge von Punkten
pl,p% ... aus P und ¢% g% ... aus Q, so daB3 von p™ und ¢*
die n-ten Koordinaten zusammen- und somit in P,Q, fallen, so
ist jeder Haufungspunkt der ersten Reihe auch einer der zweiten.
Aus der Kompaktheit der P,Q, folgert man aber einfach die
Existenz eines solchen Haufungspunktes mittels des Diagonal-
verfahrens. Damit ist ein Widerspruch erreicht.

Nebenbei werde hier noch bemerkt, daB3 sich der Satz auch
beweisen lieBe, wenn es sich nur um eine R,-adische Entwicklung
handelte ). Die Bedingung der Kompaktheit kann man aber
nicht ohne weiteres eliminieren, wie folgendes Beispiel zeigt. Es

1) Zu diesen Begriffsbildungen: H. FREUDENTHAL [Comp. Math. 4 (19387)], 145,

5) H. FREUDENTHAL, l.c. p. 154.

8) Durch Anwendung des bekannten Satzes, daB3 der Durchschnitt einer ab-
steigenden Folge von Kontinua in einem metrisierbaren Raume ein einziger Punkt
oder aber wieder ein Kontinuum ist, auf die _f': R,CR, (m=n+1,n+2,...).
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sei R; die Menge der Punkte einer Euklidischen Ebene, welche
die unten angegebenen Polarkoordinaten besitzen:

r=1, 0=¢=2n;

<1 fur n>1 1
Oér{_"

Vs p=—, n=1,2,...
=% ., n=t n

Die Abbildungen fi*! seien definiert durch:

fitl(p,r) = (p,r) fir ¢ # il oder r = 1]

i

f§+1((pa r)= (g, 2r) ., ¢

I ES N
Der durch diese auf-R,-adische Entwicklung erzeugte Raum

ist nicht zusammenhéingend, wie sich leicht aus obengenanntem
Konvergenzkriterium ergibt.

2. Essei V'™ die Additionsgruppe der vom Punkte (0,0, . . ., 0)
ausgehenden Vektoren in einem m-dimensionalen cuklidischen
Raume. Die Faktorgruppe 7™ von V™ nach dem diskreten
Normalteiler N™ aller Elemente von V™ mit ganzzahligen Kom-
ponenten heift dann eine Torusgruppe. Um die Faktorgruppe 7™
von T™ nach einem abgeschlossenen Normalteiler £ von T™ zu
bilden, kann man so verfahren: Man betrachtet das Urbild
E’ von E bei der Abbildung V™ — V™/N™, d.h. somit das Ur-
bild von E in der universellen Uberlagerungsgruppe von T™.
E’ ist ein abgeschlossener Normalteiler von V™ und es gilt
Tm™—=Tm|E ~Vm™|E'7). Es wird E’ erzeugt durch eine lineare
Untergruppe L und durch eine diskrete Untergruppe D von
V™ und es gibt in E’ genau m linear unabhingigen Elemente.
Die Dimension von E’ ist gleich der von E, die Dimension von
Tm ist somit m —p, wenn p derjenige von E war.

Um von einer Teilmenge U von T™ auf ihr Urbild U in 7™
zuriickzugehen, kann man so verfahren: Man geht erst auf ihr
Urbild U’ in der universellen Uberlagerungsgruppe ¥V™/L von
T™ zuriick, von U’ nimmt man das Urbild U” in V™ bei der
Abbildung V™ — V™[L, schlieBlich ist dann U das Bild von
U” bei der Abbildung V™ — V™/N™,

Jetzt definiert man fiir eine beliebige Torusgruppe 7° der

?) Vergl. hierzu die Ausfithrungen von H. FreUDENTHAL [Annals of Math.
(2) 37 (1986)], p. 50. Das Zeichen ~ bedeutet ,,topologisch isomorph”.

21
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Dimension I (I=1,2,...) folgenden Typus von speziellen ab-
geschlossenen (und somit kompakten) Teilmengen: z-Menge
von 1! heile jede abgeschlossene und zusammenhéingende
echte Teilmenge von T deren Urbild in der universellen Uber-
lagerungsgruppe von 7! zusammenhingend ist. Offenbar mufl
dann 7 1 sein; ist aber I 1, so kann man einfach derartige
Mengen angeben.

Ist nun U eine z-Menge in T™ so ist U, ihr Urbild in 7™, eine
z-Menge in 7™. U ist namlich abgeschlossen, weiter ist das Urbild
U’ von U in V’”/L zusammenhéngend, somit ist, wie man sich
ohne Miihe klar macht, auch U"’ und damit U zusammenhingend.

3. Es werde eine m-dimensionale Solenoide S™ (m=1, 2, .. ., ©)
definiert als eine auf- R ,-adisch von Torusgruppen 7% (n=1,2, ...)
der Dimension m, erzeugte Gruppe, wo fir endliches m die m,,
fast alle gleich m sind, fir m= oo die m, lber alle Grenzen
wachsen 8). Die Abbildung f2*+177m1 = T7= ist ein stetiger
Homomorphismus und, wie einfach zu beweisen ist, dieser
Homomorphismus ist gebietstreu; wegen dieser Eigenschaft ist
sie somit durch Faktorgruppenbildung nach einem abgeschlos-
senen Normalteiler zu erhalten ).

Als Grenzfille treten hier die m-dimensionalen Torusgruppen
auf (m=1,2,..., 00); wir bezeichnen sie als ,,ausgeartete”
Solenoiden; man erhalt diese Grenzfille fiir endliche m wenn
fast alle Abbildungen 77'»1t — T7» topologische Isomorphismen,
fir m =o0 z.B., wenn diese Abbildungen fiir fast alle n ent-
stehen durch Faktorgruppenbildung nach einem Normalteiler
E, .1 CTypr, dessen Urbild in der universellen ﬁberlagerungs-
gruppe von T,'*4* eine zusammenhéngende Untergruppe ist.

Es sei nun erst m % 1, d.h. in der Entwicklung 77", T, ...
sind fast alle m; % 1. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
diirfen wir dann annehmen daB schon m;# 1 und somit alle
m;7#1 (1=1,2,...). Wir nechmen dann in 77 zwei z-Mengen
A, und B; so daB A, + B; =717 (man sieht leicht wie das
moglich ist) und gehen schrittweise auf ihre Urbilder 4, und
By, Az und Bg, ... in bzw. TP, T9s, ... zuriick. Die Folgen

8) Sie wurde fiir m = 1 zuerst definiert durch D. van Dantzic [Fund. Math.
15 (1930), 102—125]. Die hier fiir beliebige m gegebene Definition, findet man
in ungefihr derselben Form bei H. FREUDENTHAL [Comp. Math. 4 (1937), 232].

?) Eine Abbildung hei3t gebietstreu, wenn das Bild einer offenen Menge wieder
offen ist. Vergl. hierzu die Ausfithrungen von H. FREUDENTHAL [Annals of Math.
(2) 37 (1986), 46—56]; man vergleiche besonders 7 und 10 jener Arbeit.
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Ay Agy ... und By, By, ... erzeugen gemifl unserem Hilfssatze
auf-R,-adisch die echten Teilkontinua 4 und B von S™ und es
ist A 4+ B = S™. Damit ist die Zerlegbarkeit von S™ fiir m %1
bewiesen.

Da eine 2-Menge in einer l-dimensionalen Torusgruppe 7! nur
fiir I £ 1 definiert ist, 1Bt sich dieser Prozess offenbar nicht
anwenden auf eine S'. Eine S! ist, insofern nicht der Grenzfall
einer kontinuierlichen zyklischen Gruppe vorliegt, unzerlegbares
Kontinuum. Um dies zu erkennen, schlieBen wir so: Es liege eine
Zerlegung vor, S'= P + Q, P und Q echte Teilkontinua von
St Es ist méglich, ¢ so groB zu wihlen, daB P;=f;P und
Q; = f;Q beide wenigstens einen Punkt von T} nicht enthalten.
Betrachten wir dann T}, als Additionsgruppe mod 1 der
reellen Zahlen 2, 0 <z <1, so bildet P,,, eine abgeschlossene
Strecke, deren Linge kleiner als } ist; dasselbe gilt aber von

Q;41, und damit ist ein Widerspruch erreicht 19).

4. Eine kompakte und zusammenhingende topologische
Gruppe lafit sich bekanntlich auf-R,-adisch als Limesgruppe
kompakter und zusammenhidngender Liescher Gruppen dar-
stellen '). Wir betrachten hier nur den Fall daB8 die Gruppen
kommutativ sind. Dann sind die erzeugenden Gruppen somit
Liesche k-Gruppen d.h. es sind Torusgruppen 2).

Jede k-Gruppe ist also eine Solenoide.

Damit eine k-Gruppe G unzerlegbares Kontinuum sei, ist
somit notwendig, da3 die Dimension gleich 1 sei. Eine hinreichende
Bedingung ist wegen obiger Ausfithrungen, da3 G eine eindimen-
sionale nichtausgeartete Solenoide sei.

Satz 1. Die eindimensionalen nicht-ausgearteten Solenoiden sind
die einzigen k-Gruppen, die unzerlegbare Kontinua sind.

Man kann in dieser Charakterisierung noch die explizite
Bezugnahme auf die Solenoide eliminieren. Ein unzerlegbares
Kontinuum ist némlich in keinem Punkte lokal-zusammen-
hiangend, wie schon in der Einleitung bemerkt wurde. Anderer-

10)  Bei D. van Danrzic l.c. wird die Unzerlegbarkeit einer S! nicht explizit
erwithnt. DaB3 S unzerlegbares Kontinuum ist, wurde ohne Beweis zuerst bemerkt
bei H. FREUDENTHAL, l.c. 8).

11)  Vergl. H. FREUDENTHAL [Annals of Math. (2) 37 (1986), 57—77], insbes.
Hauptsatz II.

12) Vergl. L. PONTRIAGIN [Annals of Math. (2) 35 (1934), 361—389], insbes.
Theorem 6 oder E. CArTAN, La théorie des groupes finis et continus et ’analysis
situs [Mémorial sc. Math. XLII], insbes. p. 86.
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seits ist z.B. eine endlichdimensionale Solenoide, wenn sie nicht
ausgeartet ist, nicht lokal-zusammenhéngend (das ist hier, wo
es sich um eine Gruppe handelt, dquivalent mit ,,in keinem
Punkte lokal-zusammenhéngend’’). In einer endlichdimensionalen
nicht-ausgearteten Solenoide ist ndmlich jede hinreichend kleine
Umgebung eines willkiirlichen Punktes nicht zusammenhéngend,
wie man sich einfach klar macht. Daher gilt das

Korollar 1. Eine k-Gruppe ist dann und nur dann unzerlegbares
Kontinuum, wenn sie eindimensional und micht lokal-zusammen-
hdngend ist.

5. Die vorhergehenden Betrachtungen machen weitgehend
Gebrauch von dem Begriffe des universellen Uberlagerungs-
raumes. In dieser Hinsicht kann man sie teilweise verallgemeinern
zu folgendem

Satz 1I.  Sei Ry, R,, ... eine den Raum R als R,-adischen
Limes erzeugende Folge von lokal-euklidischen kompakten und
zusammenhingenden Rdiumen; weiter seien die Abbildungen f7*1
im Kleinen topologisch. Es ist dann R gewif nicht unzerlegbares
Kontinuum, sobald seine Dimension = 2 ist.

Beweis: Wir koénnen uns beschrianken auf den Fall, dafl die
o+t Abbildungen ,,auf” sind (vergl. ¢)). Esistdannfirn=1,2,...
R, .. eine Uberlagerung von R,, wie leicht zu folgern ist aus der
Kompaktheit von R, ,; und R, '3). Dann ist aber auch der
universelle Uberlagerungsraum R, von R, dem von R,,, ho-
mdomorph und wenn a € R, tber a,,, € R,,;, und a, € R, liegt,
so ist frtla, ., = a, ).

Sei die Dimension der R; (¢ =1,2,...) gleichm > 1. Lassen
wir dann eine mit einer m-dimensionalen Kugel homéomorphe
Umgebung U, eines willkiirlichen Punktes p ¢ R, aus R, weg,
so ist, wenn U, klein genug gewéhlt wird, 4, = R, — U, noch
zusammenhéngend, also ein Kontinuum. Das Urbild 4, von 4,
in R, ist nun auch noch zusammenhingend, wie man leicht
bestitigt, wenn man R, betrachtet als Raum der Klassen von

13) Zu dem Begriffe der Uberlagerung vergl.: H. SErFerT & W. THRELFALL,
Lehrbuch der Topologie [Leipzig und Berlin 1934]. Die drei dort gegebenen Be-
dingungen, damit R,,, eine Uberlagerung von R, sei, sind hier erfiillt. Aus der
Kompaktheit von R, , folgt nimlich, dal zu jedem Punkte von R, endlichviele
Urbilder in R,,, gehoren; daraus schlieBt man dal zu jedem Punkte von R,
gleichviele Urbilder gehoren. Es ist dann leicht die ,,ausgezeichneten Umgebungen”’
in R, und R,,, so anzugeben, daB die genannten Bedingungen erfiillt sind.

1) Vergl. lLe. 13), S. 194.
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untereinander homotopen Wegen die in R; von cinem festen
Anfangspunkte p € R; aus verlaufen. Ein Punkt aus 4, ist dann
darzustellen durch einen nicht in U; endenden Weg in R,. Ein
solcher Weg w ist dann so homotop zu deformieren in einen
Weg w’, dal w und w’ auBlerhalb U, zusammenfallen, w’ aber
mit U; keinen Punkt gemein hat (hier wird die Voraussetzung
iiber die Dimension verwendet). Haben wir dann zwei Punkte
aus R,, und werden sie durch die Wege w; und w, aus R, vor-
gestellt, die wir jetzt als disjunkt mit U, voraussetzen diirfen,
dann kann man offenbar w, innerhalb A4, in w, deformieren
(der Anfangspunkt p wird dabei festgehalten). Somit sind je
zwei Punkte von A4, durch einen Weg in 4, zu verbinden, und
daher ist 4, bekanntlich zusammenhéngend. Deshalb ist auch
das Urbild von A4, bei der Abbildung f? ein Kontinuum. Geht
man dann wie oben schrittweise auf die Urbilder 4,, 4, ...
von A, in bzw. R,, R;, ... zuriick, so ist 4, (n=12, 3, ...) kom-
pakt und als stetiges Bild der zusammenhingenden Menge 4,CR,,
zusammenhidngend. Die Folge A4,, 4,,... erzeugt somit ein
echtes Teilkontinuum 4 von R. Nimmt man an Stelle von U,
eine andere derartige, aber mit U, disjunkte Umgebung V', und
setzt R, — V, = B,, so erzeugt die dhnlich wie oben definierte
Folge B,, B,, ... ein echtes Teilkontinuum B von R. Aus
A+ B, =R,, Ay, + B,=R,,... folgt dann unmittelbar
A + B = R.5)

6. Zum SchluB3 beweisen wir, daf3 der in Satz II gemeinte
Raum R auch die Dimension m hat, wenn die Dimension der R;
gleich m ist; damit ist dann, wenigstens fiir endliche m, die Be-
zeichnung ,,m-dimensionale”” Solenoide gerechtfertigt. Durch
Induktion schlieBt man leicht auf folgende Tatsache: Wenn der
Raum A auf-R,-adisch erzeugt wird durch Rdume 4,,n=1, 2, ...
und 4, fir jedes n Summe ist von endlich vielen disjunkten
simtlich mit 4, homdomorphen Teilmengen AL, ..., A% weiter
die f?*1 so definiert sind, daB3 dabei eine gewisse Anzahl der
AL, ..., Ak Sedes fiir sich, topologisch auf eines der 42, ..., A%
abgebildet wird, so ist dim A, = dim A. Wenden wir dies an
auf einer hinreichend kleinen Umgebung U eines Punktes p € R!
Man wihlt diese Umgebung so klein, daB das Urbild von U,=f,U

13) Es ist mit diesem Beweise natiirlich auch den Fall der endlichdimensionalen
Solenoide erledigt. Der Beweis in 3 schlieBt aber den Fall der unendlichdimensionalen
Solenoide ein.



326 A. van Heemert. [8]

in R, aus (hdchstens abzahlbar vielen) disjunkten und mit U,
homoéomorphen Mengen besteht. Daf3 dies moglich ist, sieht man
wieder leicht ein durch Betrachtung der Wege auf R,. Es geniigt,
U so klein zu wiahlen, da3 U; homdomorph einer n-dimensionalen
Kugel wird. Hat man U dann wie angegeben gewéhlt, so ist
dim U; =dim U und deshalb dim R, = dim R. Man sieht
tibrigens unmittelbar, da8 R auch in jedem Punkte m-dimen-
sional ist.

Ebenso einfach ist zu beweisen, daB S* oo-dimensional ist,
denn jede Umgebung eines jeden Punktes von S® enthilt eine
co-dimensionale Teilmenge.

(Eingegangen den 13. Oktober 1937.)



