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Zur Frage der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in einem inhomogenen ebenen Medium
von
V. Kupradze
Thilisi

Fallt eine elektromagnetische Welle f(M) in ein ebenes Medium
T; mit der (geniigend glatten) Begrenzung C ein, so entsteht
ein zusétzliches elektromagnetisches Feld mit den elektrischen
und magnetischen Vektoren u*, die den Maxwellschen Glei-
chungen geniigen. Ist f(M) monochromatisch, so hat man

u* = R(e™t-u)

Au + s:(M)u =0 (1)
wo
2 in T,
sy =t o T y
k2 in T, (dem AuBleren von C),
1 .
K =~ (nep—inou)., (2)
n2
k= (3)

hier ist ¢ die Dielektrizitatskonstante, 4 die magnetische Per-
meabilitiat, ¢ die Leitfahigkeit in T, n eine reelle positive Zahl,
die Schwingungszahl; in T, sind 6 =0, e =p =1.

Zur Losung des ebenen Problems genitigt es, die 3-Komponente
des Feldes zu finden; nach den Maxwellschen Gleichungen
lassen sich aus ihr die iibrigen durch Differentiationen ermitteln.
Bekanntlich miissen diese 3-Komponenten aufler (1) noch Rand-
bedingungen lings C erfiillen, und zwar fiir den elektrischen

Vektor
du du
Uy = Ug, (b—">,—= (—b;)u, (4)

fir den magnetischen Vektor

. 1 [du 1 du
w=to w\%) =w W)
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SchlieBlich muB3 gewissen Bedingungen iiber das Verschwinden
im Unendlichen geniigt werden, den Sommerfeldschen Aus-
strahlungsbedingungen:

d . -
b—%—]—zlcau:o(R ) (5)
(R =2 + ).

In meinen Arbeiten [1], [2] und in der Sternbergschen Arbeit
[8] wurde gezeigt, daBl sich die Losungen dieser zwei Aufgaben
ergeben als Losungen folgender Integralgleichungen 1)

w(P) = (B—12) [[G(P, Q) u(Q)doy -+ f(P), (6)

uE) ke [[6(p, 0 u(@)doy +
i 2 —k2 G J(P)
TR @O T O
mit

1

wo 7p den Abstand der Punkte P, Q bedeute, f(P) die gegebene

einfallende Welle sei, die -
Af+Ref=0

geniige, und H®(k,r) die Hankelsche Funktion zweiter Art

nullter Ordnung.

(6) ist eine gewohnliche Fredholmsche Integralgleichung, fiir
die sich die Losungsexistenz aus der eindeutigen Bestimmtheit
der Losung ergibt; (7) ist eine belastete Fredholmsche Integral-
gleichung, fiir die man nach geeigneter Umformung das Analoge
behaupten kann. Diese Untersuchung und den Existenz- und
Eindeutigkeitsbeweis fiir (7) habe ich in einer kurzen Note ([4])-
verdffentlicht. Den Eindeutigkeitsbeweis fiir (6) habe ich kurz
in der Arbeit [1], ausfiihrlicher in der Arbeit [2] ver6ffentlicht. 2)

Diese Beweise begegneten der Kritik des Herrn Hans Freuden-
thal, der einen neuen Eindeutigkeitsbeweis fiir (6) erbrachte

1) Ich verwende hier die Bezeichnungen von Herrn Sternberg.

?) 1In diesen Arbeiten wird allein der Fall o 7 0 behandelt. In der Arbeit [1]
fehlt leider durch ein Korrekturversehen dieser Hinweis, doch aus dem Gang der
Untersuchung geht hervor, dal nur von diesem Fall die Rede ist. Der allgemeine
Fall wurde in [4] behandelt.
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(siehe [5]). Weil diese Kritik, wie mir scheint, wenigstens teil-
weise, auf Miflverstiindnissen beruht, erlaube ich mir, zur Recht-
fertigung meiner Methode, hier in — wie ich glaube — vollkom-
men einwandfreier Form auf die Fragestellung zuriickzukommen.
Ich beschrinke mich dabei auf den Fall einer nichtverschwinden-
den Leitfahigkeit in T;: o 5~ 0.

Wir wollen zeigen, daB3 die Gleichung

uw(P) = (k¥ — k) [ [G(P, Q) u(Q)doy, (8)

mit k%, k2 gemaB (2) und (8), nur die triviale Losung

u=0 9)
besitzt.
Beachten wir, da3 aus der asymptotischen Darstellung

= 2n+1
=V 2 o],
der Gleichung
d
- HP (@) = — B (@)

und der Gleichung (8) vermége einer einfachen rechnerischen
Umformung folgt

—olr . ®_ ot
u=0(r"?), 5= o(r %), (10)
d.h., daB V7 |#| und Vr —2—1: beschrankt sind. Schreiben wir
Uy = g + W, Uy = @; + 19;, (11)
und beachten wir
u¥ = R(etu,), uf = R(e™tu,), (11’)

so ersehen wir aus (1) und (2) leicht, dal3

LAt g
ez e’ v ¢ 2 cz

Aduk = (12)

gilt. So erhalten wir die mit der Zeit periodischen Ausdriicke
1 [{our)? (bu’:)z ep (au:y
Ei"?{(?m_) + d +a\%) [
* 2 2 2
1 |du, duk 1 (ou*
E“:?{(bw) + (ay) ta (at) }

(18)
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Hieraus ergibt sich nach (12)
OE; uo (du*\¥
it dV[a gradu:l c2(at) ?
dE duX
a__ 3: a ®
dt 1v[ b3 a:l :

. . . . d
Achten wir auf die Stetigkeit von % und b—u lings C, so kénnen
n

(14)

wir den GauB3schen Satz auf die Funktion
\ 3E  puo bu:.")z
-b—t + c? W
#

E=Ei+Ea

mit

anwenden; wir integrieren dabei iiber T, 4+ T, z, d.h. die Kreis-
scheibe, die begrenzt wird von dem Kreis X'y mit dem (geniigend
groBen) Radius R. So ergibt sich

[, s [Eieg][G)e

T+TaR 2r

(n = innere Normale).

Man erhilt leicht aus (11) und (11'):
duf  dud
ot omn

. op oy .
= — n(p sin nt+y cos nt) Y nt — sE Sm nt

= — Kk n(psinnt + y cos nt)®— n(g sin nt + y cos nt) -

dgp oY :
. [(_D.E — atp) cos nt — (ﬁ 4+ katp) sin nt]

n [ d¢p . 2
= (ﬁcos nt — S—Esmnt) +
n (d¢p .
— | — —sin nt)-
+ ka (DR cos nt SE

. l:(_;% —k, )cosnt—— (%’;——l—kﬁp) sin nt]. (16)

Wir beachten, da3 die Bedingung (5), der die gesuchte Losung
geniigen muf, in zwei Bedingungen zerfallt:

(sa) i) (Eona) el oo

Tragen wir (16) in (15) ein, so erhalten wir rechts u.a. Integrale
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der Form:
fmx/ﬁp.\/ﬁ(s_g-ka«p)da, jx/Rw 341&( +ka¢)du,
f \/RB"’ \/R( aw)da,f \/R \/R(bw—i—ka(p)da

Auf grund der oben gemachten Bemerkung iiber die Beschrankt-
heit von V'R|g|, VR|y|, \/R’Bq)| \/R‘ und aufgrund von

(17) bemerken wir, daf3 alle diese Integrale mit wachsendem R
nach Null streben. Aus (15) ergibt sich somit

e
%_IU. . Edo = ——kunf [\/R((pasinnt—i—tpacosnt )2 doe —

L -

(18)
— : f2n[V§(§§“ cos nt — bism nt)]zdoc—
° ~ I e

Da wegen der Annahme o # 0 das zweite Integral rechts nicht
verschwindet, ergibt sich

o

—;7”- Edo <£0. (19)
Ti+Ta,R

Da aber fJ. Edoc mit der Zeit periodisch ist, muf3 aus (19)
folgen: T;+T, g

%” Eds =0. (20)
T;+Tqr

(20) kann man auch physikalisch ‘deuten als formelméfBigen

Ausdruck fiir die Konstanz der ,,Quasienergie” bei stationiren
Prozessen.

Aus (20) und (18) folgen die asymptotischen Beziehungen

o
I [V R(g,sin nt + p, cos nt)]* da — 0,
0

(21)
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;U(?%‘g)zda:o. (22)

Aus (21) erhalten wir die asymptotischen Gleichungen

und die Gleichung

[ (VRp ) du—o0, fm(ﬁwa)wa—»o,
0

J-m(\/R (pa)da —0, f (\/RDR)da—>0

und hieraus

ij |ug|?doa —0, J.mR(;—;)zdoc —0.
0 .

0

Die Schwarzsche Ungleichheit liefert:

j VR |u,| da—0, f VR (3%) dx 0. (28)
Aus (22) folgt
du¥ .
5 =0 also g@; sin nt + y; cos nt =0

und hieraus
pi=y;=0.
Also

also wegen der Stetigkeit auf C:

u; =0, (g—g)iz 0,

U, =0, (g—:)a: 0.

(24)

Der Wert von « in irgendeinem Punkte (2, o) von T, im Innern
von X% errechnet auf grund einer bekannten Formel zu

1 VH® (k,r du
ua(‘TOs ?/o) = o f(ua 037(), J - H(()z) (kar)_b_;ds)

7T
C

1 ( bef’(kar)
Uy ——
om

S (25)
— HP (k,r) ——u:‘—l) ds

om
ER

Wegen (24) verschwindet das erste Integral; das zweite 148t
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sich mit (23) und dem asymptotischen Ausdruck fiir H® (k,r)
abschétzen; dabei ergibt sich

21 . 27T —2
["VRu,-Ay(r)doa — [ A(r) VRS da
0 0

mit L

Ay = L) 2D 1 0(Y)]

und einem analogen Ausdruck fir A4,(r). Also

27T J—
f VRu, - Ay(r)da| < [ VR |uy|-|4,4(r)| da—o0,
0
— du, éJ. du, 'IA(T)Idoc~—>O
0 R .
und daher -
g u,(z,y) =0 in T,
w.z.b.w.

Das ist bewiesen unter der Voraussetzung o %£0. Ist ¢ =0,
d.h. herrscht in T, ein Dielektrikum, so kénnen wir nicht auf
(22) schlieBlen; wir haben dann nur die Beziehung (21). In diesem
Fall kénnen wir dasselbe Resultat erzielen mit Hilfe einer Reihen-
entwicklung

*

X HP (k,r) [a,, cos m® + b,, sin m¥] . (26)

Herr Freudenthal behandelt auch den Fall ¢ =0; er macht
dabei, wenn auch nicht explizit, von einer derartigen Entwicklung
Gebrauch.
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