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Neue Integraldarstellungen fiir Besselsche
Funktionen

von
C. S. Meijer

Groningen

§ 1.

Hauptformeln.

In der vorliegenden Arbeit werde ich fiir die Funktionen
K,(2), J»(2) und Y,(3) einige ziemlich allgemeine Integralformeln
ableiten, in denen viele nicht uninteressante Sonderfille enthalten
sind. Wahrend in der Literatur schon sehr viele Integraldar-
stellungen der Funktionen K,(2) und J,(2) vorkommen, sind
bisher verhaltnismaBig nur wenig Integraldarstellungen fiir Y, (2)
gefunden worden. Die in der vorliegenden Note benutzte Methode
aber liefert zu jeder Formel fiir [, () eine entsprechende fiir Y, (z).

Die hier erhaltenen Ergebnisse sind sehr nahe verwandt mit
denjenigen meiner neuerdings in dieser Zeitschrift erschienenen
Arbeit 1) iiber Struvesche und Besselsche Funktionen 2); einige
jetzt gefundene Beziehungen koénnen als Erweiterungen damals
gegebener Relationen aufgefalt werden 3).

Ehe ich zur Ableitung der Hauptergebnisse iibergehe, gebe.
ich eine Definition.

DEFINITION. Die Funktion
T, (by b23 b,, b4; ) (m=1,2,38,4)

wird definiert durch 4)

1) MENER, [5].

2) Man vergl. z.B. (85), (36), (87) und (54) der vorliegenden Note mit (75),
(76), (77) und (82) der Arbeit [5].

Einige Spezialfille der Siitze 9 und 10 von [5] sind neuerdings von Herrn Kosn-
LIAKOV, [2], gefunden worden.

3) Man vergl. z.B. (40) der vorliegenden Arbeit mit (83) von [5].

4) LF,(ay ... a, by, ..., by 2) bezeichnet die verallgemeinerte hypergeo-
metrische Funktion. Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt.
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m r (bi - bh)
(1) T (by, by, bg, by £) = Z
i 1 T(14+5,—b))

j=m+1

L=

i
7 4b
i X

X oF3 (14+b,—by, .. % . ., 14+b,—b,; (—1)™C4).
Hierin wird ¢ £ 0 und
(2) b; — b, nicht ganz (j=1,...,m; h=1, ..., m;j#%h)
vorausgesetzt; der Stern bedeutet, daB die Zahl 1 + b, —b,
im System 1 + b, — by, ..., 1 + b, — b, gestrichen werden mu8.

In § 2 werde ich einige Spezialfille von T, (by, by, by, by; &)
nadher betrachten. Jetzt aber werde ich zeigen, daB8 die Funktion
K, (2%) die folgende Integraldarstellung besitzt

B—20Bmi '
2a+t ”iep f ]a_ﬂ(u2) T4 (a, ﬂy ‘%"V, e —%—’y; .%.zue—-*m )ua_za_zp du
L

(8) K,(x*) =

Hierin wird z #0, |argz| < = und » nicht ganz voraus-
gesetzt; « und f sind beliebige Zahlen mit 8)

(4) o — B nicht ganz, « + } » nicht ganz und g + } » nicht ganz.

Der Integrationsweg L besteht aus der imagindren Achse von
coed® bis ded®  (6>0), dem im ersten Quadranten liegenden
Viertelkreis mit Mittelpunkt » = 0 und Radius & (von e} bis
6 durchlaufen) und der positiven reellen Achse von 8 bis oo 6).

Relation (8) bekommt eine fiir gewisse Anwendungen be-
quemere Gestalt, wenn man w durch wei™ ersetzt; wegen
Ja (vetnt) = ed2ni I5(v) findet man dann

20+h-2;

(5) Ky(2?) = I () Ty(x B, v, — $v; }ou)ud-22-du.

n a-f
M

Hierin lauft der Integrationsweg M von ooei™ bis coe—17,

8) Diein (8) vorkommende Funktion 7', hat einen Sinn (man vergl. (2) und (4)).
8) Setzt man u¢ = v, so durchlauft v die bekannte Schleife (c0, 0—, o). Formel
(8) wiirde aber eine fiir die Anwendungen weniger geeignete Gestalt bekommen,

wenn man % durch v* ersetzte.
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Die entsprechenden Integraldarstellungen fiir J,(z2) lauten

(6) Jy(z?) = ga+B~ 106 f ﬂ(u ) Tyl @ B, b, — dv; baue—tmi) us-20-2Bgy,
und
() Ty =2

4

an—ﬂ (u2) Ts(a, ﬂ, -%-’V’ _— %_'p; %Zu)u3—20—2ﬂdu.
M

In diesen beiden Beziehungen ist z > 0; « und g sind beliebig
mit
R (x+ p) > — 3%, a— B nicht ganz,
« — 4v nicht ganz und f— }» nicht ganz.

Im Folgenden bezeichnen L und M stets die oben geschilderten
Integrationswege.

Beim Beweis von (8) bzw. (6) gehe ich aus von 7)
®) Ky(e) = 27T %) Tlan o — b 5 Joupus- >t
bzw. ’

(9) Jy(z?) = 29+B of°°f,,_ﬂ @) Ty(a 3, — o, B; Bewpus—2—Bu,

In (8) ist 2 % 0, | arg z| < 4= und » nicht ganz; « und g sind
beliebige Zahlen mit
« 4 4» nicht ganz,

(10) RPB—a) <1 und RPB+ ) <1
In (9) ist 2 > 0; « und B sind beliebig mit 8)
(11) RB—a) <1, RB—P) <1,

R(ae +p) >—4% und «— }» nicht ganz.
Nun folgt aus (1)
(12) Ts (“’ 2, My /3; C) =
= (e BE Ty (0, B, by s Ceb) — eBi T, (o, B, 4 g5 Getoi)).
JT
7) Man vergl. MEUJER, [5], 853, Formeln (22) und (25). In [5] verwende ich

eine etwas andere Bezeichnung; die durch (1) definierte Funktion T ,,(b,, by, b;, b4, {)

wird dort mit S, (b, — 3}, b, — %, bs— 3, b, — }; (?) bezeichnet.
8) Die Voraussetzungen (10) bzw. (11) sind notwendig fiir die Konvergenz
der Integrale (8) bzw. (9) an der unteren Integrationsgrenze.
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Aus (8) ergibt sich somit ?)

20?:—% f ® ]d-p(uz) {e=P7 T (3 2uet™) — ePri T (Jaue-ini)} us-2a-28 gy
0

K,(z?) =
_ i J' °°{i ]a_ﬂ(uaem‘),n(% zuelmi) (yetmi)s—20—2p
0

(u?) Ty(} zue—tmi) ys—20-28} gy =

-t
— ]a—ﬂ

2a+B—2eBni 0 o o - )
f— i { ;[c*’"' + (_!. }]a_ﬁ(u.z) T4(-é ue inz) w32 Y] du —

2a+p

_.aeﬂm' J- ]a_ﬁ(uz) T,( % zue'f"i) ud—2a-28 g,
L

m

Hiermit ist (8) bewiesen 19).
Formel (6) folgt auf analoge Weise aus (9) und

Ty (a4 p s 0) =
=£z{‘*"’3’"' Ty (@, B, 4, 3 Ceti) — ebmi Ty (o, B, 4, 5 Le~dmi)}.
Die Hauptformeln fir Y,(22) sind etwas komplizierter als

diejenige fiir K,(z?) und J,(2%); sie lauten in der fiir die Anwen-
dungen geeignetsten Gestalt

a-+f—2pfni .
(18) Yy (%) = — = [ ], 4u®) {ebmi Ty(a, B, b, — b ou) +
L
+ =1 Ty (o, B, 3v, — 3v; Jrue—dni)} us-20-28 gy
und
atp-2 . .
(14) ¥, () = 01 d) { e T B, By, — s ouek) +

+ b7 Ty(a, B, 3, — bv; Saue—tmi)} y3-20-28 gy,

In diesen beiden Beziehungen ist z > 0 und » nicht ganz;
o und g sind beliebig mit

®) Zur Abkiirzung setze ich T (a, B, %, — }v; {) = T4(); ferner benutze
ich die Beziehung J; (we™) = e*¥ J; (w).

10)  Voraussetzung (10) darf bei (3) fortgelassen werden, da der Punkt u = 0
nicht mehr auf dem Integrationswege liegt.
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R(x + ) > — 31, o« — B nicht ganz,
« 4 3» nicht ganz und g + }» nicht ganz.

Obige Integraldarstellungen (18) bzw. (14) ergeben sich mit
Hilfe von

_ Jy @) cosvm — J_, (&

sin v

Y (2%)

aus (6) bzw. (7), wobei noch die aus (1) folgende Formel

Ty(a, By 4 3 £) cos (A—p)n—Ts(a, Byt 45 0)
sin (A—u)n -

= — g (e Ty (0, B, s Lobm) + enmi T, (0, B, 3, 3 Lot}

angewendet werden muB 11).

§ 2.

Hilfsformeln.

Die durch (1) definierte Funktion T, (by, by, b5, by; C) ist ein
Spezialfall der Funktion

ene (],
die ich in einer vorigen Arbeit 1?) eingefiihrt habe; es gilt namlich
T (bys by, by, bys §) == Govy® (8| by, by, by, by).
Folglich hat man 13)
(15) T,(3 + 5 — b+ 5 b — b bw) = 42K, (2w),
(16) T, (0, %, Ir, — Iv; 27%w) = 8 V'z K, (wel™)K, (we-ini)
und

(17) T3(0, 3, 3, — 3v; 277w) = 4 V7 K, () Jy (w).

1) Dije Relationen (18) bzw. (14) kénnen auch aus (3) bzw. (5) abgeleitet
werden. (3) und (5) gelten namlich nicht nur fiir |arg 3| < %z, sondern auch fiir
|argz|= %=, falls ¢ und B nicht nur den Bedingungen (4), sondern iiberdies
noch der Bedingung $R(a + B) > — % geniigen. Man sieht nun leicht ein, da8
(18) mit Hilfe von

Y, (22) = — _1_ {ei”". K,‘,(z’ci"") + c_*""K,(z’c"i"‘ 3
n
aus (8) abgeleitet werden kann; ebenso folgt (14) aus (5).

13) MENJER, (4], 11, Formel (6).
13) Man vergl. [4], Formeln (41), (42) und (48).

’
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Nun ist 14)

(18) K (we¥m) = JaiehmHP (w);

infolge (16) gilt daher

(19) T4(0, }, b», —dv; 2 3we %) = 4miV wed™K, (w)HP (w).

Die Funktion T, (by, by, b, by; ) ist wegen (1) eine symmetri-
sche Funktion von b,, b,, b; und b,, die Funktion T'5 (b;, by, b, by; {)
eine symmetrische Funktion von b,, b, und b,.- Uberdies folgt
aus der Definition von T, (b, by, b3, by; )

(20) T,, (by, by, b3, by; &) = 42 T, (by+4, ba+4, by+2, by+24; £).
Mit Riicksicht auf (15) hat man also

21) Ty(p+d —p—5d 9 do)=

= _T4(’1"" —p—btb+L—b+LE = _sz+1(2w)

in @hnlicher Weise erhilt man
(22) To(h—3—d + b In —bs Jw) = — Ky (2w)
und
2) T,(v—3 —b—1 b ho) = Kp(2w).
Aus (20) und (19) geht hervor
24) To3n P+ % b —dv 2 Twetni) =
= (2~ 3we~17)» T, (v, 1, 0, —v; 2-fwe—1n) =
= 2-0+22 ebvizi\/ Ky (w) HE (w);
ebenso beweist man
(25) T (3v—1, }p— 1% Lv, —Ir; 2-3weini) =
= 2-W Sy -2ebini/ n K,, | (w) HY_; (w).

Mit Hilfe von (20) und (17) findet man ganz analog

1
14)  WarsoN, [6], 78, Formel (8). Hf,) (w) ist die erste Hankelsche Funktion.
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(26) Ts(%"v %"’"*' ‘%‘: %"’, —%”; 2_%“’) = 2_374’%2”\/;[{27(1”) Jav ()
und
27) Ty@v—1, Pp—1 b, —Pr; 2-Hw) = 2 +5uw2VaK,, ((w) [ (w).
Aus der Definition der Funktion T, folgt 15)
(28) T3(3v+ % —d+3 b —d» $we—1m) =

= .;;{eimi T, +% P+ b — v
—eH T3y + §, —pr + § I, —d; Jweim)};

wegen (15) und (18) hat man also
(29) To(3v+ 3 —dv+ % b, —dv; Jwe i) =
= ebmi i {2K,, (2w) — mHE) (2w)}.
Infolge (15) und (18) gilt auch
(80) el Ty(dv + 4, —dv + 4, I —d» dw) +
e WET, (b + 3, —dr+ 1 by —ds Jueie) =
= 2nebvm {2K,,(2w) + miHg) (2w)}.

Aus (16), (18) und 19)
(81) K, (wet™) = —Lnie~bmiHP (w)
ergibt sich noch
(82) et T,(0, }, 3v, —3; 2-3wetmi) 4 e~ T, (0, 3, 3v, —}v; 2-Fwe-1m):
— 8V K, (w) {eb™ K ,(wet) + e~b7i K, (wedm)} =
— — iV K, (w) {HP () — HP (w)} = — 82V 7 K,)(w) Y, (w).
Auf analoge Weise findet man
(83) b T, (3, 3v + } 3» —dv; 27 3wel™) +
+e b T, (3, 3v -+ § 3v, —v 2 twe i) =
— — o-3r+3g2rpy/ g Ko (w) Yy (w)

und

15) Relation (28) ist ein Spezialfall von (12).
16) Fir (31) vergl. man MEUER, [8], 242, Formel (6).
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(88) T, (B —1, b—3d, b —hrs 2-Hwekm) +
+e T, (3 —1, bv— 4, by, —3»; 2-5wetw) =

= — 2738 227 /K,y ) (w) Yoy, (w).

§ 3.
Spezialfille der Hauptformeln.

Ich werde jetzt die wichtigsten Sonderfille der Relationen
(8), (5), (6), (7), (18) und (14) mitteilen.

1. Integraldarstellungen fir K, (z2).

Ich betrachte zunichst die vier Spezialfille mit « = 4» 4 4
und f=—3v+ % mit a=3+ 3 und f=—3r— 1, mit
a=3%—3und f=—3+ } und mit e« =4»— 3} und g =
= — 4»— 4 von (5). Diese Spezialfille ergeben, wenn ich (15),
(21), (22) und (23) successive benutze,

(85) K,(22) = 2i f I, (u?) Kyy(22u)u du,
M
(36) K,(2?) = i:‘ J.Iv+1 (w?) Ky (220 )uPdu,
M
(37) K@) =2 [ 1,y () Koy (220 udu
und :
(38) K, (&) = 2 [ 1,(u?) Kyy(20u)ubdu.
M

Die zwei Sonderfille mit « = 0 und 8 = } bzw. « = } und
B = 0 von (8) liefern infolge (19)17) (ich setze u = 2-%v)

(89) K, (2?) = e(i”%)m'f cos (3v?) K, (zv) HY (zv)v dv
L

bzw.

(40) K, (2?) = ei"”ifsin (302) K, (z0) HY (20)v do.
L
2 2

M T30 =(F) est 1y 0 = () eime
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Durch Addition der beiden letzten Relationen erhilt man

(41) K,(z?) = Lelbr+h)mi f e 4K (20) HO (z0)o do;
L

die Umkehrformel von (41) fiir die Laplacesche Transformation
kommt bei Hardy 18) vor.

Setzt man w=2%v mit a=% und B= v+ } baw.

«=4%v+ 3 und B =3 in (8), so findet man wegen (24)
(42) K, (z?) = 2v-1 22ve(r+b)miy/ g f T3 (30®) Kyp(20) HY (20)0>~2%dv
L
bzw.

(48) K,(2%) = 271 2% ezv”i\/;_[ J1-v (3v?) Kpy(z0) HY) (z0)v22vdo.
2

Aus (8), mit =24, a=3%r—1 und = 4r—1} bazw.
« =13 —121 und f=% —1 angewendet, folgt schlieBlich mit
Riicksicht auf (25)

(48) Ko(a2) = 27222 b7V [ Ty (30%) Kopoa(ew) HE), (wo)ot=2vd
L

bzw.

(45) K,(2*) = — 22z 2 mmivn [ [y, (30°) Koy y (20) HED; (o)t 20
L

Die Formeln (85), ..., (45) gelten alle fiir | argz| < }» und

beliebige Werte von » 19).
Mit Hilfe von K,(32) = K_,(2?) kann man aus den obigen Rela-

tionen noch andere Integraldarstellungen fiir K,(22) ableiten.
2. Integraldarstellungen fiir J, () und Y, (22).
Nimmt man « = §» +  und g = — 3» + } in (6) bzw. (18),
so erhalt man mit Riicksicht auf (29) bzw. (30)

(46) Jy(a?) = — = [ T (u2) {2Kop(2ou) — miHE)(22u)} 0 du

18) HarpY, [1], 188, Formel (2.5)..
19) Die bei (8) und (5) vorkommenden Bedingungen: » nicht ganz, a — § nicht
ganz, u.s.w. konnen in allen obigen Spezialfillen durch Grenziibergang beseitigt

werden.
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bzw.

(47) Y, () = — — f To(u?) {2K,(22u) + niHY (20u)} u du.

Setzt man « = —3» + 2 und = }» + 4 in (6) und in (18),
so findet man wegen (29) und (30)

(48) Ju(z?) = — %f]-v(uz){2Kw(2zu) — miH) (22u)} u du
und
(49) Y,(z2) = ——I] (u?) {2K 3y(22u) + 7iH)(22u)} u du.

Die Spezialfille von (6) und (18) mit o« =4 + } und
B=—%—4% mit a=—pp—% und =%+ % mit
«=4r—3% und f=—3%+ % und mit « =—3r+ 4 und
B = 3v— % liefern mit (46), (47), (48) und (49) verwandte
Beziehungen, ndmlich

o) = = f Tosr (42) {2Ky,,1(220) + miHD, | (22u)}uldu,

ernt

J,(2%) = _Ef J v (u?) {2K,,, (22u) + aiHY),, (2zu)}udu,

(&) = —_J. Jor (u ){2K2v 1 (22u) —MHg,)] 22u.) }uzdu
evﬂl .

Ty mz.’. Ty (w?) {2K21f—1 (22u) — miH, 8’)_1 (2zu)}u2du

und

1
Yy@) = — [ Ty (u?) {2Kyy,, (22u) — miHE), (20u)}urdu,
L

evﬂl
f Ty (u?) {2K,,., (20u) — miHY, | (22u)Yutdu,

1
- —;;f Joa(u?) (2K, ; (22u) + niH) | (22u)}udu,
L

Y, (:?) = e;z- f Topar (02) {2K,, ; (22u) + niHQD | (22u)}uldu.
L
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Obige Integraldarstellungen der Funktionen ], (2%) und Y, (22)
gelten alle fiir 3 > 0 und beliebige Werte von ».

Setzt man v = 274y mit « =0 und =} bzw. « = } und
f =0 in (7), so bekommt man mit Riicksicht auf (17) 20)

(50) T, @) =" [ cosh (§0%) K, (a) J,(ev)odo
M

bzw. K

(51) = ——J. sinh (3v?) K, (20) ], (zv)vdv.

Die Addition von (50) und (51) ergibt

(52) T(a) = = [ et K, (z0)], (w)odo;

die Umkehrformel von (52) fiir die Laplacesche Transformation
ist schon von Hardy 2!) gegeben worden.

Die vier Spezialfille mit «=3v und =3+ 4 mit
«=%+3und =%, mit a=%—1 und f=4— 4% und
mit « =3r—3% und p=%r—1 von (7) liefern wegen (26)
und (27) (ich setze wieder u = 2-1v)

2722

(58) T, () = = [ Ty (30 Ko ) Tpleohen-2o
M

2V

— [ I35 (3%) Kpp(#0) Jap (w0)0* 2o,
Va 3

(54) J,(2%) =

2V—lz 27-—‘1'

(55) J,(z%) = fI,,_i (3v2) Ky, _, (20) J o,y (20 )042dv
M

und

2= z""

(56) Jy(=*) = f Iy (30%) Koy (0) Ty (0)08~27do,
Die Beziehungen (50), (51) und (52) gelten fiir z > 0 und
beliebige Werte von ». In (58) und (54) ist 2 > 0 und R(») > — §;
in (55) und (56) ist 2 > 0 und R(») > .
0 1y @ = () Feosmt, 130 = (Z5) Finne
21) Harpy, [1], 188, Formel (2.6).
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Man bekommt die (50), (51), (52), (58), (54), (55) und (56)
entsprechenden Integraldarstellungen fiir Y, (22), wenn man auf
den linken Seiten der Beziehungen (50), ..., (56) immer J,(22)
durch Y, (22), auf den rechten Seiten aber [, (zv) bzw. ], (2v)
oder J,,_,(2v) durch Y,(2v) bzw. Y,,(2v) oder Y,,_,(zv) ersetzt;
die (58) entsprechende Relation lautet z.B.

(57) Y, (@) ==

ki [Ty (302) Kop(20) Y, (20) 0227 do.
44
M
Die hier betrachteten Integraldarstellungen der Funktion
Y, (2%) konnen leicht mit Hilfe von (32), (83) und (34) aus (14)
abgeleitet werden; Formel (57) folgt z.B. aus (14) und (38).
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