
COMPOSITIO MATHEMATICA

C. S. MEIJER
Neue Integraldarstellungen für Besselsche
Funktionen
Compositio Mathematica, tome 8 (1951), p. 49-60
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1951__8__49_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1951, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CM_1951__8__49_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Neue Integraldarstellungen für Besselsche
Funktionen

C. S. Meijer

von

Groningen

§ 1.

Hauptformeln.

In der vorliegenden Arbeit werde ich für die Funktionen

Kv(z), Jv (z ) und Yv(z) einige ziemlich allgemeine Integralformeln
ableiten, in denen viele nicht uninteressante Sonderfàlle enthalten
sind. Während in der Literatur schon sehr viele Integraldar-
stellungen der Funktionen Kv(z) und Jv(z) vorkommen, sind
bisher verhaltnismaBig nur wenig Integraldarstellungen für Yv (z)
gefunden worden. Die in der vorliegenden Note benutzte Methode
aber liefert zu jeder Formel für Jv(z) eine entsprechende für Yv (z).

Die hier erhaltenen Ergebnisse sind sehr nahe verwandt mit
denjenigen meiner neuerdings in dieser Zeitschrift erschienenen
Arbeit 1) über Struvesche und Besselsche Funktionen 2); einige
jetzt gefundene Beziehungen kônnen als Erweiterungen damals
gegebener Relationen aufgefaBt werden 3).
Ehe ich zur Ableitung der Hauptergebnisse übergehe, gebe.

ich eine Definition.

DEFINITION. Die Funktion

wird definiert durch 4 )

1) MEIJER, [5].
2) Man vergl. z.B. (35), (36), (37) und (54) der vorliegenden Note mit (75),

(76), (77) und (82) der Arbeit [5].
Einige Spezialfalle der Sâtze 9 und 10 von [5] sind neuerdings von Herrn KosR-

LIAKOV, [2], gefunden worden.
3) Man vergl. z.B. (40) der vorliegenden Arbeit mit (83) von [5].
18) pFq (al, ..., a,; bl, ..., bq; z) bezeichnet die verallgemeinerte hypergeo-

metrische Funktion. Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt.
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Hierin wird C =1= 0 und

vorausgesetzt; der Stern bedeutet, daB die Zahl 1 + bh bh
im System 1 -E- bh - b1, ..., 1 + bh - b4 gestrichen werden muB.

In § 2 werde ich einige Spezialfälle von T m (bl, b2, b3, b4; Ç)
naller betrachten. Jetzt aber werde ich zeigen, daB die Funktion
Kv(Z2) die folgende Integraldarstellung besitzt

Hierin wird z =1= 0,| ] arg z |  1/4n und v nicht ganz voraus-

gesetzt ; oc und f3 sind beliebige Zahlen mit 5)

Der Integrationsweg L besteht aus der imaginären Achse von
ooeim bis ôel"1 (ô&#x3E;o), dem im ersten Quadranten liegenden
Viertelkreis mit lkiittelpunkt u = 0 und Radius ô (von ôei’li bis
ô durchlaufen ) und dér positiven reellen Achse von à bis oo 6).

Relation (3) bekommt eine für gewisse Anwendungen be-

quemere Gestalt, wenn man u durch uel"1 ersetzt; wegen
ii (velni) = el).m Il(V) findet man dann

Hierin lâuft der Integrationsweg 1v1 von oeelfli bis ooe-ini.

5) Die in (3) vorkommende Funktion T4 hat einen Sinn (man vergl. (2) und (4)).
6) Setzt man U4 = v, so durchlâuft v die bekannte Schleife ( oo, 0-, (0). Formel

(3) würde aber eine für die Anwendungen weniger geeignete Gestalt bekommen,
wenn man u durch vi ersetzte.
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Die entsprechenden Integraldarstellungen für Jv(z2) lauten

und

In diesen beiden Beziehungen ist z &#x3E; 0; « und f3 sind beliebig
mit

Im Folgenden bezeichnen L und M stets die oben geschilderten
Integrationswege.
Beim Beweis von

bzw.

beliebige Zahlen mit

7) Man vergl. MEIJER,, [5], 353, Formeln (22) und (25). In [5] verwende ich
eine etwas andere Bezeichnung; die durch (1) definierte Funktion T,.(bl, b2, b3,b4; C)
wird dort mit S m(b1 - J, b2 - l, b3 - j, b4 - #; e2 bezeichnet. 

8) Die Voraussetzungen (10) bzw. (11) sind notwendig für die Konvergenz
der Integrale (8) bzw. (9) an der unteren Integrationsgrenze.
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Aus (8) ergibt sich somit s)

Hiermit ist (3) bewiesen 10).
Formel (6) folgt auf analoge Weise aus (9) ùnd

Die Hauptformeln für Yv(Z2) sind etwas komplizierter als

diejenige für Kv (z2 ) und f,,(Z2); sie lauten in der für die Anwen-

dungen geeignetsten Gestalt

und

In diesen beiden Beziehungen ist z &#x3E; 0 und v nicht ganz;
a und f3 sind beliebig mit

9) Zur Abkürzung setze ich T4(a, P, Iv, - iv; C) = T4(Ç); ferner benutze
ich die Beziehung ]Â (wen") = elni JA (zv).

10) Voraussetzung (10) darf bei (3) fortgelassen werden, da der Punkt u = 0
nicht mehr auf dem Integrationswege liegt.
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Obige Integraldarstellungen (13) bzw. (14) ergeben sich mit
Hilfe von

angewendet werden muB 11 ).

§ 2.

Hilfsformeln.

Die durch (1) definierte Funktion T m (b1, b2, b3, b4; Ç) ist ein

Spezialfall der Funktion

die ich in einer vorigen Arbeit 12 ) eingeführt habe; es gilt nàmlich

Folglich hat man 13)

11) Die Relationen (13) bzw. (14) kônnen auch aus (3) bzw. (5) abgeleitet
werden. (3) und (5) gelten nâmlich nicht nur für| arg z| 1  ln, sondern auch für
1 arg z | 1 = 1/4 n, falls a und P nicht nur den Bedingungen (4), sondem überdies
noch der Bedingung fi(a + P) &#x3E; - 1/2 genügen. Man sieht nun leicht ein, daB

(13) mit Hilfe von

aus (3) abgeleitet werden kann; ebenso folgt (14) aus (5).
12) MEIJER, [4], 11, Formel (6).
11) Man vergl. [4], Formeln (41), (42) und (48).
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Die Funktion T4 (bl, b2, b3, b4; Ç) ist wegen (1) eine symmetri-
sche Funktion von bl, b2, b3 und b4, die Funktion T3 (bl, b2, b3, b4; C)
eine symmetrische Funktion von bl, b2 und b3. Überdies folgt
aus der Definition von T m (bl, b2, b3, b4; C) .

Mit Rücksicht auf (15) hat man also

in âhnlicher Weise erhâlt man

und

Aus (20) und (19) geht hervor

ebenso beweist man

M it Hilfe von (20) und (17) findet man ganz analog

14) WATSON, [6], 78, Formel (8). Hl) (w) ist die erste Hankelsche Funktion.
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und

Aus der Definition der Funktion Tm folgt 16)

wegen (15) und (18) hat man also

Infolge (15) und (18) gilt auch

ergibt sich noch

Auf analoge Weise findet man

und

15) Relation (28) ist ein Spezialfall von (12).
16) Für (31) vergl. man MEIJER, [3], 242, Formel (6).
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§ 3.

Spezialfâlle der Hauptformeln.

Ich werde jetzt die wichtigsten Sonderfàlle der Relationen

(3), (5), (6), (7), (13) und (14) mitteilen.

1. lntegraldarstellungen für Kv (Z2).
Ich betrachte zunâchst die vier Spezialfâlle mit a = 1 v + i

Diese Spezialfälle ergeben, wenn ich (15),
(21), (22) und (23) successive benutze,

Die zwei Sonderfâlle mit a = 0 und (1 = ! bzw. x = 1/2 und
p = 0 von (3) liefern infolge (19) 17) (ich setze u = 2-iv)

bzw.



57

Durch Addition der beiden letzten Relationen erhâlt man

die Umkehrformel von (41) für die Laplacesche Transformation
kommt bei Hardy 18) vor.

Die Formeln (35), ..., (45) gelten allé fur j arg z |  1/4n und
beliebige Werte von v 19).

Mit Hilfe von Kv(z2 ) = K-v(Z2) kann man aus den obigen Rela-
tionén noch andere Integraldarstellungen für Kv(Z2) ableiten.

18) HARDY, [1], 188, Formel (2.5).
19) Die bei (3) und (5) vorkommenden Bedingungen: v nicht ganz, a - P nicht

ganz, u.s.w. kônnen in allen obigen Spezialfâllen durch Grenzübergang beseitigt
werden.
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bzw.

Setzt man oc = -!v + 1 und P = 1/2v + -1 in (6) und in (13),
so findet man wegen (29) und (30)

und

Die Spezialfalle von (6) und (13) mit a = Iv + I und
p = - !v -1/2, mit a = - 1/2v - 1/2 und f3 = Iv + 1/2, mit
a = 1/2v 2013 1/2 und f3 = -Iv + l und mit a = - )v + ) und
f3 = !v -! liefern mit (46), (47), (48) und (49) verwandte
Beziehungen, nâmiich
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Obige Integraldarstellungen der Funktionen Jv (Z2) und Yy (Z2)
gelten alle für z &#x3E; 0 und beliebige Werte von v.

die Umkehrformel von (52) für die Laplacesche Transformation
ist schon von Hardy 21) gegeben worden.

Die Beziehungen (50), (51) und (52) gelten für z &#x3E; 0 und

beliebige Werte von v. In (53) und (54) ist z &#x3E; 0 und 9î(v) &#x3E; -1/2;
in (55) und (56) ist z &#x3E; 0 und 91(v) &#x3E; l.

21) HARDY, [1], 188, Formel (2.6).
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Man bekommt die (50), (51), (52), (53), (54), (55) und (56)
entsprechenden Integraldarstellungen für Yv(Z2), wenn man auf
den linken Seiten der Beziehungen (50), ..., (56) immer Iv(z2)
durch Yv(Z2), auf den rechten Seiten aber Jv(zv) bzw. 12v(zv)
oder J2V-1(ZV) durch Yv(zv) bzw. Y2v(zv) oder Y2V-1(ZV) ersetzt;
die (53) entsprechende Relation lautet z.B.

Die hier betrachteten Integraldarstellungen der Funktion

Yv{Z2) kônnen leicht mit Hilfe von (32), (33) und (34) aus (14)
abgeleitet werden; Formel (57) folgt z.B. aus (14) und (33).
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