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1. Introduction. Présentation

1. Introduction

1.1. Dans cet article nous considérons l’ensemble A de toutes les métriques
riemanniennes sur une variété compacte fixe M. Le groupe D des difféo-

morphismes de M agit sur -6 par image réciproque. Toutes les notions
géométriques globales sur M sont intrinsèques, autrement dit équivari-
antes par changements de coordonnées globaux, i.e. par action des

difféomorphismes. Ainsi l’étude de l’espace des orbites de aY par
l’action de D, que nous notons Of (espace des structures riemanniennes),
apparaît naturellement comme une question intéressante.

1.2. Le premier résultat important dans l’étude locale de R, obtenu par
D. G. Ebin (cf. [10]) est l’existence d’une tranche de l’action de D sur A.

2. Sommaire des principaux résultats

1.3. Nous établissons ici une série de résultats dont certains avaient été
énoncés par A. E. Fischer (cf. [13]) en vue d’applications à la relativité
générale, en particulier:
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THÉORÈME V1.4: R est stratifié par des variétés I.L.H. 1 R(G)’ 1 W(G) étant
l’ensemble des structures riemanniennes dont la classe de conjugaison du

groupe des isométries est (G).

1.5. L’ensemble d’indexation est ici l’ensemble des classes de conjugaison
de sous-groupes compacts de D qui sont groupes des isométries d’au
moins une métrique sur M, groupes pour lesquels nous avons le théorème
suivant

THÉORÈME 111.23: Soit H un sous-groupe compact de D. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe une métrique sur M dont H est le groupe des isométries.
(ii) pour tout sous-groupe compact G de D contenant strictement H et

ayant les mêmes orbites que lui, il existe un point m d’une orbite principale
pour H où (02 T * M)Gm et (02 T * M)Hm sont distincts ((02 Tm*M)Gm désigne
les formes bilinéaires symétriques sur Tm M invariantes par Gm).

1.6. Ce théorème est un outil essentiel dans la preuve du théorème de

stratification et permet aussi de prouver

COROLLAIRE VI.8 : L’ensemble AG des métriques, dont le groupe des

isométries est G, est un ouvert dense de l’ensemble JI! b des métriques dont
le groupe des isométries contient G.

1.7. Pour prouver que 0,-f(G) est une variété I.L.H., nous prouvons le
résultat suivant

COROLLAIRE V.23: Soient G un sous-groupe compact de D, NG le

normalisateur et CG le centralisateur de G dans D. Alors NG est un sous-
groupe de Lie I.L.H. de D dont l’algèbre de Lie 9(G est somme directe de
CG (algèbre de Lie de CG) et de i7 (partie semi-simple de l’algèbre de Lie
de G).

1.8. Nous appliquons le résultat sur la stratification de à pour prouver

PROPOSITION VII.3: Au voisinage d’une structure riemannienne qui
admet une isométrie non triviale, W n’est pas une variété I.L.H.

1.9. Nous considérons encore l’application i qui à une métrique g
associe sa courbure scalaire pour laquelle nous prouvons

1 Au sens d’Omori, cf. [21 ].
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PROPOSITION VIII.8: i est une submersion I.L.H. sauf aux métriques g
où L 9 est une constante non négative.

3. Plan général

1.10. L’organisation générale de l’article est la suivante: au paragraphe
II, nous rappelons les résultats établis sur aY et les notions utilisées de
variétés I.L.H. et d’applications I.L.H. Au paragraphe III, nous rappelons
les résultats connus sur les actions des groupes compacts sur les variétés

compactes et nous établissons la propriété caractérisant les sous-groupes
compacts de D qui sont groupes des isométries d’une métrique. L’action
sur les métriques des difféomorphismes fixant fortement un point
(introduits au paragraphe IV) permet de construire la variété Rm,1
des structures riemanniennes pointées qui ’revêt’ R. Pour établir que
R(G) est une variété I.L.H., nous étudions au paragraphe V successivement
le centralisateur et le normalisateur de G dans D. Au paragraphe VI,
nous prouvons que R est stratifié ainsi que diverses propriétés d’incidence
des strates. Les applications présentées au paragraphe VII concernent
la structure de éP au voisinage des structures riemanniennes à isométries
non triviales et la propriété de relèvement des homotopies de la projection
03C0 de JI! sur R. L’opérateur différentiel définissant la courbure scalaire
est enfin étudié au paragraphe VIII.

II. Généralités. Notations

II.1. Soit M une variété compacte connexe de dimension n. iM : Tu - M

désigne le fibré tangent à M, O203C4M : 02 T* M ~ M le fibré des 2-tenseurs
symétriques sur M, posM : Pos ~ M le sous-fibré de O2iM des 2-tenseurs
symétriques positifs sur M. -d est l’espace des métriques riemanniennes
sur M, sections COO du fibré posM. A est un cône convexe positif ouvert
dans COO( 02 T* M) muni de la topologie C"0.
11.2. D désigne le groupe des difféomorphismes COO de M muni de la
topologie C °° . Il est connu que D est un groupe topologique (cf. [10]).
D agit à droite sur les fonctions sur M et les champs de tenseurs (et nous
continuerons à écrire à gauche les difféomorphismes !): soient X un
champ de vecteurs sur M, m E M et p E D, alors

Dans son action sur COO(02T*M), D préserve M : pour ç e D, gEJI!,
mEM et XETmM,
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II.3. Nous nous intéressons à f7i, espace des orbites de JI! sous l’action
de D muni de la topologie-quotient, que nous nommons espace des
structures riemanniennes : la projection de M sur M/D est notée n. Les
propriétés ’géométriques’ sont invariantes par difféomorphisme: l’opéra-
tion de passage au quotient préserve donc les relations d’équivalence
entre métriques qui sont d’origine géométrique.

1. I.L.H. variétés et I.L.H. morphismes

11.4. Nous utilisons une notion de variété de Fréchet utile dans notre

contexte, même si elle est assez faible: celle de variété I.L.H. due à

Omori (cf. [21] page 169).

II.5. DEFINITION : Un espace topologique V est une variété I.L.H.

modelée sur l’espace de Fréchet F (resp. une variété I.L.H. forte) si Y’ a
les propriétés (i) et (ii) (resp. (i)) et (ii) et (ii’)),

(i) j/ est une limite projective de variétés hilbertiennes COO Vi (i E N)
modelées sur une suite d’espaces de Hilbert (Ei)ic,, dont F est la limite
projective, telles que Ili :DYj pour j &#x3E; i,

(ii) pour tout x dans V, il existe des voisinages ouverts de coordonnées
Ui(x) de x dans j/i et des homéomorphismes t/1i de Ui(x) sur des ouverts
Vi dans Ei tels que si j &#x3E; i Ui(x)  Uix) et t/1iluJ = t/1j’

(ii’) lim U,(x) est un voisinage ouvert de x dans V.
Nous considérons que les Yi font partie de la donnée de V.

II.6. Définissons maintenant une notion d’application I.L.H. entre

variétés I.L.H.

DEFINITION : Soit e: V ~ V’ une application entre variétés l.L.H.

q, est une application I.L.H si q, est limite projective d’applications
cooq,i : j/j(i) ~ V’i pour un certain j(i) telles que

0 est d’ordre  k si j(i) peut être pris inférieur à i + k pour tout i.

11.7. REMARQUE : Pour une application I.L.H. le fait d’être d’ordre  k
n’a de sens que parce que nous considérons que les j/i font partie de la
structure I.L.H. de V.
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2. Le groupe D des difféomorphismes de M

11.8. D est une variété I.L.H. forte (cf. [21] page 173) obtenue par limite
des variétés de Sobolev DS.1 Il est classique que TdD = C’(TM). (Nous
le noterons dans la suite en tant qu’algèbre de Lie du groupe D). D est
en fait le modèle local de D. Rappelons comment les cartes de D sont
construites: on choisit une métrique g sur M et, pour un champ de
vecteurs suffisamment ’petit’ X E D, on définit, pour m c- M, Exp (X)(m)
comme le point de M au temps 1 sur l’unique géodésique issue de X(m)
paramétrée proportionnellement à son abscisse curviligne. On vérifie
aisément que Exp (X) est dans D pour X dans un voisinage U de 0
dans (qu’on peut définir par maxmEMg(X(m), X(m))  C2 où cg est

le rayon de convexité de g).

11.9. De plus il est clair que si on change la métrique g avec laquelle
la construction est faite, on trouve une nouvelle carte qui donne une
structure équivalente à la précédente. En effet Exp : U --&#x3E; D est en fait

QprlB)Exp:XBprloExpoX où Exp:TM-&#x3E;MxM est l’application
exponentielle classique déduite de g. Pour deux métriques g et g’, la
courbe de métriques tg + (1- t)g’(t E [0, 1]) permet d’exhiber la difféotopie
Expgt entre Expg et Exp., (si l’on se souvient que pour une famille com-
pacte de métriques, il existe un nombre e minorant les rayons de convexité
de la famille de métriques: cf. [11] p. 59). Le choix d’une métrique
adaptée au problème étudié apparaîtra comme indispensable dans la
suite.

II.10. D est de plus un groupe de Lie I.L.H. puisque la multiplication à
droite x : 03C8 ~ t/1 0 qJ est COO I.L.H. pour ç E D ainsi que la multiplication
à gauche Qp : t/1  cp 0 t/1 (pour celle-là c’est plus difficile, cf. [11] p. 82).

Exp : U --&#x3E; D est bien sûr une application I.L.H. d’un ouvert U de 1)
dans D.

Enfin dans D la prise de l’inverse cp F+ 9 - 1 est encore une application
I.L.H. (c’est aussi délicat, cf. [21] page 175).

3. Le théorème de la tranche pour l’action de D sur M

II.11. JI! est de façon évidente une variété I.L.H. forte modelée sur
COO(02T*M) puisque aV est un ouvert de COO(02T*M). L’action de D sur
JI! n’est pas nécessairement libre: il peut exister en g e M des difféo-
morphismes cp tels que cp(g) = g : les isométries de g. Ce groupe d’isotropie
D. est d’après le théorème de Myers un sous-groupe de Lie compact
de D (cf. [20]).

1 Dans la suite, s est toujours supposé assez grand.
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II.12. Deux propriétés de l’action sont cruciales.
D’abord l’orbite de g, soit D . g, est une sous-variété fermée de JI!

difféomorphe à Dg BD (la démonstration d’Ebin pour munir Dg BDs d’une
structure de variété ne permet pas exactement de munir DgBD d’une
structure de variété I.L.H., mais dans [22] page 90 Omori résoud cette
difficulté car 1) g est défini comme noyau d’un opérateur elliptique, voir
paragraphe suivant 11.13.)

D’autre part on prouve un théorème de la tranche pour l’action, i.e.
il existe une sous-variété T de M passant par g telle que

(iii) il existe une section x définie sur un voisinage hde g dans D. g de
l’application 9 H qJ(g) telle que l’application de Tl x T dans JI!
définie par (h, k) ~ x(h)(k) est un homéomorphisme sur son image.

Pour une preuve de cette propriété, voir [10] pages 28 et 30.

11.13. Le théorème de la tranche se démontre en calquant la preuve du
théorème analogue pour l’action d’un groupe compact sur une variété
de dimension finie. En effet M est muni d’une métrique riemannienne
canonique ( , &#x3E;0 invariante par D, à savoir en g e M pour h, k E Tg M,

(où Vg désigne la mesure de volume déduite de g). Cette métrique étant
faible, on doit prouver qu’elle admet une connexion COO et une application
exponentielle, ce qui peut se faire (cf. [11] page 140). De plus l’espace
tangent en g à D. g est l’image de 1) par l’opérateur différentiel noté

ô*: D ~ COO( 02 T* M) défini par

dont l’adjoint pour , &#x3E;0 noté ô’ 9 (qui est, une sorte de divergence des
tenseurs symétriques) permet de définir l’espace normal à D. g: k est
normal à D. g si et seulement si ô’ 9 k = 0. L’espace tangent en g à Tsera
Ker ô’ 9*
Nous nous réfèrerons à la décomposition:

comme étant celle de Berger-Ebin, cf. [2] page 383.

4. Action d’un groupe I.L.H. sur une variété I.L.H.

11.14. Nous allons prouver une extension aux variétés I.L.H. d’une con-
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dition suffisante pour que l’espace des orbites d’une variété sous l’action
d’un groupe admette une structure de variété. Pour cela précisons ce
que nous entendons par une action I.L.H. d’un groupe de Lie I.L.H.

sur une variété I.L.H.

II.15. DEFINITION : Soient une variété 7.L.N., F un groupe de De I.L.H.
On dit que T agit de façon Coo, k I.L.H. sur j/ si ri+ k agit sur j/i de façon
C°°, si l’application de r x 1,,’ ---&#x3E; j/ est un I.L.H. morphisme et si pour tout
y c- F, y : Y’ --&#x3E; Y’ est un I.L.H. morphisme d’ordre  0.

Il.16. PROPOSITION: Soit T un groupe I.L.H. agissant de façon C~, k
sur une variété I.L.H. j/. Supposons

(i) que le groupe 0393 i + k agit librement et proprement sur j/i pour tout i,
(ii) que pour tout v c- Yi, l’application de ri+k dans Y’i qui à y associe

y(v) est une immersion,
(iii) qu’une tranche de l’action de r sur V et les applications de projection

associées peuvent s’obtenir par limite projective de tranches de l’action de
0393i + k sur j/i et des applications associées.

Alors V/0393 a une structure de variété I.L.H. forte et V~V/0393 a une
structure de fibré principal I.L.H de groupe structural r.

II.17. DEMONSTRATION : Remarquons d’abord que les hypothèses de la
proposition permettent de mettre sur j/ilri+k une structure de variété
hilbertienne dont un modèle local est donné par T tranche de l’action
de 0393i + k sur j/i d’après [4] page 63. De plus, puisque y : ̂//’i -&#x3E; Y’i est
un morphisme d’ordre  0 d’après le caractère C~,k de l’action de Fi, k
sur Vi, nous avons un système projectif de variétés j/ilri+k dont la
limite est V/F à cause de l’hypothèse (iii) qui relie le modèle local de
V/jT, à savoir T, aux T . Nous obtenons ainsi une structure de variété
I.L.H. forte sur V/0393. Le fait que V~ Y’IF ait une structure de fibré
principal de groupe structural r résulte de ce que les projections
1(’-i &#x3E; ’’-il,’i+k ont cette propriété.

II.18. L’action de D sur JI! est une action COO, 1 I.L.H. de façon évidente.
Nous avons vu que l’action admettait une tranche qu’on peut construire
avec la propriété (iii). La propriété (ii) est aussi vérifiée pour cette action,
mais par contre la propriété (i) n’est vérifiée qu’aux points de A où
le groupe d’isotropie est réduit à l’identité, i.e. aux métriques sans autre
isométrie que l’identité de M: nous notons cet ensemble MId. Jl!Id est
un ouvert de JI! d’après un corollaire du théorème de la tranche; d’après
la proposition II.17, -#,d --+ RId = -’#Id/D est un fibré principal de groupe
structural D.
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II.19. Remarquons tout de même que D agit proprement sur JI!. (Pour la
signification de propre, nous suivons Bourbaki). D’après [3] page 117,
l’action étant continue et les espaces métrisables, il suffit de prouver que
toute suite de points d’une orbite convergeant vers un point de JI! se
relève en une suite de difféomorphismes convergente dans D (vrai d’après
la proposition G.13 de [10] page 28). Cette remarque sera utilisée

ultérieurement en IV.6 et V.24.

III. Groupe des isométries d’une variété compacte

111.1. Tous les groupes considérés sont des sous-groupes de D, donc des

groupes géométriques et non abstraits. Ils agissent par suite effectivement
sur M. Nous nous intéressons aux sous-groupes compacts de D.

1. Sous-groupes compacts de D

D’après le classique théorème de Myers-Steenrod (cf. [20]), pour
g E M, Dg est un sous-groupe de Lie compact de D.

111.2. PROPOSITION : Soit G un sous-groupe compact de D. Il existe une

métrique sur M telle que G c Dg, i.e. dont G est un groupe d’isométries.
Par suite G est un groupe de Lie.

La preuve est classique et, étant donnée une métrique g 1 sur M,
consiste à prendre la moyenne g de gl par rapport à la mesure de Haar
de G. G est alors un sous-groupe fermé du groupe de Lie Dg, donc un
groupe de Lie lui-même

111.3. REMARQUE: D. désigne le groupe des isométries de g par opposi-
tion à tout sous-groupe fermé de Dg dont nous dirons qu’il est un groupe
d’isométries de g. La différence s’avèrera cruciale dans la suite du chapitre.

111.4. Soit e l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie compact G. Puisque G
est compact, % est réductive, ce qui signifie que e = Y Q V, où e est
le centre de W (donc une sous-algèbre abélienne) et i7 semi-simple. Si
G est le revêtement universel de G et (G)° sa composante connexe de
l’identité, alors (û)" = Z x S où Z est un groupe de Lie abélien Rk,
et S un groupe de Lie semi-simple simplement connexe.
A propos du groupe fondamental ni(G), nous avons le lemme suivant:

111.5. LEMME: nl(G°) est dans le centre de GO, et de plus la projection
de n 1 (GO) sur Z contient un réseau.
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En effet nl(G’) est un sous-groupe discret distingué de Û’. Donc pour
tout x de Co et tout a de n 1 (G’), x a x -1 E nI (GO). L’application x -&#x3E; x a x -1
étant continue et n 1 (GO) discret, l’image de Co est connexe, donc réduite
à a. L’image de Z dans GO devant être compacte, nl(GO) (qui est discret)
contient en projection sur Z un réseau. a

111.6. LEMME: Tout groupe de Lie compact G est engendré par sa
composante connexe de l’identité Go et un nombre finie de racine.s de
l’identité.

D’abord G, étant compact, a un nombre fini de composantes connexes.
Il suffit donc de montrer que dans chaque composante connexe il y a
au moins une racine de l’identité. Soit G1 1 une composante connexe de
G et 9 E G 1. G étant compact, le sous-groupe fermé de G q, = {qJn, nEZ}
est un groupe abélien. Par suitepo est un tore. Si 0’ = {Id}, la proposition
est prouvée; sinon il existe une puissance de 9, soit cpl, telle que qJl E q,°.
Donc cpl = 6xp X pour un élément X de 9 (Exp désigne l’exponentielle
du groupe de Lie). Par suite t/1 = qJ’ lffxp ( - X Il) est dans la même

composante connexe de G que cp et t/1l = Id, puisque 4l est commutatif. /

111.7. REMARQUES:

(i) On en déduit aisément dans le cas où G est un sous-groupe de D
que les composantes connexes de D contenant un élément d’un groupe
d’isométries sont de torsion dans le groupe DIDO. Pour une application
dans le cas où M = T n, , cf. [7] page 25.

(ii) Si cp est une isométrie d’une métrique g, alors ç préserve tout ce
qui est défini en termes de la métrique: connexion de Levi-Civita,
distances, application exponentielle (pour laquelle la relation suivante
est vérifiée:

2. Action d’un groupe compact sur une variété compacte

111.8. Introduisons quelques notations pour une telle action à gauche.
Soit m E M, G. m désigne l’orbite de m. Alors G. m est difféomorphe à
GmBG où Gm désigne le groupe d’isotropie en m. De plus si on considère
Gm. pour m’ = cp(m), alors

ainsi la classe de conjugaison notée (Gm) reste constante le long
de l’orbite G. m: c’est le type du sous-groupe d’isotropie. Enfin
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MH = {pEMIGp = HI est un fibré principal à droite à groupe structural
r = NH/H (N H désigne le normalisateur de H dans G) et M(H) =
{pEMIGpE(H)} est difféomorphe de façon équivariante au fibré

GlHxFMHGIHx,MH est obtenu en identifiant dans G/H x MH
(gH, p) et (gH - y, y -1 p) pour y E T ) (cf. [16JJ page 7).

111.9. Comme G agit à gauche sur M, les champs de vecteurs invariants
à gauche sur G ne sont pas en général projetables sur M. Par contre
les champs de vecteurs invariants à droite, eux, sont projetables. En effet,
si nous nous restreignons à l’orbite de m dans M, soient nm la projection de
G surGmBG G. m et X E Td G; alors pour p E G la courbe n,,,(&#x26;xp (sX)ç)
(Exp est l’exponentielle du groupe de Lie) a pour dérivée en

cp(m) Tnm(TRp(X)), soit Tnm(X(cp)) si X est invariant à droite. Les iso-
métries infinitésimales de l’action (encore appelées champs de Killing)
sont les champs invariants à droite sur G. On rappelle à cette occasion
qu’en l’identité le crochet de deux champs invariants à droite est l’opposé
du crochet des champs invariants à gauche ayant même valeur à l’identité.

III.10. Il existe un type d’orbites dit principal, dont le groupe d’isotropie
est en quelque sorte minimum: son type est noté (H). Il est caractérisé
par le fait que la représentation linéaire d’isotropie sur la tranche est
triviale, i.e. l’image de Gm dans Gl(TmMjTm(G’ m)) est l’identité seulement.
Soit M(H) la réunion de ces orbites: leur complémentaire est au moins
de codimension 1: M(H) est un ouvert dense de M (pour tout cela dans le
cas où G est connexe, cf. [15] page 713, l’extension au cas où G est compact
non nécessairement connexe étant facile). De plus M(H) ’ GBM(H) est
un fibré de fibre G/H. Dans l’espace des orbites de M : GBM (qui est un
espace métrique de façon claire),GBM(H) est donc un ouvert partout dense
régulier qui a une structure de variété.

3. Groupe des isométries d’une métrique

III.11. Nous nous proposons de caractériser les sous-groupes compacts
de D qui sont groupes des isométries d’une métrique sur M.
Une réponse partielle est déjà donnée par la proposition suivante.

111.12. PROPOSITION: Soient G le groupe des isométries d’une métrique
sur M et H un sous-groupe fermé de G. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe une métrique sur M qui n’est pas invariante par G ou un
de ses conjugués, mais qui est invariante par H.

(ii) il existe une orbite de H distincte d’une orbite de G ou, en un point m
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d’une orbite principale pour H, (02T,:M)Hm est distinct de (02T,:M)Gm
(( 02 r,: M)Hm désigne l’espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques
sur Tm M invariantes par Hm).

111.13. (a) (i) =:&#x3E; (ii)
Supposons qu’il existe une métrique g invariante par H et non in-

variante par G ou un de ses conjugués. La seule chose à prouver est que
dans le cas où G et H ont les mêmes orbites, il existe un point m d’une
orbite principale où les formes bilinéaires sur Tm M invariantes par G.
et Hm sont distinctes. Supposons le contraire: soient m un point d’une
orbite principale et p E G. Evaluons qJ(g)(m). Soit 03C8 un élément de H
tel que 03C8(m) = cp(m) (un tel élément existe d’après l’hypothèse sur les
orbites de G et H).

puisque g est H-invariante.
Comme t/J-lcp E Gm et que toute forme bilinéaire sur Tm M invariante

par Hm est invariante par Gm,

La réunion des orbites principales étant dense dans M, et g et cP(g)
étant continues, cp(g) = g partout et nous avons une contradiction.

III.14. (b) (ii) =&#x3E; (i)
Commençons par le cas où G et H n’ont pas les mêmes orbites. Nous

allons partir d’une métrique g dont le groupe des isométries est G et
la perturber par un tenseur symétrique h. Pour t assez petit, g + th a une
unique projection sur D. g qui peut s’écrire qJig) pour une famille de
difféomorphismes dépendant différentiablement de t (d’après la démon-
stration du théorème de la tranche où l’on prend une section COO de la
projection D --&#x3E; GBD). Supposons que pour une suite de valeurs tn tendant
vers 0 le groupe des isométries de g + th soit exactement cpt-lGcpt (d’après
le théorème de la tranche, on sait déjà que Dg+ th c CPt- 1 GCPt). Choisissons
03C8 dans G et considérons l’égalité

Les deux membres ont des dérivées en t = 0, qui doivent ainsi être
égales. Si X désigne le jet d’ordre 1 de la famille de difféomorphismes
qJt’ nous obtenons

Comme E G, tjJ(g) = g et tjJ(!£ xg) = !£ tjJ(X)g. D’où la relation
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Ainsi si nous construisons h, invariant par H, tel qu’il existe tjJ E G
pour lequel 03C8(h) - h ne soit pas la dérivée de Lie de 9 par rapport à un
champ de vecteurs, Dg + th pour t assez petit sera distinct de G et de ses
conjugués tout en contenant H.

111.15. L’idée pour construire h est la suivante: choisissons une orbite
de H, soit H. m qui n’est pas une orbite de G. Nous pouvons alors trouver
un élément 03C8 de G tel que l’image par 03C8 d’un voisinage de m dans l’orbite
ne rencontre pas ce voisinage. En effet si les orbites H. m et G. m ont
même espace tangent en m, elles diffèrent par leurs composantes connexes,
auquel cas la propriété est claire. Sinon nous pouvons prendre pour
un difféomorphisme de G de petit déplacement obtenu dans le flot d’un
champ de vecteurs de Killing de G (tangent à G. m donc) transverse à
H- m.

Prenons pour h le produit de g par une fonction positive f à support
dans un ’petit’ voisinage de l’orbite de H qui ne dépend que de la distance
(par rapport à g) à H. m, donc qui est invariante par H. Ainsi 03C8(h) - h
est un tenseur conforme à g puisque E G. Or les tenseurs conformes à
g qui s’écrivent Y,g pour un certain champ de vecteurs Y forment un
espace vectoriel de dimension finie, image par l’application X ~ divg X · g
de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs conformes pour g, (cf. [18]
page 310). Remarquons que la construction que nous avons faite contient
par le support de f une infinité de paramètres comme le montre le lemme
suivant :

111.16. LEMME: Soit (fn) une suite de fonctions telle que la suite des
intersections des supports avec un fermé fixe (d’intérieur non vide) soit
une suite strictement croissante de fermés. Alors les ( fn) forment un
système linéairement indépendant.

Soit Fn = Supp fn n F. Si Zi k = 1 xi fi = 0, alors en évaluant cette

égalité en un point de F, où fI -~ 0, puis en un point de Fln CF2 où
fi et f2 ne sont pas nulles, et ainsi de suite nous prouvons que tous les ai
sont nuls puisque le système linéaire de k équations à k inconnues
ainsi obtenu est triangulaire supérieur à diagonale sans zéro, donc
inversible

Suite de la démonstration de la proposition 111.12

Il est donc possible de choisir f de telle sorte que 03C8(h) - h ne soit pas
tangent à l’orbite de g ; en fait l’espace de ces tenseurs symétriques est


