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Introduction

Soient N /Q une extension galoisienne et G son groupe de Galois. On
note Oy la cloture intégrale de Z dans N et 0 un ordre maximal de
QI[G] contenant Z[{G]. Le O-module OOy est projectif et Jacques
Martinet a conjecturé: 0Ox est stablement libre. Lorsque I’extension
N/Q est modérément ramifiée cette conjecture a été vérifiée par A.
Frohlich ([5]).

L’algébre Q[G] est isomorphe a un produit d’algebres simples:
Q[G]1=1I; A; T'ordre maximal se décompose en un produit: € =11, 0;
ol 0; est un ordre maximal de A,. Pour que OOy soit stablement libre, il
faut et il suffit que chacun des 0,0y le soit; cela revient a dire que dans
les centres k; des A; des idéaux I, sont principaux (principaux et
engendrables par un élément totalement positif dans certains cas).

Si G est un p-groupe, les seules places ramifiées dans les extensions
k:/Q sont celles au-dessus de p et elles sont principales (principales et
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304 Jean Cougnard [2]

engendrables par un élément totalement positif si p =2 et si k; est réel).
Dans ce cas, on peut associer a chaque 0,0y un idéal J; de k; principal
(principal et engendrable par un élément totalement positif le cas
échéant); cet idéal coincide avec I, sauf aux places au-dessus de p ce
qui permet d’énoncer:

THEOREME: Lorsque G est un p-groupe, le O-module OOy est
stablement libre.

Compte-tenu du résultat de A. Frohlich rappelé ci-dessus il était
alors permis d’espérer que la conjecture de Jacques Martinet soit
vérifiée. Il n’en est malheureusement rien, un contre-exemple ayant été
construit (J. Cougnard, contre-exemple a une conjecture de Jacques
Martinet, Fourth working research symposium on Galois-module
structure and L-functions, Durham 1975, a paraitre).

Sans les conseils et les encouragements de Jacques Martinet ce
travail n’aurait pas vu le jour, qu’il me soit permis de lui exprimer ici
ma gratitude.

Chapitre I. RAPPELS

Tous les modules seront supposés étre a gauche.

1. Modules sur les ordres maximaux

Soient O, un anneau de Dedekind de corps des fractions k et V un
k-espace vectoriel de dimension finie. Dans tout ce qui suit on
supposera que k est un corps de nombres algébriques. Soient X, et X,
deux O-réseaux de V, on notera yo, (X, X>) 'invariant relatif de ces
réseaux (pour la définition et les propriétés voir [7]).

Soient A une k-algébre semi-simple de dimension m et @ un ordre
maximal de O, dans A. L’ordre O contient la cloture intégrale de O
dans le centre de A; en particulier, O contient les idempotents du
centre. Si on désigne par {e;} la famille des idempotents irréductibles du
centre, orthogonaux deux a deux, A; = ¢ A est une algébre simple,
0, = ¢0 est un ordre maximal de O, dans A; et on a A =1l;; A,
O =11, 0; (cf. [1]).

Un O-module M sans torsion est projectif ([1]), il sera O-stablement
libre si et seulement si M; = eM est O; stablement libre. Nous
supposerons donc dans la suite de ce paragraphe que A est une
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k-algébre simple, soient C son centre et O¢ la cloture intégrale de O,
dans C.

Si le module M est de rang r, on sait qu’il existe un idéal & gauche
fractionnaire de O tel que M = 0""'®I ([8)]).

On sait définir la norme réduite dans une algébre centrale simple;
cela permet d’associer a un idéal fractionnaire (donc localement libre) I
de 0 un idéal fractionnaire de O, noté N,.«(I) et défini localement. On
démontre aisément:

PROPOSITION 1.1: Lorsque A est une k-algébre simple de rang t* sur
son centre C et I un idéal fractionnaire localement libre de O, on a:

NiedI)' = x0,(0, I).

Le théoréme suivant est essentiellement di a Eichler:

THEOREME 1.1: L’idéal I est O-stablement libre si et seulement si
N..o(I) est un idéal principal (principal totalement positif lorsque A est
une algébre de quaternions totalement définie).

Si A est une k-algebre centrale simple, on a alors A = M,(D) ou D
est un corps gauche de centre k. Soit A un ordre maximal de O, dans
D, alors M,(A) est un ordre maximal de O, dans A (cf. [1]). Soit I un
idéal a gauche de M,(A). On note ¢; (1 <1, j <t) la matrice dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui de la i-eme ligne, j-¢me colonne qui
vaut 1. On a une décomposition de I comme O,-module: I = @;_, e;l.
Les el sont des O.-modules isomorphes, I'isomorphisme de eI dans
e:] étant la multiplication & gauche par e;. On en déduit:

PRroOPOSITION 1.2: Soit I un idéal a gauche fractionnaire de M,(A),
avec les notations précédentes on a:

Xox (Mt(A), I) = )(ok(eth(A), e,,I)'.

2. Caracteres induits et représentations induites

DEeFINITION I.1: Soient G un groupe et H un sous-groupe de G,
W CV deux k-espaces vectoriels tels que H opére sur W et G sur V.
Si les conditions suivantes sont réalisées:

(a) W est un sous-module de V considéré comme k[H]-module
b) V=0;cemsW.
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On dit que la représentation V de G est induite par la représentation
W de H.

DeFINITION 1.2: Soit ¢ (resp. ) le caractére de H (resp. G) obtenu a
partir de W (resp. V) on dit que ¢ est le caractére de G induit par le
caractére ¢ de H. On note = ¢ * ou encore ¢ = Ind§ ¢.

Soit T (resp. U) la représentation matricielle de H (resp. de G)
fournie par le H-module W (resp. G-module V). On peut expliciter U
al’aide de T de la fagon suivante: si T est une représentation de degré
r,[G:H]=tet G =U!_, gH,alors U(G) est une matrice a rt lignes, rt
colonnes divisée en t* blocs de matrices a r lignes, r colonnes de sorte
que dans la i-eme colonne de blocs, j-¢me colonne de blocs on trouve
T(g;i'gg)oul'onaposé T(g;'ge;) =0sig;'ge;& H et T(g;'gg) = T(h)
si g;i'gg: = h € H (cf. [3]).

Soient H CG et A un facteur simple de Q[H] associé a un caractére
absolument irréductible & On suppose que p = £* est absolument
irréductible et que le facteur simple de Q[G] associé & u est isomorphe
a M, (A)(our=[G:HY).Ondésigne par O, (resp. A,) I'image de Z[H]
(resp. Z[G]) dans A (resp. M,(A)).

ProposITION 1.3: Si O est un ordre maximal contenant O, la
surjection de Q[G] sur M,(A) peut étre choisie de sorte que M, (0) soit
un ordre maximal contenant A,,.

DEMONSTRATION: Si A est une algébre de matrices sur son centre k,
les images des éléments h de H donnent une représentation matricielle
dont le caractére est £ Par le procédé du §2, on construit la
représentation induite, ce qui nous donne la surjection voulue.

Si A = M,(D) oit D est un corps gauche de dimension n? sur son
centre k, on choisit une extension algébrique K de k qui soit un corps
neutralisant de D. Soit p(h) I'image de h dans A, I'image de 1&®p(h)
dans K ®). M, (D) donne une représentation absolument irréductible de
H. On construit la représentation induite ce qui nous donne p(g) €
M,,.»(K). Cette construction montre que dans l'injection de M,(A)
dans KX M,(A), p(g) est I'image d’un élément de M,(0).

3. Structure de ’algebre d’un p-groupe sur le corps des rationnels

Précisons les notations que nous utiliserons pour désigner certains
p-groupes.
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Soit p un nombre premier. Pour tout entier positif n, on désigne par
I, le groupe cyclique d’ordre p".

Pour p =2, n =2 soit J ={l, 7} un groupe cyclique d’ordre 2 et A,
une extension de J par I, Un relévement 7 de 7 opére sur I, par
automorphisme intérieur. On pose A, =D, si pour tout a dans
I, fa7' = a ' et si A, est produit semi-direct de I par J. Le groupe D,
est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2"*'. On pose A, = H, si pour
tout a dans I, on a a7 '=a"' et s’il n’y a pas de relévement de 7
d’ordre 2. Le groupe H, est isomorphe au groupe quaternionien
d’ordre 2"

Pour p =2, n=3 on pose A, =M, si pour tout a dans I, 7a7™' =
a """ et si A, s’identifie au produit semi-direct de J par I,.

Rappelons qu’étant donné le caractére y d’une représentation p d’un
groupe G, on note Ker y le noyau de p. On peut alors énoncer le
théoréme suivant dont on trouvera une démonstration dans ([4]).

THEOREME 1.2: Soient G un p-groupe et y un caractere absolument
irréductible de G ; il existe un sous-groupe H' de G et un caractére n de
H' tels que:

(@) Q) =Q(n)

® y=n*

(c) le quotient de H' par Ker 1 est isomorphe a I’un des groupes I,
D,, H, ou M,. On dit alors que { est du type I, (resp. D,, H,, M,,).

Donnons quelques indications sur les représentations absolument
irréductibles des groupes I, D,, H,, M,. On note ¢, une racine primitive
p"-ieme de l'unité et h un générateur de I,.

Toutes les représentations absolument irréductibles de I, sont de
degré 1. Par construction 7 est le caractére d’une représentation fidéle
de I,. Le théoréme 1.2 montre que pour les caractéres de type I, le
facteur simple de Q[G] associé & n* est Mc.x(Q(n)). La clbture
intégrale de Z dans Q(n) est Z[n]. Avec les notations de la proposition
1.3, A, est inclus dans Mc.m(Z[n)).

Dans les groupes D,, H,, M, posons Tar_
appartenant au sous-groupe I,.

Dans les cas des groupes D,, M, on obtient des représentations
absolument irréductibles et fidéles en envoyant h sur la matrice

I(l) ;ﬁ‘_g; et 7 sur (1) l"jlg"l.
Les caracteres de ces représentations sont a valeurs dans Q(¢, + 7).
Ces représentations étant rationnelles sur ce corps, les facteurs simples
des algeébres de groupes associées a leurs caractéres sont isomorphes a

'=a" quel que soit a
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M,(Q(, +¢1). On en déduit que si un caractére absolument
irréductible ¢ d’'un 2-groupe est du type D, ou M, le facteur simple
associé a ¢ est My.u(Q(¢)).

Dans le cas d’un groupe H, on obtient une représentation absolu-
ment irréductible et fidéle en envoyant:

0 —

& |
1ol

0 ¢ et 7 sur

h sur

Le caractére de cette représentation est a valeurs dans Q(¢ + "), mais
la représentation ne peut étre obtenue par des matrices a coefficients
dans ce corps. Le facteur simple de Q[H, ] associé est le corps gauche
H. =Q(s,t) de centre Q(f, +¢.") ol s et t vérifient les relations
s¥'+1=0, t?+1=0, tst '=s"". Si le caractére absolument
irréductible ¢ d’un 2-groupe G est du type H,, le facteur simple qui lui
est associé est Mg.q4(H,.).

Remarquons que pour les groupes D,, H, et M, le facteur simple de
I’algebre de groupe associé aux caracteres indiqués ci-dessus est de
dimension 2"~' sur Q. Comme chacun des trois groupes posséde un
sous-groupe invariant d’ordre 2, les caractéres non conjugués des
précédents ne sont pas des caractéres fidéles.

Etant donné un caractere absolument irréductible  du type D,
(resp. H,, M,)), on peut appliquer la proposition 1.3. On constate que
dans les cas D,, M,, 'ordre maximal M. .u(Oaq,) contient A,,. Dans le
cas H,, si 0 est un ordre maximal de H, contenant s et t, A, est inclus
dans MG.y(0).

Remarquons que dans chacun de ces cas le caractére est induit par
un caractére de degré 1 a valeurs dans les racines p"-iemes de 'unité.

THEOREME 1.3: Soient G un p-groupe et A un facteur simple de
Q[G]. Le centre de A est un sous-corps k d’un corps de racines d’ordre
p " de l’unité. Soit A la projection de Z[G1] sur A et O un ordre maximal
contenant A alors, A et O coincident localement, sauf éventuellement en

p.

DEMONSTRATION: La premiére partie résulte de la discussion
précédente. Le discriminant de O relativement a la trace de A sur Q
divise le discriminant d’un ordre maximal contenant Z[G], donc divise
le discriminant de Z[G], c’est-a-dire [G : 11" qui est une puissance de
p. Lorsqu’on localise en (€) # (p), les discriminants de Z,[G] et O, sont
égaux. L’inclusion Z,[G]CO, est donc une égalité.

En particulier, A, contient 'anneau des entiers du centre de A.. En
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conséquence, si & est une place du centre de A, au-dessus de (¢), et si [
est un idéal de A, on pourra parler de l'invariant xo,(Ag, o).

4. Conséquences pour les anneaux d’entiers

Soient N /Q une extension galoisienne de groupe de Galois G et Oy
la cl6ture intégrale de Z dans N. L’anneau Ox posséde une structure de
Z[G]-module. Soit @ un ordre maximal de Q[G] contenant Z[G] et
considérons le 0-module OOy ={z € N|z = 2, x.;y:|x; € 0, y; € Oy}. On
se propose de démontrer que 0Oy est O-stablement libre si G est un
p-groupes. L’algébre Q[G] est isomorphe a un produit d’algébres
simples A; de dimension n? sur leurs centres C;. On note A; la
projection de Z[G] sur A;. On a 0 =1I; 0; ou O; est la projection de O
sur A,

Le corps N est un Q[G]-module libre de rang 1; soit 6, une base. On
peut donc établir un Q[G] isomorphisme g de II; A; =Q[G] dans N.
L’image réciproque de Oy par g est un idéal J de Z[G], et sa
projection sur A; est un idéal J; de A;. Posons I = g7'(0Oy) = 0J; on
peut écrire I =11, I; avec I; = 0,J;. Le 0-module 0Oy est O-stablement
libre si et seulement si chacun des I; est O-stablement libre. D’aprés la
proposition 1.1 et le théoréme I.1, il revient au méme de dire que
Xc; (05, I,) est la puissance n-ieme d’un idéal principal (principal totale-
ment positif si A; est une algébre de quaternions totalement définie).
Avec ces notations, nous pouvons énoncer les propositions suivantes:

ProPoOsITION 1.4: Si G est un p-groupe, p impair, I’idéal xc,(0;, I;) est
la puissance n;-ieme d’un idéal principal si et seulement si il existe un
idéal principal M; de C; tel que pour toute valuation ve de C; avec L
premier a (p) on ait:

vely OC,,x»,(Ai,ﬂ, Jie)) = njvo(M;).

DEMONSTRATION: Puisque p est impair, Q[G] ne contient pas de
corps de quaternion totalement défini, on n’a donc pas a envisager la
condition “totalement positif”’. Le théoréme 1.3 montre que pour
premier & (P) xog(Ajg, Jie) = X(Oie, Iie). La condition de I’énoncé
équivaut donc a x o.(0;, I) = M}(1 — {,+)* ce qui nous permet d’affir-
mer que la norme réduite de I, est un idéal principal ce qui démontre la
proposition, d’aprés le théoréme I.1.

ProrosITION L5: Si G est un 2-groupe, xc (0, I;) est la puissance
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ni-iéme d’un idéal principal (engendré par un élément totalement positif
si A; est une algébre de quaternions totalement définie) si et seulement si
il existe un idéal principal (resp. engendré par un élément totalement
positif) M; de C; tel que pour toute valuation vy de C;, & premier a (2),
on ait:

ve(x OC,,Q(Ai,u, Jio)) = ve(M;).

DEMONSTRATION: Le théoréme 1.3 montre que, pour & premier a (2),
Vel oc,o(Are, Jie)) = ve(xc, (05, I;)). La condition de I'’énoncé peut donc
se traduire par:

Xoc(0;, I}) = MiP§

ol P; désigne I'unique idéal premier de Oc, au-dessus de (2). D’apres le
théoréme 1.2, C; est un sous-corps du 2™-éme corps cyclotomique donc
P; est principal (principal au sens restreint si C; est totalement réel); il
en est donc de méme de xo.(0; I;); mais la proposition 1.1 permet
d’écrire x o.(0;, I;) = N.wo(I})™ ol n; est une puissance de 2. On sait que
le nombre de classes de C; (le nombre de classes au sens restreint si C;
est totalement réel) est impair (cf. [6]) ce qui démontre la proposition
LS.

Chapitre II. RESOLVANTES DE LAGRANGE

Soit N/Q une extension galoisienne de groupe de Galois G. On se
donne un sous-groupe H d’ordre n et G et un caractere y de H de
degré 1 et d’ordre m.

On note K le sous-corps de N invariant par H, N,, celui invariant
par Ker y; pour tout diviseur d de m, N, sera le sous-corps de N,,
contenant K et de degré d sur K.

Pour tout entier k et tout corps L, L (k) désignera le corps obtenu en
adjoignant a L les racines k-itmes de I'unité. On note s; le L-
automorphisme de L (k) défini par s:(&) = £k ou £ désigne une racine
primitive k-iéme de 'unité et (i, k) = 1.

Dans ce qui suit on adjoindra a N les racines m-i€émes de I'unité. La
situation est résumée dans le graphique ci-aprés:
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Il\f N(m)
]Tlm Irﬂ N,.(m)—N,.(m)
K— N, NK(m)—/NNK(m)—K(m)

|

Q—KNQA(m)—N,. NQ(m)—N NQ(m)—Q(m)

On note ho, h, ..., h,_, un systéme de représentants des classes de
Gal (N/K) modulo Gal (N/N,,) et ko, hi, ..., h._, leurs images dans
Gal (N../K). On convient que ho = id et que h; engendre Gal (N../K).

On pose t=[KNQ(m):Q] et t'=[N,.NK(@m):K]. Soient
o1, ..., 00 (resp. o, ..., o) un systéme de représentants des classes de
Gal (N (m)/Q) modulo Gal (N (m)/K NQ(m)) (resp. de Gal (N,,(m)/K)
modulo Gal(N,,(m)IN,, N K(m)). On convient que o;=id. On
désignera par &, . .., d, (resp. S.,..., s, ) la restriction de o,,...,0, &
N (resp. a2 Q(m)) et par h;q, (resp. s.,) la restriction de o} & N,, (resp.
K(m)). Pour tout entier a premier a m, on note a* I’entier compris
entre 1 et m tel que aa®* =1 (mod m).

1. Définition et propriétés élémentaires des résolvantes de Lagrange
DerFiNITION I1.1: Soient # un élément de N et y' un caractére de

degré 1 de H tel que ker x’' D ker y. On appelle résolvante de Lagrange
de 6 et de x' I’élément:

0, x")= th h(®)x'(h™).

ProrosiITION I1.1: L’élément (0, x') appartient au corps N,.(m).

DEMONSTRATION: On a par définition:

6.x)= 3 Z hhOX R
= Z (2, @) )t = Z T oox

ce qui démontre la proposition.
Nous utiliserons plusieurs fois par la suite cette expression.
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ProrposITION I1.2: Pour tout h € H on a (ho, x')=x'(h)6, x').

DEMONSTRATION: On écrit:

(h(8),x"y= > h'h(®)x'(h'™)= h,g,yh’h(B)X’(h”'h*‘)X’(h)

h'eH

mais pour h fixé, h'h parcourt H, donc la somme vaut x'(h)0, x')-
Soit o un Q-automorphisme de N; on note H, le groupe cHo .
Pour tout caractere ¢ de degré 1 de H, on note &, le caractere de degré 1

de H, défini par & (h) = &é(o 'ho). Avec ces notations, nous avons:

ProrosiTiON 11.3: Si on fait opérer I’élément o, sur la résolvante de
Lagrange de 6 et x', on obtient:

Ui(<0’ X’)) = <&t(0)’ /\/6-':'>'
DEMONSTRATION:
a6.xN = (3 @' h) =a (T h®) 5.0

=3 Gha GO (@7 Fh G 5) = 3 h@ O (k)
=(0:(0), x&")-

On suppose que K’ est un sous-corps de K tel que N, N,,, K soient
galoisiens sur K'. Soit 7' un K'-automorphisme de N, dont la restric-
tion a K est 7'; 7' opeére par automorphismes intérieurs sur
Gal (N,./K). On pose 7'hs'"'=h#", ou a(r') est un entier défini
modulo m. On note o un automorphisme de N (m) dont larestrictiona N
(resp. a Q(m)) est 7’ (resp. s:).

COROLLAIRE: Avec les notations ci-dessus, o{0, x') = {10, x"“""").

ra(r’)*

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer qu’ici y5=x

ProrosiITION 11.4: Soit o' un K-automorphisme de N, (m) dont la
restriction a K(m) (resp. a N,,) est s; (resp. h,). Avec ces notations, on
peut écrire:

(T,<0, X,> = X’i(h€)<0’ X,j>-



[11] Propriétés galoisiennes des anneaux d’entiers 313

DEMONSTRATION: On a:

o’ (E h(o)x'(h*')) = 3, heh(®)50¢ )

heH

= 3 heh(8x"(h h'h) = x"(he) Z h(0)x"'(h)

= x""(he){0, x").

COROLLAIRE 1: Si ¢’ est un élément Gal (N,,(m)/K(m)) on a, avec
les notations précédentes :

a'(0, x") = x"(h. )0, x").
COROLLAIRE 2: L’élément (0, x)™ appartient au corps K(m).

COROLLAIRE 3: Pour tout élément s, de Gal(N,,(m)/N,.) on a la
relation 5.{0, x'y =40, x'*).

COROLLAIRE 4: Si s; est un élément de Gal (K(m)/K) on a:
si(<0’ X’>m) = (0, X’j)m-

DEMONSTRATION: Soit ¢’ un K-automorphisme de N,,(m) dont la
restriction & K(m) (resp. N,.) est s; (resp. h.), alors:

510, x'Y™) = (" (8, x D™ =6, x"')™.

COROLLAIRE 5: Quels que soient les éléments 6 et 0' de N tels que
(0, x")#0, on a:(6',x")(6, x") € K(m).

COROLLAIRE 6: Quels que soient les caractéres x. et x» de degré 1 de
H, triviaux sur ker y et I’élément 0 de N tels que (0, xix>) #0,ona:

<0, X1><0’ Xz)
U XD € K(m).

En particulier, pour tout entier i, si (6,x)#0, Bi(x)=
(0, x <6, x)' € K(m).

PropOSITION I1.5: Soit H le groupe formé des caractéres de degré 1 de
H triviaux sur ker x. On a la relation:

27 (6, x"y=mTyn, (0).

x' €H
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DEMONSTRATION: Seea {0, x'Y=2yea Zreah()x'(h™") =
Sheah(0) 2, cax'(h™") mais 2,.cy x'(h™") =0 sauf si h appartient a
Ker yx, auquel cas la somme vaut m. Il nous reste donc 2, cker, mh(0) =
mTN/Nm ().

2. L’application ¢

Soit 6, un élément de N engendrant une base normale de N/K et
une base normale de N/Q.

DerFINITION I1.2: Soit W le Q(m)-espace vectoriel

W =K(m)xayK(m))x: - Xo(K(m)).
Les valeurs du caractére y de H étant des racines m-¢mes de 'unité,
on en déduit pour le Q(m)-espace vectoriel une structure de Q[H]
module en posant:

hx(ay,....,a)=(x)a,..., x(h)a,).

DEFINITION I1.3: On note ¢ le Q-homomorphisme d’espaces vec-
toriels de N dans W défini par:

<0,X>) ((0,)(“‘*>) ((0,)(“'*)))
oz((—,..., i bremereN Ry ramerev A B
#O=ou ) T80 ™) 7 (b0 x™
La proposition II.2 a pour conséquence:

ProvrposiTiON I1.6: L’application ¢ est un homomorphisme de Q[H ]
module.

ProrosiTiON I1.7: L homomorphisme ¢ est surjectif.

DEMONSTRATION: Soient x4, ..., x, t éléments de K(m). Cherchons
un élément 6 de N, tel que ¢(0) = (x1, 02(x5), . . ., 0:(x:)), ou ce qui
revient au méme, tel que (6, x“™) = x;(0o, x*“"). Posons:

1 t

=77 1 (X X B0, X ™).
y [NK] s,EGalg(:(m)/K)fzzl s (x’)< o X )

Montrons d’abord que cet élément appartient a N. Par construction, et
en utilisant la proposition II.1, on voit qu’il appartient & N,,(m). Pour
que y appartienne a N il suffit qu’il soit invariant par Gal (N,,(m)/N,.).
On remarque, que d’apreés le corollaire 3, pour chaque ¢, on a:
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-

5 (xe X B0, x ) =3, > S, © 8:(xe)( B0, x )
s, €EGal(K(m)/K) i=1 s,€Gal(Np, (m)/Np,)

=2 1052, (xe B0, X "))
i=1s,€Gal(Npy (m)/ Np,)

et que cette somme est invariante par Gal (N, (m)/N,.). Donc y €
N,. C N. Notons « I’'un des ¢t nombres 1, u%, ..., u* et calculons (y, x).
Pour chaque h € H, on note w, un K-automorphisme de N(m) dont la
restriction & N est h, on désigne par s, la restriction de u, a K(m). On
aura:

(y, x*)= ;E:Hh(y)x“(h D)

1 . wm ) ey
th N IK] h(s]EGal(;(m)/K) (2=] sj(xf)(eo’ X >> X (h )

[N IK] cH [v E 2 o (85 (X)) pen ((Bo, Xju(*))] x“(h™)

) EGal(K(m)/K) €=1

-

1 . e b
ey s A NI SIS S e )

; EGal(K(m)/K) €=1

-

mais pour h fixé, s; parcourt Gal(K(m)/K) quand s; décrit
Gal (K(m)/K). On peut écrire:

t

M x= [N—IK_] [ > D si(xe ) Bo, x 7Y X [hgnx"“e*""(h)”.

sj EGal(K(m)/K) €=1

La deuxiéme somme entre crochets est nulle sauf si ju% = a (mod m),
cette éventualité n’a lieu que sij = 1, u*¥ = o, auquel cas la comme vaut
[N :K]. On a donc I’égalité (y, x*) = x;{6o, x“*) ol i est I’entier pour
lequel a« = u*, ce qui démontre la proposition.

Nous allons maintenant déterminer le noyau de ¢. Ecrivons m =
pit---Xpg et soient N,, les extensions de K telles que
[N : Nowp, ] = pa.

PROPOSITION I1.8: Le noyau de ¢ est I’ensemble des 6 de N tels que la
trace de 0 dans I’ extension N[N, puisse s écrire Tyn, (8) = 2, x; avec
x.' E Nm/p,.

DEMONSTRATION: Soit 6 tel que Twn,(0) € Ny, €t calculons
{8, x*"). D’aprés la proposition III.1 nous avons:

(6, x*") = i B (T, (0)x " (hiY).
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Notons 7i,. . ., Tmp Un systéme de représentants dans Gal (N../K) des
classes modulo Gal (N../N.,,). La somme peut alors s’écrire:

mip,

OxY=2 2  to(Tun (@)X ('t
i=1 o € Gal(Nm/Nmjp,)
m/p,

= 30 (Z Tama(Ox* ()

comme la derniére somme est nulle, on a démontré 'inclusion dans un
sens.
Réciproquement:

si 0 est tel que ¢(6)=0, on a (f, y“")=0 pour ¢ variant de [ a ¢

La proposition I1.4 montre qu’alors tous les (0, x') avec i premier a
m sont nuls. On a donc, d’aprés la proposition I1.5:

M T, (6) = i (6. x').

(i,m)#1

Les x' étant des caractéres de degré 1, le groupe de Galois de Q(m)/Q
opeére sur eux, deux caractéres y’ et y’ étant conjugués si et seulement
si ils ont méme ordre. L’ensemble des x' (I1=t=m, (m,t)#1) se
partage en classes de conjugaisons C,,.. ., C.. On peut donc écrire:

mTn, (0) =2 2 (6,x")-
=t yhegq
Les x% appartenant 4 une classe C; fixée sont tels qu’il existe un
nombre premier p; divisant chacun des i. Soit i, un générateur de
Gal (N,./K), I'élément h]"™ engendre Gal (N,./N,.). Soit ¢’ un K
automorphisme de N,.(m) dont la restriction a N,, est h"" et soit s, la
restriction de o’ & K(m), on a les égalités:

o' ( > <0,x"'>) = 2 X"hT"e, x") = 2 = 2 (8,x").
Xx"EC; x1EC x1ec, xieq
D’autre part le corollaire 3 & la proposition I[.4 montre que
1/m 2, e, (0, x) est invariant par Gal (N,,(m)/N,,). Cette somme est
invariante par Gal (N..(m)/N.,.) et par ¢’ donc elle appartient & N,
ce qui achéve la démonstration de cette proposition.
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Chapitre IIIL DECOMPOSITION DES RESOLVANTES DE
LAGRANGE EN PRODUIT D’IDEAUX

Soit N/Q une extension galoisienne de groupe de Galois G. On se
donne un sous-groupe H et G et un caractére y de degré 1 et d’ordre m
de H. On reprend les notations du chapitre précédent; en particulier x’
est un caractére de degré 1 de H tel que Ker y’' D Ker .

1. Résultats généraux

Soit # un élément de N pour lequel (6, x') n’est pas nul. Ecrivons
«0, x V™) =R(xH™ I Ui(x')' ou les idéaux U;(x') sont des idéaux
entiers, premiers deux a deux, non divisibles par des carrés. On
constate aisément que cette décomposition est unique.

ProposiTioN III.1: Les W.(x') et la classe de R (x') sont des
invariants de 1’extension N|K et du caractere x'.

DEMONSTRATION: Remplagons 6 par un élément 6', on a:
o', xH"
01, Hr = r\m 0’ ! m;
(0", x") %) (6, x")
mais d’aprés le corollaire 5 a la proposition I1.4 ’élément (8', x')/(6, x')
appartient 3 K(m). On peut donc écrire:

0,7 ' ' ™ ni eV mm—l 1N
@.xy = (FX a60)” TTwoor =200 T,

L’unicité de la décomposition nous donne le résultat.
Le nombre 6 étant choisi, on note ({0, x')")=a(x'). La
décomposition indiquée ci-dessus se transforme en:

d m/d
alx) = @(x')mﬂ( 1 Ly
d#1 (i,d)=1

NoTATION: Pour tout entier i, et tout diviseur d de m, on note [i], le
reste de la division de i par d. Rappelons que pour j premier & m, j*
désigne ’entier défini par les conditions jj*=1mod m et 1 < j* <m.

ProrosiTION II1.2: Pour tout entier j premier avec m, on a:

uliild,d (X 'j) = ui,d (X .
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DEMONSTRATION: Le corollaire 6 4 la proposition 11.4 montre qu’il
existe un élément B;(x') de K(m) tel que a(x’) = Bi(x)"a(x'); ceci
nous donne pour la décomposition en idéaux:

2(x'"[1 ( ]

dl ui‘d(,\/”.)i)m’d =Bix)RKX')" H ( ‘:1 ui,d()(l)ij)'nld
=1

dlm i= dim
d#1 (i.d ds=1  (,d)=1
. d L m d . m/d
= [Bor2oey TT( T watey )" TT( 1T watxy*)
FARh R

La proposition se déduit de 'unicité de la décomposition.
COROLLAIRE 1: On a la relation: Uye,a(x’) = Wia(x').

DiMoNsTRATION: Il suffit dans la relation de la proposition
précédente de remplacer j par j* et xy' par x'’.

On voit en particulier:
COROLLAIRE 2: Sijest congru a 1 modulo d, on a: Wi (x") = Uia(x").

ProrosiTioN II1.3: En désignant par s; (G, m)=1) le K-auto-
motrphisme de K(m) élevant toute racine m-ieme de I’ unité a la puissance
j, on a:

S5i(Wia(x ") = Upgjmaa (X 1)-

DEMONSTRATION: Le corollaire 4 a la proposition I1.4 montre que
I'on a s;(a(x") = a(x'’), ce qui donne dans la décomposition:

sj(gz(x')M)dIl(sj( H La0ey))™ =%(x'f>mgrln( [T o)

m/d

L’unicité de la décomposition montre que I'on a s;(U..(x")) = Uia(x")
il suffit alors d’appliquer le corollaire 1 a la proposition IV.2.

COROLLAIRE: Soit s; un K-automorphisme de K (m). On suppose que
la restriction de s; a Q(m) laisse invariant le corps Q(d). Alors, I’idéal
U..(x’') est invariant par le groupe de Galois de [’extension
K(m)/K(d).

DEMONSTRATION: L’hypothése montre que j est congru a 1 modulo
d. Le résultat est alors une conséquence du corollaire 2 a la proposition
111.2.
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2. Idéaux essentiels

On trouvera les démonstrations des quelques résultats non
démontrés dans ([2]).

DEFiNITION III.1: Soit n un entier impair ou divisible par 4. Un idéal
I de Q(n) est dit essentiel si:
(a) I est principal,
(b) pour tout i premier a n il existe un idéal principal M; tel que
s:(I)
——~= M7}
Il
On constate aisément que les idéaux essentiels forment un sous-
groupe du groupe des idéaux fractionnaires de Q(n).
Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition.

LEMME 1I1.1: Si I est un idéal principal de Q(n), I" est un idéal
essentiel.

Ce lemme admet une réciproque ([2]):

LeMME: I11.2: Si la puissance n-iéme d’un idéal est un idéal essentiel,
cet idéal est principal.

LeMmME II1.3: L’idéal 11,,ccaomyo Si(I) avecj =ai* (modn) 1<j <
n — 1, a fixé, est un idéal essentiel, quel que soit I’idéal fractionnaire I de
Q(n).

LeMME I11.4: Si n' divise n et si I' est un idéal essentiel de Q(n')
alors ’idéal I de Q(n) engendré par I'"'™ est essentiel.

DEMONSTRATION: Soit s; un Q-automorphisme de Q(n) on a:

aD_[s4)

n/n’
Ii Ili ] = [M?’OQ(H)]H/" b

qui est bien la puissance n-ieéme d’un idéal principal.
On se propose de démontrer qu’un certain nombre d’idéaux sont des

idéaux essentiels. On suppose que m vérifie les conditions de la
définition IIIL.1.

ProrosITION 111.4: L’idéal I =T115_, N .,k myam T ({80, x “)™)) est
un idéal essentiel.
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Nous allons d’abord écrire cet idéal sous une autre forme en tenant
compte du résultat suivant:

LeMME IIL.5: On a I’égalité:

Noe(K(m))/O(m)(U'e<90, X u’*)m ) = $u,Nk(m )/0(m)(<00, X"'*yn ).

DEMONSTRATION: Soient v, . . ., v, un systéme de représentants des
classes de Gal (N(m))/Q(m) modulo Gal (N(m)/K(m)); pour x €
K(m), on a:

k
N,k mmam(oe(x)) = H ooz (o(x))

i=

= O'eH vi (x) = 0Nk imyaom(X)

i=1

mais la restriction de o, a Q(m) est s,,, d’ou le lemme.
On aura également besoin du lemme suivant:

LEMME IIL.6: Si s, est un K-automorphisme de K(m), on a:

8y © Nkemyaom) = N kmam) © So.

DEMONSTRATION: Soit o, un automorphisme de N(m) dont la
restriction & K(m) est s,. L’automorphisme o, laisse globalement
invariant K(m) et appartient donc au normalisateur de
Gal (N(m)/K(m)) dans Gal (N(m)/Q). Les o,vio, ' forment donc un
systéme de représentants des classes de Gal (N (m)/Q(m)) modulo
Gal (N(m)/K(m)). On en déduit pour x appartenant a K(m):

k
85 © N kemyaem(X) = 040 N komyam(X) = 1_[ owi(x)
i=1

k
= l—[ w0, o Yx) = N kmyam(0UX)) = N konyam(S. (X)).
i=1

Remarquons enfin qu’avec les notations du chapitre II tout Q-
automorphisme de Q(m) s’écrit de fagcon unique s, °s, ou s, €
Gal (Q(m)/K NQ(m)).

DEMONSTRATION DE LA PrRoposITION II1.4: 11 suffit de démontrer
que s;(I)/I' est la puissance m-iéme d’un idéal principal lorsque s;
appartient 4 Gal (Q(m)/K N Q(m)) ou bien lorsque s; est ’'un des s,,,.

Si s; €Gal (Q(m)/K NQ(m)), on a, d’aprés le lemme IIL6 et le
corollaire 4 a la proposition 11.4:
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8:N kmyam 0o, X)™) = N kemyaem({Bo, Xi>m)

ce qui donne, d’aprés le corollaire 6 de la proposition 11.4:

5: (N kmyaem){ 0o, X)”f) _ [NK o ((90, Xi>>]m
(N kmyamx0, x)™)' (e (B0, x)'

on a donc bien dans ce cas s;(I)/I' qui est la puissance m-iéme d’un
idéal principal.

Si si = s, avec 1 =j =t on écrit 8, °© Su, = Su., ° Seai OU Seqj) appar-
tient & Gal (Q(m)/K NQ(m)), ce qui donne la relation €(i,ju*=
u%apu; (mod m). On en déduit:

Suy I:[l S, (N g amyam 8o, X “7)™))

t
- [[1 Suean © Sein (N kmyae ({00, X “Y"))

ce qui, d’aprés la démonstration précédente, est égal a:

suk(u)NK(m)/O(m)(<00’ X[“‘j)ul*yﬂ )

i=1

On peut donc mettre I’expression s, (I)/I* sous la forme:

L €(@Liu*
[T sucnN (<Go,x e )’")
L, K(m)/Q(@m) (i
o Uk (1,1) m m <90, Xuk(z 1)>u’m

que I’on écrit:

' (o X"
[H s"k(i.i)NK(m)/O(m) (<00, X"i(i’i)>“:

grice au corollaire 6 a la proposition 11.4.
On peut également énoncer la proposition suivante:

ProrosITION II1.5: Soit d un diviseur de m impair ou congru a 0
modulo 4. Supposons les idéaux W.,(x) premiers a m. Alors I’idéal

t

d . m/d
L = E su.e[ l:[| N ke Wia (x u”*)l)]
G,d)=1

est un idéal essentiel de Q(m).

DEMONSTRATION: Le nombre d étant un diviseur de m, on peut
considérer les corps Q(d), K NQ(d), (K NQ(m))(d)=K(d)NQ(m)
indiqués dans le schéma ci-dessous:
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K NQ(m)

K(d)Nna(m)——-a(m)

Q

K nQ(d)——aQ(d)

Soit s,; (resp. s.;) un systtme de représentants de Gal (Q(m)/Q)
(resp. Gal (Q(m)/K NQ(d)) modulo Gal (Q(m)/K NQ(d)) (resp.
Gal (Q(m)/K N Q(m)).

Les Q-automorphismes s,, du chapitre précédent s’écrivent sous la
forme s., = Suye) © Suner © Siey OU Sy € Gal (Q(m)/K NQ(m)) et on a
I’égalité:

ut= [u i) u’r?(k() t(€)*]m.

Le lemme II1.6 et le corollaire a la proposition III.3 montrent que les
idéaux N kmyamUia(x ")) sont de la forme b4 (x“)Z[m] 00D .o (x“")
est un idéal de K(d) N Q(m); en effet, ces idéaux sont invariants dans
I’extension Q(m)/Q(m)N K(d) et premiers & m, donc non ramifiés
dans cette extension.

Etudions donc:

t d
E Sup [ I:I :d(Xu’*)i]
d)

d
- l—[ H I-[ Suiey © Supe © Ste) [ H bua (X Uteyie( O )l]
i=1
@i.d)=1

Suy Sup

ce qui, d’aprés le lemme II1.6 et la proposition II1.3, peut s’écrire sous
la forme:

4 i
TTIT suserr© Suteer ( l—[l e uhe)w:rm> .
i

Su Suv
“ e Gd)=1

Toujours en utilisant le lemme II1.6 et la proposition II1.3 on voit que
Gal (Q(m)/K NQ(m)) opere sur les b,a(x) par s;(b.a(x)) = bj=.alx),
que les buy,q(x) forment un systeme de représentants des orbites et
que ’on obtient chaque élément d’une orbite, une fois et une seule, en
faisant opérer sur le représentant les s; systéme représentants des
classes de Gal (Q(m)/K NQ(m)) modulo Gal (Q(m)/K(d) NQ(m)).
On peut donc écrire:

[T s sus (1T 0ae7)

Suy Sup

=ITII su°s.

S‘u] S,‘;

(ld) 1

ITs: (b, (o )“‘V"*‘d)].

[[K NQ(d):Q]
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Du fait de la disjonction linéaire sur K N Q(d) de Q(d) et K NQ(m)

on peut choisir les s,; avec un=1(modd), le corollaire 2 a la
proposition III.2 permet alors d’écrire I’expression:

111 su;~°sux<

Suy Sup

[KNQ(d):Q]

[ i*14
kl:[l U b[uﬁ“u']d,d o) )
Cet idéal est donc engendré dans Q(m) N K(d) par I'idéal
[KNQ(d):Q]

1_[ l_[ H Sus © 8i (N k@ynamyawy (D

Sur s k=1 L if)ad
1

[uii*]y

69)] )
mais [ui*¥ufls = [[u'*laa*(k, j)]a avec

Sauciy € Gal (Q(m)/K NQ(d)),ona:

T *1a
[T s: ° Nxwnamyaw T $'9)

Si

U uj*i*la

= H 8i ° N k@namya@(b iy )
Si

L’idéal peut donc s’écrire:

U ui*i*1a

l I I I I I Suy© Si(I‘]K(at)rwo(m)/o(d)b[u,,,l (X) )
uy Sy s Tid
1
mais d’aprés le lemme II1.3 le produit
utu*i*ly

1—[ H Su;© Si (NK(d)l"lQ(m)/O(d)b[urr*]d x)

Su o osi

est un idéal essentiel de Q(d). On achéve la démonstration en utilisant
le lemme II1.4 et le fait que les idéaux essentiels forment un sous-
groupe du groupe des idéaux.

COROLLAIRE 1: Sim = p", I’énoncé de la proposition précédente reste
vrai, sans imposer de condition sur les U, 4(x).

DEMONSTRATION: Supposons que 11;,(x’) ne soit pas premier a p.
On peut écrire d’une fagon unique: 1, ,(x') = Ui (x YW, 2 (x') ot I'idéal
. .(x') est premier 4 p tandis que les idéaux premiers divisant 7 ,(x")
sont des diviseurs de p. L’unicité de la décomposition implique
llllii*]d‘d (x"H =0, (X’i) pour (jm)=1 et s;(Wia(x') = ul[ii*]d,d (x'), on a
les mémes relations pour 1% ,(x").

On écrit N kmyamMia (X)) = N gemaom Wea (X)) N kemyaemUWia(x)) ce
qui donne
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-
TG

d A m/d
H N kmyaeyUia (x ue*))']
d

t r d s m/d
= H Su, l:[ N kmyaemWha(x ))‘]

=1 L i=1

t F d s mld
XH Su, H N ey Wia(x ))'] .

=1 L i=1

Le premier produit se transforme comme dans la proposition
précédente, on obtient un idéal essentiel. Considérons le second
produit. On utilise les notations s,,, S$.;, s; définies dans la
démonstration de la proposition III.5 on obtient:

d . m/d
H I_I Suj© Sup [H N komyaemy Qe (x 5" )]
p i1

A ir
uj up

d . m/d[K NQ(m):K NQ(d)]
= H Su; [ l_[ NK(m)/o(m)(ll’{,d(X"')')]
uj i=1

@i,d)=1

=l'Isu;[
uj

[K NQ(d):Q)] [4¥i%]4 ] [KNQ(m): K NQ(d)Im/d

l:[ si(N K(m)/o(m)(u"wk,]d_d x“))

k=1

Soit en transformant comme dans la proposition IIL.5

e | Nna(m): K Na(d)im/d
[H H H Suj © sl'(NK(m)IO(m)(u”w"]d’d(X)) 7 uj ] ’
en posant N kmyamU” .. (x) =1 = . Y"®, on obtient:

(e d
3(

(l_gm)
sid#2, on a:

P [u’,*u;*i*]d) %K NQ(m): K NQ@)If(r, d)

uj i

S 3 il = 4258 = 0 (modulo )
donc la somme est divisible par m, le corollaire est alors consé-
quence du lemme III.1. Pour d=2, on doit étudier
&1 Su, (N kmyaeyWi(x “N)* ™" on décompose M,(x*") de la méme
fagon que précédemment et on a:

t t
(1_[1 Sue (N kmyaemyWi(x ““”F))zn_l ;_I Sus (N kamyaemWi(x ""*))2"7‘
= =1
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comme dans la proposition IIL.5 on voit que N kmyae)(Wi(x ")) est de
la forme b '(xy“)Z[{>] ol b’'(x'“") est un idéal de K NQ(m). Le
corollaire 2 4 la proposition III.2 montre que quel que soit ¢,b'(y*") =
b'(x), de méme Wi(x*’)=Ui(x). En posant NxumyamWi(x))=
(1—¢)Y?, I'idéal étudié se transforme en:

[N knawmya(b' (X)) — L )tf(z)]zn_l-

Cet idéal vérifie les conditions de la définition III.1, donc il est
essentiel.

COROLLAIRE 2: Si m =p", ’idéal H Sue (N yae( R (“")) est un
idéal principal. !

DEMONSTRATION: Si m =2, le résultat est trivial, sinon on a la
relation:

61:[1 Sue (N koo (R (X “N)™"

t t
- (Ijl Sue (N kamyam X0, X “)™) H Sue

( fl N kemyaemWia (x "‘*)i))]_mm.

i

1 Gd)

[

La proposition III.4, la proposition IIL.5 et le corollaire 1 a la
proposition III.5 montrent que le membre de droite de I’égalité est un
idéal essentiel. Il suffit donc d’appliquer le lemme II1.2 pour démontrer
ce corollaire.

&
3

&
*
o=

1

3. Congruences vérifiés par les résolvantes de Lagrange

Reprenons les notations du chapitre II. On se donne une extension
galoisienne N/Q de groupe de Galois G, un sous-groupe H d’ordre n
de G et un caractére x de degré 1 et d’ordre m de H, & valeurs dans le
corps Q(m). Soient K le sous-corps de G invariant par H et o4, . . ., o,
un systeme de représentants des classes de Gal(N(m)/Q) modulo
Gal (N(m)lQm)N K) avec oi=1. On définit un Q-homomor-
phisme ¢ de N dans le Q(m)-espace vectoriel W =
K(m) X 02(K(m)) X - - - X 6:(K(m)) en posant

_ (L6, x) (0, x"“)
o(0)= (<00,X)’ A 0-'<00’X"'*))'
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Rappelons que la restriction de o¢ a Q(m) est notée s., u; mod m.
On a vu (démonstration de la proposition I1.6) qu’étant donnés
X1,..., X, t éléments de K(m), il existe un élément y tel que ¢(y) =
(x1, o2(x2), . . ., 0:(x,)). On peut en particulier choisir:
1 :

= i (X 0 N ug* .
Y [N:K] s,-EGaJ(EK(m)/K) CZI s ( €)< o X )

DEeFINTTION II1.2: On note M le Z[{,.1-réseau de W défini par:
M=R(x) "' XoARKX") X+ X (R(x*)).

ProprosITION II1.6: On a la double inclusion [N : KIM C¢o(Ox)CM.

DEMONSTRATION: Soit § un élément de Ou, (6, x) est un entier
algébrique. On a la relation (8, x) = [{(8, x /{8, x )){6,, x) et le quotient
(0, x)/{6o, x) appartient 3 K(m). En élévant a la puissance m et en
utilisant la décomposition en idéaux:

m d m/d
(6, x)" =(?/2(x)<(:—’x—>) H( [I Hz,d(x)i) /,
05 X) d|m i=1

d#1 (i, d)=1

le produit des U, ,(x)™'¢ n’étant pas divisible par une puissance m-iéme

et{6, x)™ étant entier, on en déduit que [{6, x }/{8o, x IR (x) est un idéal
entier. Donc, [(8, x )00, x)1 € R(x)™", d’ou I'inclusion de droite.

Soient maintenant x,,...,x, n éléments de K(m), tels que n;
appartienne a4 [N:K]1R(x“)'. La proposition 1.4 montre que
[N : K]1s:(x,){06, x*“) est un entier, donc I’élément y tel que ¢(y)=
(x1, ge(x¢), . .., 0¢(x.)) dont on a rappelé la construction est un entier de
N, d’ot 'inclusion de gauche.

Chapitre IV. INVARIANTS ATTACHES AUX EXTENSIONS

1. Résultats généraux

Soient N/Q une extension galoisienne de groupe de Galois G, H un
sous-groupe de G et y un caractere de H de degré 1 et d’ordre m a
valeurs dans le corps Q(m). On reprend les notations du chapitre I1.
On construit le @Q-homomorphisme d’espaces vectoriels ¢ de N dans
W =®i.: (6:(K(m)); W est muni d’une structure de Q[H ]-module et
¢ est un homomorphisme de Q[H }-modules.



[25] Propriétés galoisiennes des anneaux d’entiers 327

DEFINITION IV.1: Soit G’ un sous-groupe de G contenant H tel que:
quel que soit 8 € Ker ¢ et quel que soit g € G’ on ait g(6) € Ker ¢. On
note n = Ind§ (x).

NoTATIONS: Soient wi,..., m, (resp. vi,...,») un systeéme de
représentants des classes a droite de G’ (resp. G) modulo H (resp. G').
Soit 6, un élément de N engendrant une base normale de N/K et de
N/Q.

PRrROPOSITION IV.1: Les éléments o(ui'vi'0o) 1=i<{¥;1=j=<k)
forment une Q(m)-base de W.

DEMONSTRATION: Les éléments u;'v;' forment un systéme de
représentants des classes a gauche de G modulo H. Pour tout élément
g de G il existe donc un unique couple (i, j) et un unique élément
h € H tels que g = hu;'v;'. Or, Papplication ¢ est surjective (proposi-
tion I1.6) et 6, engendre une base normale de N/Q. Les éléments
ohui'vi'0)=x(MW)e(ui:'v;'8y) forment donc un systéme de
générateurs de W comme Q-espace vectoriel; il s’ensuit que les
¢(ui'vi'0,) forment un systéme de générateurs de W comme Q(m)-
espace vectoriel, et I’égalité dimee., W =[G : H] entraine le résultat.

DEeFINITION IV.2: Soit V =@®f., V; un Q(n)-espace vectoriel ou
chacun des V; est une copie de W. On note f I’application de N dans V
définie par:

f(@)=(e(@i'0),...,0(;'0),...,0(vi'0)).
PrROPOSITION IV.2: Le noyau de f est un Q[G]l-module.

DEMONSTRATION: Soient 6 un élément de Ker f et g un élément de
G. Puisque f(8)=0 on a ¢(»;'0)=0 (j=1,...,k). Comme les v;'
forment un systéme de représentants des classes a gauche de G
modulo G', il existe un indice s(i, g) et un élément h'(i, g) tels que
vi'g =h'(i, g)viie Par conséquent, ¢(vi'g0) =@ (higviin(6))=0.
On en déduit immédiatement que g0 appartient au noyau de f.

On peut donc, par transport de structure, faire opérer G sur f(N) en
posant g * f(8) = f(g0). Nous allons étudier cette opération dans les
différents cas.
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2. Application aux p-extensions galoisiennes

Dans ce paragraphe nous utiliserons les notations du chapitre I, §3.
Soit N/Q une p-extension galoisienne de groupe de Galois G. On
désigne par ¢ un caractére absolument irréductible de G du type I,
(resp. D., M,, H,).

D’apreés le théoréme 1.2, il existe un sous-groupe H' de G et un
caractére n de H' tel que ¢ = Ind5(n) et Q() = Q(7n). Le quotient de
H' par Ker n est isomorphe a I, (resp. D,, M,, H,).

Dans chacun des cas, il existe un sous-groupe H de H' et un
caractere y de degré 1de H tels que n = Indi (x). Le caractére y est a
valeurs dans Q(m) avec m = p". Rappelons que K (resp. N,.) est le
sous-corps de N invariant par H (resp. Ker n = Ker x), et que N,
est le sous-corps de N,, contenant K tel que [N,~-:K]=p"™".

On construit les résolvantes de Lagrange relatives aux éléments 6 de
N et au caractére y de H. On considére alors I’espace vectoriel W de
la définition I1.2 et ’application ¢ de N dans W de la définition I1.3.

ProposiTioN IV.3: Le Q[H])-module Ker ¢ est invariant par H'.

DEMoNsTRATION: Les corps N,, et K sont galoisiens sur K’. 1l
s’ensuit que N,--1 est galoisien sur K'; par conséquent, ’ensemble des
éléments 0 de N tels que Tnn, (0) appartient & N,»—1 est stable par H',
et d’aprés la proposition I1.7, cet ensemble est précisément Ker ¢.

Nous considérons I’application f du paragraphe précédent construite
en prenant G’ égal a H'.

Si ¢ estdutype I,ona H' = H. Si ¢ est du type D, (resp. M,, H,), il
existe un K'-automorphisme 7 de N dont la restriction a D, (resp. M,,
H,) est I'automorphisme 7 du §3 du chapitre I. Les représentants
L1 ..., e de la définition IV.1 seront donc 1 et 7. On note h, un
K-automorphisme de N dont la restriction a N,, est un générateur de
Gal (N,,/K) et on pose ¢ = x(h,).

Puisque Ker ¢ est invariant par H' et que l’application ¢ est
surjective, on peut faire opérer H' sur W en posant pour tout élément
p de H' et tout élément ¢(0) de W:u * o (0) = ¢ (ub).

Nous allons nous intéresser a cette opération lorsque H'/Ker n est
isomorphe a I'un des groupes D,, M,, H,.

DeFintTION 1V.3: On désigne par R; le sous-Q(n)-espace vectoriel
de W engendré par

©(v:'00),.0(Tv:'00), Lo (v:60), Lo (Tvi'8,).
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On constate aisément que ce systéme de générateurs est une base de
R; sur Q(n).

PrOPOSITION 1V.4: Le Q(n)-espace vectoriel R; est un sous-Q[H']-
module de W.

DEMONSTRATION: Soit ¢ un entier. Considérons le produit d’un
générateur de R, par ({ + £") (pour la définition de r, cf. ch. 1, §3). Pour
démontrer la proposition, il suffit de vérifier qu’en faisant opérer h et 7
sur cet élément, on obtient un élément de R.. Cela résulte des identités
suivantes qui sont conséquences de la proposition I1.2:

h*({+)o@i'0)=h=*e(h+h)vi'0)=e¢h(h+h")vi'0)
=({+{) e (wi'00),
h*(C+ I (rvi'00) = (L + L) Lo (1vi'60),
b+ )0 =+ L) e (wi'0)— L + L) e (vi'0o),
h =+ )@ (rvi'00) = (L + L) L@ (rvi'00) — {7 + {7 ) o (Tv7'00),
T+ e Wwi'0) =+ e (rri'00),
T+ ) (tri'00) = (L + ) x (D)o (vi'60),
T+ ) e(wi'0) =+ L) o(vi'00) — (L + L) e (1vi'0,),
Tx (L + ) %e(tri'00)
=+ X @700~ X (PNE +E) Lo (000),

r+1

en remarquant que ("' = {{" appartient & Q(n).

Rappelons que H, est le corps gauche défini au paragraphe 3 du
chapitre I. En remarquant que H, est isomorphe au quotient de Q[H,, ]
par I'idéal bilatere engendré par (A% +1), la proposition IV.4 nous
donne:

CoroLLAIRE: Si H'/Ker n est isomorphe a H,, le Q[H']-module R, est
un H,-module de rang 1 ayant pour base ¢ (vi'0,).

Pour interpréter la proposition 1V.4 dans les cas D, et M, choisis-
sons une nouvelle base de R;:

=72 { =0y [+ )ewi'0) + (L + N (ri'00) — 20" @ (1v7"60)
+({ + e (tri'60)]
Uiz = )2[ C+ e Wi'00) +2Lpo(wi'00) + (L + Lo (1v:'00)

¢ - Z
—2%p (tvi 100)]
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Uiz = - { )2 [§l+’({ +{ )(P(VAIOO) 2§l+r{¢(1’- ]00)
— I+ ) (tri100) = (P + ) e (Tri100)]
W= 777y [-20" e (wi'00) + (& + e (i) + 2L o (117" 00)

(¢ - {
— (& + e (v 60)].

Si on note a;; la matrice carrée d’ordre 2 dont les coefficients sont
nuls, sauf celui de la i-€me ligne, j-€éme colonne qui vaut 1, on fait
opérer M,(Q(n)) sur R; par:

A1 ° Uit = Uiy; A11° Uiz = Uiz} agouiz=0; a°ou.=0
agz°u,;=0; 20 Ui, =0; A12° Uiz = Uii; A12° Uia = Ui
A13° Uiy = Uiz; A13° Uip = Uia; aizouz=0; az°u.=0
AU =0; ajaou,=0; A1,4° Uiz = Uiz; A1a° Uia = Uig.

Avec ces conventions R; est un M»(Q(n))-module de rang 1 ayant pour
base u;, + .= @ (vi'0o). Pour tout élément h' de H', on note p(h')
I’image de h’ dans le facteur simple de Q[H'] associé a . On constate
que:

p(h)e(uii+ uig)=h * (Ui + ui4)
p(r)e (Ui + Uia) = 7 * Uiy + Uia).

Ces différents résultats montrent que ’opération de Q[H'] sur W est
en fait celle du facteur de Q[H'] associé au caractére 7.

Nous avons vu que si ¢ est du type I, (resp. D,, M,,, H,) le facteur
simple de Q[G] associé a ¢ est Mc.u1(Q(n)) (resp. Mac.a1(Q(7n)),
M6.01(Q(1)), Mic.ai(H,)). La dimension de ce facteur simple est
égale a celle de V considéré comme Q(n)-espace vectoriel. Nous
allons faire opérer ce facteur simple sur V. Nous en déduirons que V
est égal a f(N) et que l'opération de G sur f(N) se fait par
I'intermédiaire de I’algébre simple associée a .

Donnons-nous une base du Q(n)-espace vectoriel V de la fagon
suivante:

(a) si estdutype I, on prend pour Q({)-base de V les v;; ot v;; est
I’élément de V dont la composante sur V, est nulle sauf pour k =i ou
elle vaut ¢(v;'6.);

(b) si ¢ est du type D, ou M,, on prend pour Q(n)-base de V les
éléments vy, -, (€1, €2 valant 0 ou 1, i et j compris entre 1 et k) ou
Dai—q2i-e €St ’élément de V dont la composante sur V, est nulle sauf
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pour k =i ou elle vaut:

(V2ic12j-1)i = U1 (Vaici2)i = Wz

(V2i2i-1)i = Uj3; (V2i2i)i = Uja;

(c) si ¢ est du type H,, on prend pour base du Q(n)-espace vectoriel V
les éléments v, 2., (€1, €2 valant Qou 1, 1 =i, j < k) oll vy, €St
I’élément de V dont la composante sur V, est nulle sauf pour k =i ou
elle vaut:

(V2i-12i-1)i = @ (v;'60); (V2129 = ‘P(TV;‘_IGO); (V2i2i-1)i = Lo (v;'60);
(0229 = Lo (TV;IOO)-

L’opération du facteur simple de Q[G] associé a ¢ se fait de la fagon
suivante:

(a) lorsque ¢ est du type I,, D, ou M,, on désigne par ¢, la matrice
dont tous les coefficients sont nuls sauf celui qui se trouve a la k-iéme
ligne, #-iéme colonne et qui vaut 1 (1<k, £ <[G:H'] dans le cas I,
1=k, ¢ <2[G:H'] dans les deux autres cas), et on pose:

€re © Vij = Ooi * Ukj
ou §,; est le symbole de Kronecker.
(b) lorsque ¢ est du type H,, on définit e, comme précédemment
avec 1=k, £ =[G :H'] et on pose:
Cre © Voimeyni—e; = OepVok—ei2i—esr
Cela suffit a définir une opération de Ms.x+(H,.) sur V puisque I’on sait
faire opérer les éléments de H, sur v, 2,

Soit p'(g) 'image de g dans le facteur de Q[G] associé a .

THEOREME IV.1:
(1) Quels que soient g €G et  EN, on a:

g *f(0)=p'(g)°f(0).
(2) On a I’égalité: V = f(N).

DEMONSTRATION:

(1) I suffit de démontrer la relation pour 6 = 6,. En effet, si g * f(0,) =
p'(g)°f(Bo)onaurag * f(g'0) = f(gg'8o) = p'(g)°p'(g")°f(8o) = p'(g)°
[p'(g") * f(6)] = p'(g) ° f(g'6). La relation sera alors démontrée
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puisque tout élément @ est une combinaison linéaire a coefficients dans
Q des g'0,.

Considérons donc g * f(6,) = f(g6,). Par définition de f, I’élément
f(g6o) de V est k-uple:

((P(V;lgOO), ¢(V;1g00)’ . e ey ¢(V;1g00))~

Pour chaque élément g de G et chaque indice i, il existe un élément
h'(g,i) de H' et un indice ¢(g, i) tels que:

vi'g =h'(g i)veen dou:

g * f(80) = (@ (h'(g Dveenbo); .. s o(h' (g, )V 2e.00);
. e(h'(g, k)V;(‘g,k)o()))

=(h'(g, D * e(We@nbo);...; h'(g 1) * @ (¥ eienbo);
o h'(g, k) * @ (Vi 80)

=(h'(g, Do o (Ween8o);...; h'(g, i) ° ¢ (¥elibo);
o5 h'(g k) o @ (VelesB0)).

La construction de la représentation induite donnée au paragraphe 2 du
premier chapitre montre que I’expression ci-dessus est égale a
p'(g)°f(80).

(2) Puisque le facteur simple associé a ¢ est formé des com-
binaisons linéaires a coefficients dans Q des éléments p'(g), on en déduit
immédiatement I’égalité V = f(N).

3. Définition de invariant associé a un caractere absolument
irréductible s

Dans chacun des cas précédents, soient A, le facteur simple de Q[G]
associé a ¢ et i I'injection de A, dans Q[G]. Le choix de I’élément 0,
du chapitre II définit un Q[G]-isomorphisme entre Q[G] et N. On a
donc une suite de Q[G]-homomorphismes:

A,—Q[G]1-N3V

dont le composé est un isomorphisme de A,-modules. Si € est un ordre
maximal de Q[G] contenant Z[G], I'image réciproque de 0Oy est un
idéal fractionnaire I,(N) de I’ordre maximal 0, =i(A,)N0O. Si A,
est de dimension n’ sur son centre C,, on aura, d’aprés la
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proposition I.1:

NeaI,(N))" = x Oc.,,(aln I,(N)) = XOc.,,(@-pf(Z[G]oo), 0.f(On)).

DEFINITION IV .4: L’idéal x 0.,(0.f(Z[G160), 0,f(Ox)) est 'invariant
de ’extension N/Q associé au caractére .

Chapitre V. CALCUL DES INVARIANTS

Nous démontrons dans ce chapitre le théoréme énoncé dans I'intro-
duction.
Nous le rappelons ci-dessous:

TuEOREME V.1: Soit N/Q une extension galoisienne dont le groupe
de Galois G est un p-groupe, et O un ordre maximal de Q[G] contenant
Z[G]. Le O-module 0Oy est stablement libre.

REMARQUE: On vérifie aisément que ce résultat est indépendant de
P’ordre maximal choisi contenant Z[G] (O, et 0, étant deux tels ordres,
on sait que 0,0y et 0,0y coincident pour toutes les places & du centre
premiéres a p).

Soient ¢y un caractére absolument irréductible de G, et A, le facteur
simple de Q[G] associé a . On désigne par C, le centre de A,. Le
caractere ¢ est induit par un caractére y de degré 1 d’un sous-groupe H
de G. On peut donc faire la construction du chapitre précédent. On a vu
que le théoréme résulterait du calcul de:

Xoc.,,(apf(z[G]oo), 0,f(On).

Soient G un p-groupe et y un caractére de degré 1 et d’ordre m =p"
de H. Sim =2, le centre de ’algébre A, est Q. Les normes réduites des
idéaux de A, sont donc principales. Nous supposerons par conséquent
dans la suite de ce paragraphe m impair ou m =0 (mod 4).

Reprenons les notations du chapitre précédent. Le lemme suivant
résulte immédiatement des définitions du chapitre IV, §2.

LEMME V.1: On a les relations:

e o V=V=W dansles cas I, et H,
(enten)e V=V =W dans les cas D, et M,.

LEMME V.2: Le Z[{.]-module M est un module libre.
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DEMONSTRATION: Le Z[{,]-module M a été défini au chapitre III,
§3:

M=@m@uﬂﬂ

Considérons également le Z[{,]-module @i-: O,xm)y €t calculons
Pinvariant relatif de ces deux réseaux de W:

t

XzZizm ((‘:Bl Ooikmy> @ 0:(R (x "‘*)_l) = lJl X216 Ooiicimn> G (R (X 7))

i=1

ce qui vaut d’aprés les résultats bien connus sur les invariants relatifs

()

1:11 I\]m(K(m»/cn(m)(a'i(g2 (X .4‘*)71))_

D’aprés le lemme III.5, cette expression est égale a:

l:[l Su (Nkomyoom (R (x )7,

et le corollaire 2 a la proposition ITII.5 montre que cet idéal est principal.
On peut donc affirmer que M est Z[{,]-libre si et seulement si
@izt Ogixcimy l'est.

Soit L un Ok naw)-réseau libre de K. On note L' le Z[{,,]-réseau de
K (m) engendré par L. On désigne par L' le réseau o;(L’'). Soit U un
idéal de Oknom, tel que cl(U) = cl(Ok). On a évidemment cl(o;U) =
cl(0 ,.x)) etIli_; cl(o:U) est la classe principale puisque engendrée par
N knowmya(U). Sion note A; le discriminant relativement 2 la trace dans

K/Qm)NK et A: le discriminant relativement i la trace dans
o:(K(m))/Q(m), il existe un entier e(i) tel que:

Ali(oa,(K(m))) = AE(OGKK))

ALY ALy (7@

Ceci nous montre que la classe de O,y comme Z[{,.] est celle de
oUZ[{.]. On en déduit immédiatement que Pi-; O,xwmy €St un
Z[¢,.]-module libre, d’oul le lemme.

COROLLAIRE: ¢(Oy) est un Z[{.,]-module libre.

DEMONSTRATION: On a vu dans la proposition III.6 la double
inclusion [N : K]M C¢(Ox) CM. Comme [N : K] est une puissance de
p et que 'unique idéal premier au-dessus de p dans Z[¢,,] est principal,
M et ¢(Oy) sont isomorphes.
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Démonstration du théoréme

Soient e, . les matrices définies au paragraphe 2 du chapitre IV. La
propositon 1.3 montre que 1’on peut choisir 0, de telle sorte qu’il
contienne les e... Supposons que A, soit une algébre de matrices de
dimension b? sur un corps gauche de centre C,. La proposition 1.2 nous
permet d’écrire:
si ¢ est du type I, ou H,:

X 0c{0uf (Z1G180), O,f (On)) = X 0c,(€11° Ouf (Z[ G160, €11 ° Ouf (On))"
si ¢ est du type D, ou M,:

XOc.b(@wf(Z[Gloo), 0,f(On))
= Xoc,,,((eu + ) ° 0,f(Z2[G]00), (€1, + ex)° @wf(ON)b/2-

Considérons un idéal premier (¢) de Z différent de (p). On a:
Z.G]= Z{@z@-

On en déduit pour la valuation ve associée a une place & de C,
au-dessus de (£):
si ¢ est du type I, H,:

V(X oc,(€11° Ouf (Z[G180), €11 ° Oyf (On)))

= ve(X o, (€11 ° f(Z[G100), €112 f(On))

ce qui d’aprés le lemme 1 est égal & va(x 0., (¢(Z[G160), ¢(On)).
Si ¢ est du type D, ou M,

ve(x oc, (€11 + €22) ° Ouf (Z[G100), (e11 + €2) ° O,f (On)))
= ve(x oc,,,((eu + ex) ° f(Z[G10), (€11 + ex) ° f(ON)))

ce qui d’apres le lemme 1 vaut:

ve(x OC.,(‘P (Z[G160), ¢ (On))).

Si ¢ estdu type I, Oc, = Z[{.]. Or, ¢ (Z[G16,) est un module libre. Le
théoréme résulte dans ce cas du lemme 2 et des propositions I.4 et L.5.
Dans les cas D,, M,, H,, I'idéal:

Xzix2(@ (Z[G160), ¢ (On))

est également principal.
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Ceci nous montre que x o.(¢ (Z[G 16, ¢ (Ox)) est principal. On peut
donc appliquer la proposition I.5 et le théoréme est démontré.
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