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ZERLEGUNGEN DER PICARD-GRUPPE
NICHTARCHIMEDISCHER HOLOMORPHER RAUME

L. Gerritzen

Ist X ein holomorpher Raum iiber einem nichtarchimedischen
vollstindigen Grundkoérper k und E der eindimensionale Einheitskreis
sowie L der Rand von E, so gelten fiir die Picard-Gruppen der
invertierbaren Garben auf X, X X E und X X L die folgenden Zer-
legungen:

Pic X X E =Pic X ® P(X)

Pic X X L = Pic X @ P«(X) ® P_«(X) ® H'(X, Zx).

Dabei ist P(X)=P(X)=P_«(X) und H'(X, Zx) ist die erste Ko-
homologiegruppe auf X mit Werten in der konstanten Garbe Zx
beziiglich der holomorphen Topologie auf X.

Die Gruppe P (X) wird in §3.1 genauer angegeben. Man kann zeigen,
daB sie trivial oder nicht endlich erzeugbar ist, falls char k = 0 ist, siche
§3.3.

Die angegebene Zerlegung gestattet in manchen Féllen die Bestim-
mung der Gruppe H'(X, Zx). Dies ist insofern interessant, als es
bislang — abgesehen von einigen eindimensionalen Fillen — Keine ele-
mentare Methode zur Berechnung von H'(X, Zx) gibt. In §4 wird
gezeigt, daB fiir eine Klasse affinoider Riume X, deren affines Modell X
nichtsingulir ist, bereits H'(X, Zx) =0 ist.

Die obige Darstellung erinnert an eine von Bass und Murthy
angegebene Zerlegung von Pic A[t] und Pic A[t,t"!], wenn A eindi-
mensionaler Ring ist. Mit Hilfe des Ubergangs zur affinen Reduktion
wird in §4 an Hand von zwei Beispielen gezeigt, da sich unter
geeigneten Voraussetzungen diese beiden Zerlegungen entsprechen.
Man gewinnt damit eindimensionale regulire, affinoide Rdume X mit
H'(X,Zx)#0bzw. P(X)#0.
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24 L. Gerritzen 21
1. Triviale Teilbereiche fiir invertierbare Garben

1. Im folgenden sei stets k ein nichttrivial, nichtarchimedisch voll-
stindig bewerteter Korper. Mit k, sei ein algebraischer Abschluf3 von k
bezeichnet, und mit |k*| bzw. |k* deren Wertgruppen.

Wir beniitzen den Begriff des holomorphen Raumes iiber k, wie er in
[4] eingefiihrt wurde. Die holomorphe Struktur auf einem holomorphen
Raum X wird durch die Garbe x der holomorphen Funktionen
gegeben. ¥ ist eine Garbe beziiglich der holomorphen Topologie von
X ; wir nennen #x die Strukturgarbe von X. Allgemeiner ist der Begriff
der Garbe im folgenden stets in Bezug auf die holomorphe Topologie zu
verstehen, siehe [3].

Eine kohirente #x — Modulgarbe £ auf X, siehe [3], heif3t invertier-
bar, wenn es eine holomorphe Uberdeckung Il = (X;) von X gibt, derart
daB die Beschrinkungen #|X; als ¥y, — Modulgarben isomorph zu ¥,
sind. £ heiBt dann trivial beziiglich der Uberdeckung 11.

Ist 11 eine holomorphe Uberdeckung eines holomorphen Raumes X
und % eine beliebige Garbe iiber X im Sinne der holomorphen
Topologie von X, so lassen sich in bekannter Weise die Cechsche
Kohomologiegruppen H” (I, %) und H” (X, %) definieren. Zu jedem
holomorphen Raum X bezeichnet man mit % die Garbe der nicht
verschwindenden Funktionenkeime.

Es sei £ eine invertierbare Garbe auf X und Ul = (X;) eine holomor-
phe Uberdeckung von X, beziiglich der % trivial ist. In bekannter Weise
bestimmt man dazu eine Kohomologieklasse n € H'(11, ¥%). Sind %, &’
zwei invertierbare Garben iiber X, so entspricht das iiber #x genom-
mene Tensorprodukt £ X £’ dem Produkt der zu £, &’ gehdrenden
Kohomologieklassen in H'(X, ¥%).

Auf diese Weise bilden die invertierbaren Garben auf X eine Gruppe,
die man als Picard-Gruppe Pic X von X bezeichnet. Es ist Pic X =
H'(X, #%).

2. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so bilden die invertierbaren
R-Moduln zusammen mit dem Tensorprodukt iiber R als Verkniipfung
eine Gruppe, die man als Picard-Gruppe Pic R von R bezeichnet.

Ist X ein affinoider Raum, £ eine kohirente Garbe auf X und
A=TI(X, %x) die Algebra der affinoiden Funktionen auf X sowie
M =TI(X, %), soist M ein endlicher A-Modul und es ist % invertierbar
genau dann, wenn M ein invertierbarer A-Modul ist. Da jeder inver-
tierbare A-Modul eine invertierbare Garbe auf X induziert, ist damit
eine kanonische Isomorphie zwischen Pic A und Pic X angegeben.

Ein Punkt x € X eines holomorphen Raumes X heif}t regulir, wenn
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der Halm %% ein regulérer lokaler Ring ist. Sind sdmtliche Punkte eines
holomorphen Raumes X regulir, so heift X regulédr. Ein Punkt x eines
affinoiden Raumes ist genau dann ein regulirer Punkt, wenn die
algebraische Lokalisierung der Strukturalgebra A von X regulér ist,
wobei m das zu x gehdrende maximale Ideal in A bezeichnet.

Die Menge der nichtreguliren Punkte von X bildet einen affinoiden
Unterraum S(X) von X. Ist X reduziert, so ist S(X) # X.

Ist X ein reguldrer affinoider Raum und A die Strukturalgebra von X,
so induziert jedes Primideal ) der Héhe 1 in A eine invertierbare Garbe
auf X und Pic X wird von der Menge der Primideale Yy der Héhe 1
erzeugt, siehe [3].

3. Wir stellen nun einige Trennungseigenschaften der holomorphen
Topologie eines affinoiden Raumes zusammen.

Ein abgeschlossener affinoider Unterraum N eines affinoiden Raumes
X ist das simultane Nullstellengebilde von endlich vielen affinoiden
Funktionen von X. Einen affinoiden Teilbereich V von X, der N umfaBt,
nennt man eine affinoide Umgebung von N.

BEMERKUNG 1: Sind N,, N, abgeschlossene affinoide Unterrdume von
X mit NyNN,=¢ und ist V ein affinoider Teilbereich von X mit
N, NV = ¢, so existieren affinoide Umgebungen U; von N;mit U, N U, =
dund U NV =4¢.

Beweis: Es sei N, ={x € X: f;(x) = 0} mit endlich vielen affinoiden
Funktionen f; auf X. Da die f; weder eine gemeinsame Nullstelle in V
noch in N, besitzen, gibt es affinoide Funktionen r, auf V, s; auf N,, so
daB gilt 3rf;|V =1, 3sfi|N, = 1. Also ist sup |[fi(x)| = €, unabhingig von
X € V und ebenso sup |fi(x)| = e, fiir x € N,. Mite <inf (€,, €,), € € |k*|,
gilt daher: N, C U,:={x € X:|[f(x)<e}und U NV =¢, U NN,=¢.
Ebenso gewinnt man einen WeierstraBbereich U, mit U, N U, = ¢.

BEMERKUNG 2: Es seien f; endlich viele affinoide Funktionen auf X. Es
sei W. ={x € X: [fi(x)| = €}, € € |k*%|, ein WeierstraBbereich von X und N
ein abgeschlossener affinoider Unterraum von X mit N N W, = ¢. Es
gibt ein € > 1, e € |k%|, mit NN W, = ¢.

BewEIs: Man fiithrt Induktion iiber die Anzahl r der W. definierenden
Funktionen fi, . . ., f. Fiir r = 1 gilt folgende Uberlegung: Fiir x € N ist
|fi(x)] > 1 nach Voraussetzung, und daher gibt es ein 8 > 1, so daB
unabhingig von x € N stets gilt: |f,(x)|= 8 fiir x € N. Fiir 1 <e <8,
€ € |k*|, ist dann W. N N = ¢.
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Sei nun r>1 und U, ={x € X:|fux)|<e,...,|f-i(x)| =€} sowie
Ve ={x € X :|f,(x)| = €}. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die
Existenz vone € k%, & > 1,mit U,N V,AN=¢und U,NV_,NN =
¢. Dies war zu zeigen.

BEMERKUNG 3: Es sei N das simultane Nullstellengebilde der
affinoiden Funktionen f,, .. ., f, von X. Zu jeder affinoiden Umgebung V
von N gibt es einen WeierstraB3bereich

W.:={x € X:|f(x)| =€}, e € [k}, mit W.C V.

BEwEIs: Wir behandeln zundchst den Fall, daB N eine Hyperfliche
von X ist, dh. N ist die Nullstellenmenge einer einzigen affinoiden
Funktion f auf X. Es sei

X.={xeX:|fx)=elund V.= VN X, € €|k,

sowie A. bzw. B. die Strukturalgebra von X. bzw. V. Weiter sei
Ao= A/(f) und By = B/(f|V). Fiir jedes € € |k,| erhdlt man auf kano-
nische Weise Beschrinkungsabbildungen ¢, : A, - B..

BEHAUPTUNG: Es existiert ein € >0 mit ¢. epimorph.

BEGRUNDUNG: Es sei{b,, .. ., b,} ein affinoides Erzeugendensystem
von B iiber A, siehe [4], §3. Dann gibt es zu b} ein a; € A mit
¢o(ai| Xo) = b:| Vo. Es sei bi = ¢(a:), dann ist b}| Vo = b;| V,, und daher gibt
esein e > 0mit|(b}|V.) — (b V.)| < 1. Daher ist sodann dieses ¢. endlich,
siche [4], §3. Da aber V.% X, eine eindeutige Immersion ist, muB} ¢.
sogar epimorph sein, [4], §4.

Fiir das angesprochene e ist die kanonische Einbettung V. & X, eine
abgeschlossene Einbettung; das bedeutet aber, daB X. disjunkte
Vereinigung des affinoiden Teilbereichs V., und eines affinoiden Teil-
bereichs U von X, ist. Da die Beschrinkung f' der Funktion f auf U
keine Nullstelle auf U hat, ist f nach unten beschrinkt; dh. [f(x)|=p >0
fiir x € U. Wihlt man daher ein 8 € |k*| mit § < min (p, €), soist Vs = X;
und somit X; C V nachgewiesen.

Mit einem einfachen InduktionsschluB iiber die Anzahl ¢ der
definierenden Funktionen von N erhilt man das allgemeine Resultat.

4. Wir zeigen nun, daB eine invertierbare Garbe, die auf einem
Unterraum oder einem Teilbereich trivial ist, auch noch auf einem etwas
vergroBerten Bereich trivial ist.
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LEMMA 1: Es sei N C X ein abgeschlossener affinoider Unterraum von
X und & eine invertierbare Garbe auf X. Ist £/ N trivial, so existiert eine
affinoide Umgebung U von N, so daB ¥/ U trivial ist.

BEWEIs: Es sei g € ['(X, ¥) so gewiihlt, daB g|N € I'(N, 4|N) die
Modulgarbe #|N erzeugt. Mit ¥’ sei die von g erzeugte ¥x — Unter-
modulgarbe von £ bezeichnet. Dann ist der Trdger Z der Rest-
klassengarbe £/ ¥’ ein abgeschlossener affinoider Unterraum, der N
nicht trifft. Es ist ja Z={x € X: %, # £}, wahrend fir x € N gilt:
. = .. Wegen Bemerkung 3 ist daher alles gezeigt.

Es sei U C V zwei affinoide Teilbereiche eines affinoiden Raumes X.
V sei ein rationaler Bereich der Form {x € X: |f.(x)| = |f.(x)|}, wobei
fo, . . ., f, affinoide Funktionen von X ohne gemeinsame Nullstelle sind.
Man sagt, U liegt ganz im Innern von V, falls ein € < 1 existiert, € € |k%,
mit U C V. ={x: fi(x)| < e|f,(0)|}.

LEMMA 2: Es sei £ eine invertierbare Garbe auf X und U ein
WeierstraBbereich von X. Ist £ trivial iiber U, so gibt es einen rationalen
Bereich V von X, derart dal3 U ganz im Innern von V liegt und & noch
trivial iiber V ist.

Beweis: Man fiihrt den Beweis dhnlich wie den zu Lemma 1. Es seien
M=I(X, %), M'=T'(U, £) die globalen Schnittmoduln iiber X bzw.
U. Man hat kanonische vollstindige Topologien auf M und M’ und der
Beschriankungshomomorphismus wirft M auf einen dichten Unter-
modul von M’. Sei A bzw. A’ die Strukturalgebra von X bzw. U. Nach
Voraussetzung gibt es ein g € M’, das den A-Modul M’ erzeugt. Jedes
h €M schreibt sich als Produkt h=f-g, wobei f eine affinoide
Funktion auf U ist. Es sei g—h =(1—f) - g, und wihlt man daher h
sehr nahe an g, so ist [(1 — f)(x)| < 1 fiir alle x € U. Dies bedeutet, daB} f
keine Nullstelle in U hat. Also erzeugt sogar h|U den A’-Modul
M'.

Sei nun ¥’ die von h erzeugte Untermodulgarbe von £. Dann ist der
Triager N von /¥’ wieder disjunkt zu U. Da N ein abgeschlossener
affinoider Unterraum von X ist, folgt alles aus Bemerkung 1.

RANDBEMERKUNG: Wenn £ eine lokal-freie Garbe ist und £|N bzw.
Z|U frei ist, so gelten entsprechende Aussagen wie in den obigen
Lemmata.
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2. Invertierbare Garben auf X X E und X X L

1. Sind X, Y holomorphe Rdume und ¥ eine invertierbare Garbe
auf dem Produktraum X X Y, so nennt man £ lokal-trivial iiber X,
wenn es eine holomorphe Uberdeckung I = (X;) von X gibt, so daB
ZL|X: X Y trivial ist.

Im folgenden betrachten wir die Félle, wenn Y =F und Y = L ist.
Dabei bezeichnet E den eindimensionalen Einheitskreis und L den
Rand von E. Es ist I'(E, #:) = k() die Algebra der strikt kon-
vergenten Potenzreihen in einer Variablen ¢ mit Koeffizienten in k
und (L, %) =k(& €"). Es ist L={x€ E:|¢(x)|=1} affinoider
Teilbereiche von E.

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1: Jede invertierbare Garbe auf X X E und X X L ist lokal-
trivial iiber X.

Offenbar geniigt es, den Satz fiir affinoide Ridume zu beweisen,
siche [4] Abschn. 5.

2. Die Lemmata 1,2 von §1 werden nun verallgemeinert. X und Y
bezeichnen wieder affinoide Riume.

LEMMA 3: Es sei N ein affinoider Unterraum von X und £ eine
invertierbare Garbe auf X X Y. Ist #|N X Y lokal-trivial iiber N, so
existiert eine affinoide Umgebung V von N derart, daB ¥|V XY
lokal-trivial iiber V ist.

Beweis: Es sei )t = (V) eine affinoide Uberdeckung von N, so daB
£ trivial beziiglich i X Y ist. Man darf ohne weiteres annehmen, daf3
die affinoiden Teilbereiche N; von N rationale Bereiche sind, siehe
[4], §3. Es existieren dann offenbar rationale Bereiche X; von X mit
X;: NN = N.. Nach §1, Bemerkung 3 gibt es eine affinoide Umgebung
V von N mit VCU X.. Nach Lemma 1 kann man die X; so klein
wihlen, daB £|X; X Y trivial ist. Also ist & trivial iiber V; X Y mit
V.= XNV und somit ist ¥ lokal-trivial iiber V.

Den Beweis des folgenden Hilfssatzes fithrt man #hnlich wie den
von §1, Lemma 2.

LeEMMA 4: Es sei U ein WeierstraBbereich von X und & eine
invertierbare Garbe auf X xX'Y. Ist £ lokal-trivial iiber U, so existiert
ein rationaler Bereich V von X derart, daB U ganz im Innern von V
liegt und ¥ lokal-trivial iiber V ist.
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3. Zum Beweis von Satz 1 benétigt man noch das folgende Ergebnis.

LEMMA 5: Es sei R ein regulirer Ring und 11 ein invertierbares Ideal im
Polynomring R[£] in einer Variablen &. Es gebe ein f =3, f.€” € 1 mit
f. = 1. Dann ist 1 Hauptideal.

BEWEIS: Da die Hohe von 1 genau 1 ist, ist 1 N R = (0) und wenn m
der minimale Grad eines Polynoms # 0 aus 11 ist, so ist m = 1. Es sei

bz{beR: 3 p:Zp,,f"Eumitpm:b}

Ist b =R, so ist u offenbar Hauptideal. Ist m ein maximales Ideal mit
bCm,soistu- R [£] Hauptideal, da R faktoriell ist. Da f unitér ist, ist
dies nicht méglich. Also ist b = R und das Lemma ist bewiesen.

4. Wir zeigen nun, daB eine invertierbare Garbe £ auf X X E
lokal-trivial iiber X ist. Es sei A die Strukturalgebra von X und
M =T'(X, ¥). Wir diirfen annehmen, da X reduziert ist und fithren
Induktion iiber n = dim X. Der Satz ist bekannt fiir n = 0. Sei daher
n > 0. Da die singuldren Punkte von X in einer Hyperfliche enthalten
sind, geniigt es auf Grund von Lemma 2 die Aussage fiir regulire
affinoide Raume X zu zeigen. Wir diirfen weiter annehmen, daf
M =q ein invertierbares Ideal von A(¢) = I'(X E, #x«x) ist, und daf}
es ein Element f=237_,f.&" in q gibt, deren Koeffizienten f, keine
gemeinsame Nullstelle in A besitzen. Fiir jedes x € X ist daher
f(x):=3f.(x)€" € k(x){(¢) nicht die Nullfunktion, und daher ist der
reduzierte Grad s. von f(x) wohldefiniert: es ist s, die Zahl m, fir
welche |£f.(x)| = |f..(x)| gilt, falls w = m, und |f.(x)| < |fn(x)|, falls v > m
ist. Es sei s = sup.ex 5.. Man zeigt sofort, sieche etwa [2], §2, daB s <o
ist.

Wir fithren nunmehr Induktion iiber s. Fiir s = 0 ist f eine Einheit in
AE), also g=A(£). Sei s>1. Der Laurentbereich Z:={x¢&
X:|fu(x)|=fi(x)| fir u =<s} ist nicht leer und es gilt fir z € Z:
If.(2)] <|fs(2)] fir v >s.

Es sei nun B die Strukturalgebra von Z und ¢' = qB(¢). Nach dem
WeierstraBschen Vorbereitungssatz ist f'=f|Z x E €4’ ein Produkt:
f=e-w und e eine Einheit in B(£), sowie o ein unitires Polynom
vom Grade s in B[£]. Wegen @ € 4 und Lemma 5 ist 4 ein Hauptideal.

Wihlt man einen rationalen Bereich V von X derart, dal &
lokaltrivial iiber V ist und so, daBl Z ganz im Innern von V liegt, so
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gibt es auf Grund von [4], 3. Hilfssatz 1, Teilbereiche X, ..., X; von
X mit

XNZ=¢

UX,UV=X
1

i=

Es geniigt daher zu zeigen, daB £ lokal-trivial iiber X.. Daher aber
s, <s fir x € X, gilt, ist dies wegen der Induktionsvoraussetzung
bereits gezeigt.

5. Wir zeigen nun, dafl eine invertierbare Garbe ¥ auf X XL
lokal-trivial iiber X ist. Es sei A(& £7') die Strukturalgebra von
X x L. Wir fiihren wieder Induktion iiber n = dim X. Fiir n = 0 ist der
Satz bekannt. Sei daher n > 0. Wir diirfen weiter annehmen, daf X
regulir ist, g = I'(X X L, #) ein invertierbares Ideal in A(£, £') ist und
ein g € q existiert, dessen Koeffizienten keine gemeinsame Nullstelle in
X besitzen. Setzt man

f=¢ 5= 3 fe

und wihlt r gentigend grof3, so spannen die Koeffizienten {f.: v =0}
das Einheitsideal in A auf. Es gibt dann ein € > 0 mit:

f(} =€

inf {sup
xeX v=0
Man kann nun r so grofl wéhlen, dal} gilt:

If.(x)|<e fur v<O.

Sei s = sup.ex Sk, wobei s, wieder der reduzierte Grad von g(x) ist,
dh. s, =m, falls [f.(x)|=|fx(x)| fir w=m und |f.(x)|>|f.(x)| fir
v > m. Es wird wieder Induktion {iber s gefiihrt.

Man setzt: Z = {x € X :|g,(x)| <|g,(x)| fiir 0 < u =< s}. Z ist ein nicht
leerer rationaler Bereich von X. Mit B sei die Strukturalgebra von Z
bezeichnet, und es sei 4’ =qB(¢ ¢ '). Nach dem Weierstra3schen
Vorbereitungssatz fiir strikt konvergente Laurentreihen siehe [5], Kap
I, §1, Satz 3 ist f' = f|Z X L ein Produkt: f' = e - w, e ist eine Einheit in
B (¢, ¢7") und w ist ein Polynom iiber B. Daraus folgt, daB q' ein
Hauptideal ist. Ebenso wie in Abschnitt 4 schlieft man nun mit
Induktion iiber s, daB g lokal-trivial tiber X ist.
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3. Direkte Zerlegungen

1. Ist A eine affinoide Algebra und f € A(&), f = 20- f.£€7, so besitzt
f genau dann keine Nullstelle in X X E, wenn gilt:

|fo(x)| > |f.(x)| fiir » = 1 und alle x € X.

Setzt man daher
G = {fe A f= E‘)fvgv,foz L|f,(x)|<1fir v=1und x € X},

so ist G, eine multiplikative Gruppe von Einheiten von A(£) und es gibt
eine direkte Zerlegung fiir die Einheitengruppe A*(£) von A(£):

A{E)r = A*- G,

Ist X ein holomorpher Raum, so gibt es daher eine direkte Zerlegung
fiir 9 = # % als Garbe auf X:

(g:{go@gl

mit (go = %;k(-
Auf Grund von §2, Satz 1, gilt:

H'(X,%9)=Pic X XE
und daher erhilt man:
SATZ 2: Pic X X E=Pic X ® H'(X, %)
2. Ist A eine zusammenhingende affinoide Algebra und fé&
ALE ED, f=3SZ . f.€", so besitzt f genau dann keine Nullstelle in
X X L, wenn es einen Index t gibt mit

If,(x)| <|f:(x)| fiir v+ ¢ und alle x € X,

siche [3], Lemma 1.
Weiter gilt:

LEMMA 6: Ist |fo(x)| =1 und |f.(x)| <1 fiir v# 0, x € X, so existieren
eine Potenzreihe g =27 0 g.£” in & und eine Potenzreihe h = Z7_o h.§ ™"
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in &' mit Koeffizienten aus A, derart daB gilt:
f=g-h

BEwELs: Wir diirfen A als reduziert voraussetzen und bezeichnen
die Norm der gleichméBigen Konvergenz mit || |. Wir zeigen zunichst
die folgende Behauptung: es sei 0 < e < 1. Dann gibt es eine Einheit p
in A(¢), p =27-0p.&" mit po=1, ||p.|| =< sup;i- |If.], so daB gilt:

p -f=V:Zla»§”

mit ||a.| <€ fir v=1.

BEGRUNDUNG: Es sei § = sup.-|f.| und n = 1 der groBte Index mit
Ifall = 8. Ist g. = 1—f5'f.£", so ist

q.f = 2, b.g”
b, =0
mit
Ib.|| = sup (|f., 82 fiir » > n
"b,,| =sfir0<v<n

Mit fallender Induktion iiber n erhilt man eine Einheit q in A(¢)
derart, daf

q-f=2 ct
mit

, 90 fir v>n

If.

lle.|| < 82 fiir 0 < v < n.

lle.]| = sup (

Durch mehrmaliges Anwenden dieser Konstruktion erhilt man
schlieBlich das gewiinschte Element p.
Man findet nun zu €" eine Einheit p, mit

pnpnfl .. -pl -f:z aygu

und [|a.||=€" fir »=1 und p, =1+ a, mit ||a.|=€"".
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Setzt man
g'=[Ip.
pn=1

so ist g’ eine Einheit in A(¢) und g’ - f ist eine Potenzreihe in &',
Das Lemma ist bewiesen.
Setzt man

Gi={reawr =3 e f=1)
G.. = {fE A(E N f= Z}ﬁf‘”: fo= 1}

so sind G,, G-, multiplikative Gruppen von Einheiten von A, £7")
und es gibt eine direkte Zerlegung:

A EN=A" G G- {¢}

falls A zusammenhéingend ist. Hierzu hat man sich lediglich noch
klarzumachen, dal G.G_, N A* = {1} ist.

Ist X ein holomorpher Raum, so gibt es daher eine direkte Zer-
legung fiir ¢ = #%.. als Garbe auf X:

YG=%PDGG DY P Zx

wobei 9, =~ %_; und Zx die konstante Garbe auf X mit Halm Z ist.
Auf Grund von §2, Satz 1, gilt daher:

SATZ 3: Pic X XL =Pic X ® H'(X, %) @ H'(X, 4..) ® H'(X, Zx).

3. X sei ein holomorpher Raum. Mit #x bezeichnen wir die Garbe
derjenigen holomorphen Funktionen f, deren Funktionswert f(x) in
jedem Punkt des Definitionsbereichs einen Betrag |f(x)| <1 hat. Fx
ist eine Garbe von Moduln iiber dem Bewertungsring k von k.

Beispiel: X sei das Spektrum der affinoiden Algebra k(£ £) C k(£).
X ist eine affinoide Umgebung des singulidren Punktes der Neilschen
Parabel.

ISt ]1 = {Ul, Uz} mlt

U ={x€X:|Ex)| =€}
U.={xEX:|E(x)| =€}
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mit 0<e =|c| <1, ¢ €k, so ist
H'(1, %)~ kick

Insbesondere folgt daraus, daB H'(X, #x) kein endlich erzeugbarer
K-Modul ist und kein ¢ € k, ¢c# 0, existiert mit ¢ - H'(X, #x) = 0.

Wir zeigen nun, daB zwischen den Kohomologiegruppen H'(X, FHx)
und H'(X, 4, eine Beziehung besteht, falls char k = 0 ist.

Satz 4: Ist chark =0, so ist H'(X, %) als Gruppe isomorph zu
einem abzihlbar — unendlichem Produkt der Gruppe H'(X, #x). Ins-
besondere ist H'(X, %) = 0 genau dann, wenn H'(X, #x) =0 ist.

Beweis: Wir wihlen ein ¢ € k, ¢# 0, derart, daBl die Exponential-
reihe

v

expz .= —
P =ov!

fur |z| <|c| konvergiert. Weiter sei

7=[]%

mit % = Hx fiir alle i. Wir definieren nun einen Isomorphismus e der
Garbe ¥ von abelschen Gruppen in die Garbe %;. Ist f = (fi)i=: ein
Schnitt in & iiber einem Teilbereich von X, so sei

e(f):= Ij exp (cfi).

Man iiberlegt sich leicht, daB e(f) wohldefiniert ist und e: % - %, ein
Isomorphismus von Gruppengarben ist. Daraus ergibt sich die obige
Behauptung.

4. Ist k algebraisch abgeschlossen und D; ein zusammenhingender
affinoider Teilbereich des eindimensionalen Einheitskreises E, so ent-
steht D; durch Herausstechen von endlich vielen “offenen Kreis-
scheiben” aus einer ‘“abgeschlossenen Kreisscheibe”. Auf den
affinoiden Raum

X =Dix...xD,

kann daher die Konstruktion, die in [3], Beweis zu Satz 3 angegeben
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ist, angewendet werden. Somit gilt:

H'X, #%=0
Hieraus folgt:
H'(X,Zx)=0

H'(X, %#x) =0, falls char k = 0.

Es wire wiinschenswert, diese beiden letzten Resultate auf direktem
Wege zu beweisen und das Verschwinden der hoheren Ko-
homologiegruppen H"(X,Zx), H"(X, #x) zu zeigen.

4. Die Picard-Gruppen affinoider Riume und ihrer affinen
Reduktionen

1. Wir setzen in diesem Paragraphen voraus, da k diskret be-
wertet ist. Ist A eine reduzierte k-affinoide Algebra und | || die
Spektralnorm von A, so ist

A’={feA:|fls1}
ein Ring und
A ={feA:|fl<t}
ein Ideal in A°. Der Restklassenring
A= A"j(A)

ist eine affine Algebra iiber dem Restklassenkorper k. Ist | || eine
Bewertung und ist ||Al|=|k| sowie A° regulir, so ist der kanonische
Homomorphismus

Pic A°->Pic A

bijektiv, da eine Uniformisierende 7 von k° ein Primelement von A°
istund A=S"'A’mit S ={1, 7, #°, 7°,.. .}, siehe [1], Chap III, (7.17).
AuBerdem ist der kanonische Homomorphismus

Pic A°>Pic A

bijektiv, da wA° das Radikal von A ist und A° in der (7A°) —adischen
Topologie vollstindig ist, sieche [1], Chap IX, (3.4).
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BEMERKUNG: Ist A reduziert, |A||=k und A regulir, so ist A°
regular.

BEWEIS: Man liftet ein lokales minimales Erzeugendensystem eines
maximalen Ideals von A und erginzt es durch eine Uniformisierde =
von k°. Auf diese Weise erhilt man ein minimales lokales Erzeugen-
densystem des zugehorigen maximalen Ideal von A° und wegen dim
A°=dim A + 1 und j(A) = wA° folgt daraus die Behauptung.

2. Es sei nun B = A(t) die Algebra der strikt konvergenten Potenz-
reihen iiber A in einer Variablen t. Dann ist B®= A%(t) und B = A[t]
die Algebra der Polynome in ¢ iiber A. AuBerdem ist |B| = ||A]l.

Ist daher ||A||=|k| und A regulir, so ist Pic A =Pic A°=Pic A =
Pic B = Pic B° = Pic B, da B regulir ist und Polynomring iiber A ist,
siehe [1], Chap. III, (7.19). Dies bedeutet, daB fiir die in §3, 1 definierte
Garbe %, unter diesen Voraussetzungen H'(X, 4,) = 0 ist, wobei X den
zu A gehoérenden affinoiden Raum bezeichnet.

3. Es sei nun C = A(t,t 'y die Algebra der strikt konvergenten
Laurentreihen iiber A in einer Variablen t. Dann ist C° = A%t, ') und
C =A [t,t7'] die Algebra der Laurentpolynome in t iiber A. AuBer-
dem ist ||C|| = ||A|l. Ist daher ||A|| = |k| und A regulir, so gilt wegen Pic
A = Pic € nun auch:

Pic A =Pic C.

Auf Grund der Ergebnisse von §3.2 folgt daraus, daB H'(X,Zx)=0
ist, wobei X den zu A gehorenden affinoiden Raum bezeichnet.

4. Die in den obigen Abschnitten angegebene Argumentation kann
auf nichtregulire Algebren A verallgemeinert werden, solange A°
regulér ist. Wenn man dazu Ergebnisse von Bass-Murthy heranzieht,
erhilt man eindimensionale affinoide Riume X mit H'(X,Zx)
#0bzw. H'(X, #x)#0. Anstatt diese Uberlegungen allgemein
darzulegen, mochte ich diese Betrachtungen an zwei einfachen
Beispielen erldutern:

BEeisPIEL 1: Es sei A = k(£, 1) und das Relationenideal zwischen ¢
und 7 sei von n°— & — 7 erzeugt. Dabei sei 7 eine Uniformisierende
des diskreten Bewertungsringes k°.

Es ist A°= k(£ 1) und A die affine Algebra der Neilschen Parabel

n’—&=0.
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Nun ist A° regulir, da das von £, n, 7 erzeugte maximale Ideal m,
bereits von ¢ and m erzeugt wird und auf die maximalen Ideale
m# m, die Bemerkung von Abschnitt 1 angewendet werden kann.

Ist B = A(t), so ist B® regulir und daher gilt:

Pic A=Pic A°=Pic A
Pic B=Pic B°=Pic B

Wir wenden nunmehr Theorem 8.1 von [2] an und erhalten eine
Zerlegung

Pic A[t]=PicA@®P

Die Gruppe P ist nicht trivial, da das Fiihrerideal b von A in seiner
Normalisierung A als Ideal von A kein Radikalideal ist. Bezeichnet
X =Sp A den zu A gehorenden affinoiden Raum, so ist X affinoider
Teilbereich einer nichtsinguliren Kurve vom Geschlecht 1 mit
H'(X, %x) =0.

BEIsPIEL 2: Es sei A = k(¢, n) und das Relationenideal zwischen ¢
und 7 sei von n°>— & — &€ — 7 erzeugt.

Es sei B = A(t), C = A{t,t'). Es ist A’ =k%¢, n) und man iiberlegt
wie in Beispiel 1, daB A° regulir ist. Das Spektrum von A besitzt
einen gewdhnlichen Doppelpunkt. Ist b das Fiihrerideal von A in
seiner Normalisierung A, so gilt:

Alb=k
Ab=k®k

Daher ist b Radikalideal in A und aus Theorem 8.1 von [2] folgt:

Pic A =Pic B
PicC=PicA®Z

Wegen Pic B = Pic B und Pic € = Pic C folgt daraus:

H'(X,Z2)=2Z
H'(X, #x) =0, falls char k = 0.

Dabei bezeichnet X wiederum den zu A gehdrenden affinoiden Raum.
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