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Wir betrachten in dieser Arbeit normale, projektive und irreduzible
Varietaten einen Faserraum (bzw. flachen; bzw.... Faserraum),
nicht ausdrücklich anders vermerken, soll jede "Varietât," diese

Eigenschaften haben.

(0.1) BEZEICHNUNG: Wir nennen einen Morphismus f : V - W von
Varietâten einen Faserraum (bzw. flachen; bzw.... Faserraum),
wenn die allgemeine Faser Vw = f-I(w) von f eine regulâren irreduzible
Varietât ist und f surjektiv (bzw. flach und surjektiv; bzw.... und
surjektiv) ist. f : V--&#x3E; W heiBt étales Faserbündel (mit Faser F), wenn
zusâtzlich eine étale Überlagerung W’---&#x3E; W existiert, so da6

W’x w V =-- W’x F ist.

Die benôtigten numerischen Invarianten einer regulâren Varietât V,
d.h.: die Kodaira Dimension K( V), die Irregularitât q( V), sind am
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Ende der Einleitung (0.6) definiert. Man beachte, daB q(V) =
dim(A( V)) ist, wobei av : V---&#x3E;A(V) die Albanese Abbildung ist. Das
Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist der folgende Satz:

SATZ 1: Es sei V eine regulâre Varietiit der Dimension drei. Dann
existiert eine birational iiquivalente Varietât V, ebenfalls regulâr, so
daB gilt :

BEMERKUNG: Wie wir im folgenden erlàutern werden, sind die
ersten drei Zeilen dieser Tabelle "wohlbekannt" und der" K( V) = 0,
q( V) ¥: 1" Teil wurde bereits von K. Ueno bewiesen.
In [19] findet man ein "Programm", wie man eine solche

Klassifikationstabelle aus einer Reihe von Vermutungen (auch für

dim( V) &#x3E; 3) ableiten kônnte. Zunâchst einmal mu6 man Über-
lagerungen abelscher Varietàten studieren:

SATZ II (Vermutung Bn in [19]): Es sei A eine abelsche Varietüt der
Dimension n und h : V-A ein surjektiver Morphismus. Ist V eine

regulâre Varietât, ebenfalls von Dimension n, und K( V) = 0, so ist V
birational zu einer abelschen Varietât A’, isogen zu A.
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Dieser Satz wurde von Ueno in [20] für n = 3 bewiesen. Für den
Beweis für beliebiges n verweisen wir auf die Arbeit [8]. Wesentlich
für den dort gegebenen Beweis ist das genaue Studium von Differen-
tialformen auf Untervarietâten abelscher Varietâten, welches auf Y.
Kawamata zurückgeht.

DEFINITION 0.2: Es sei f: V  W ein Faserraum. Var(f), die
Variation von f, ist definiert als die kleinste Zahl k mit der folgenden
Eigenschaft: Es existieren Varietâten W’ und W mit dim( W) = k und
dim(W’) = dim( W), surjektive Morphismen W’--&#x3E; W und W’--&#x3E; W und
ein Faserraum f : V W, so daB V x w W’ birational zu V x w W’ ist.

Existiert für den Typ von Varietâten, der als regulâren Faser von
f : V - W auftritt, ein grobes Modulschema M, so induziert f eine
rationale Abbildung 1/1: W --&#x3E;M. In diesem Fall ist Var(f)
dim(1/I( W».

Mit dieser Bezeichnung kônnen wir die folgende Vermutung for-
mulieren, die eine Verstàrkung der Vermutung Cn von Iitaka ist (siehe
[19]):

VERMUTUNG Cn,m: Es sei f : V ---&#x3E; W ein Faserraum, V und W
regulâr und dim( V) = n, dim(W) = m. Dann gilt (hoflentlich) K( V) &#x26;

Leider ist C,,,,,, bisher nur in Spezialfàllen bewiesen. Ueno leitete
C2,1 zunâchst aus der Klassifikationstheorie der Flâchen ab. 1975 gab
er einen direkten Beweis. Kurz darauf fand der Autor einen Beweis
für Cn,n-l und einen etwas elementareren Beweis für C2,1 (siehe [22]).
In [21] zeigt Ueno, daB Cn,m richtig ist, f alls die allgemeine Faser eine
abelsche Varietât ist. Fujita und Ueno beweisen Cn,l, falls K(V) 0
und W eine Kurve vom Geschlecht g &#x3E;_ 2 ist [1]. Dieses zuletzt

angeführte Resultat reicht zusammen mit C3,2 und B3 aus, um den
"K( V) = 0" Teil von Satz 1 zu beweisen, bis auf die Zeile "q(V) = il,.
Dies wurde von Ueno in [20] durchgeführt.
Der grôgte Teil dieser Arbeit (§§3-9) enthâlt den Beweis von:

Da es ohne viel zusâtzlichen Aufwand môglich ist, geben wir
auberdem einen etwas von [22] abweichenden Beweis von:
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Einen Leitfaden für die einzelnen Fâlle, die wir bei dem Beweis
von III und IV zu berücksichtigen haben, findet der Leser in §9. Als
Nebenresultat finden wir einige weitere Beweise für C2,1. Einer von
diesen ist auch gültig über einem beliebigen algebraisch abgeschlos-
senen Kôrper k, gleich welcher Charakteristik. Jedoch ist in diesem
Falle C2,1 von wenig Nutzen für die Klassifikationstheorie der

Flâchen, da im Allgemeinen die allgemeine Faser der Albanese Ab-
bildung nicht glatt ist.

In § 1 und §2 zeigen wir, wie man aus Satz II und C 3,1 und C3,2 den
Satz 1 erhâlt. Die dazu notwendigen Schlüsse sind jedoch auch für
hôhere Dimensionen richtig. Um dies prâzisieren zu kônnen for-
mulieren wir:

VERMUTUNG D,,(--): Es sei V eine regulâre Vatietât der Dimen-
sion n mit K( V) = -00. Ist /: Ù- W die Steinfaktorisierung der Al-
banese Abbildung ap : Ù - ap( Ù), so ist für eine Desingularisierung
W’ von W K( W’) a 0, q( W’) = q( V) und die allgemeine Faser F von Î
hat K(F) = -00.

VERMUTUNG Dn(O): Es sei V eine regulâre Vatietât der Dimension
n mit K( V) = 0.

(a) Die Albanese Abbildung ay: Ù- A(Ù) ist ein Fasserraum mit

allgemeiner Faser F, K(F) = 0 und Var(av) = 0.
(b) Wir kônnen eine zu V birational iiquivalente regulâre Varietât V

finden mit: Es existiert eine offene Untervarietât U C V und eine
endliche Überlagerung W"- A(Ù), so daB A(V)-a00FF(U) von Codi-
mension grôber gleich zwei ist und eine offene Einbettung über W" von
U x A() W" in F x W" existiert.

(c) Hat F ein projektives regulâres minimales Modell, so kônnen wir
eine zu V birational iiquivalente regulâre Varietât V finden, so daB
av : V - A( V) ein étales Faserbündel ist.

BEMERKUNG 0.3: Die in Dn(O), (c) gestellte Bedingung, daB ein
projektives minimales Modell von F exisitiert, scheint etwas stark zu
sein. Sie soll gewàhrleisten (siehe §2), daB jede birationale Abbildung
von F x W’ für regulâres W’ auch biregulâr ist, sofern sie mit der
Projektion auf W’ vertrâglich ist. Vielleicht kann man diese Bedin-
gung abschwâchen. Auf der anderen Seite folgt die minimalitàt eines
Modelles F’ von F, sofern WF, = OF, ist. Dieses folgt für drei-dimen-
sionale F mit K(F) = 0, q(F) &#x3E; 1 aus Satz I.

In §1 zeigen wir, dag aus Cn,m und Satz II Dn(-oo) und Dn (0), (a)
folgt. In §2 beenden wir dann den Beweis von:
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SATZ V: Aus der Vermutung Cn,m für m = 1, ..., n - 1 folgt Ver-
mutung Dn(-oo) und Dn(O).

Die Existenz eines solchen Satzes wurde von Ueno [19, S.: 133]
vermutet. Natürlich ist mit III, IV und V der "K( V) _ 0" Teil von Satz
1 bewiesen. Für K ( V) &#x3E; 0 ist die Aussage von Satz 1 jedoch nichts als
eine Folgerung aus dem "Fundamentalsatz über plurikanonische
Faserungen" von Iitaka: (siehe (1.3».

SATZ 0.4: Es sei Veine regulâre Varietüt der Dimension n mit

K( V) &#x3E; O. Dann existiert ein regulâres Modell V von V und ein Faser-
raum f : V - W mit allgemeiner Faser F, so daB dim( W) = K( V) und
K(F) = 0 ist.

Die in § 1 benutzten Argumente stammen zum grôgten Teil aus [19]
und gehen auf Iitaka und Ueno zurück. Der in dieser Arbeit gegebene
Beweis von Cn,n-1 besteht einfach aus dem Zusammenfügen von
Argumenten aus [22] und der von Mumford in [14] gegebenen Beschrei-
bung von Garben auf dem Modulschema der stabilen Kurven. Die
Vermutung C3,, ist nach den Arbeiten von Ueno und Fujita richtig,
wenn die allgemeine Faser eine abelsche Varietât oder K3 Flache ist
(siehe §5). Wie man im Prinzip vorzugehen hat, um C3,1 für Familien
elliptischer Flâchen zu erhalten (siehe §9) ist im wesentlichen klar,
wenn auch - soweit dem Autor bekannt - bisher nicht ausgearbeitet
worden. Der Beweis von C3,1 für Faserrâume von Flâchen vom

allgemeinen Typ beruht stark auf den Erbegnissen von Gieseker [3]
und Fujita [2], [1].
Aus der langen Liste der Mathematiker, die mir durch Gesprâche

und Hinweise geholen haben, môchte ich (aus Platzmangel) nur Dr.
T. Fujita, Y. Kawamata, Prof. H. Popp und Prof. K. Ueno erwahnen.
Ihnen und allen ungenannten sei herzlich gedankt. Eine "Ankün-
digung" der Ergebnisse mit einem Überblick über die Beweismethode
erschien in Rend. Sem. Mat. Univers. Politcn. Torino ; 37 (1979).

(0.5) BEZEICHNUNGEN: Wir benutzen die Terminologie der alge-
braischen Geometrie, wie sie zum Beispiel in [5] beschrieben wird.

(a) Es seien fi: Vi --&#x3E; Wi für i = 1, 2 zwei Faserrâume (oder zwei
dominante rationale Abbildungen von Varietâten). Dann bezeichnen
wir fi und f2 als birational âquivalent, wenn birationale Abbildungen
,n’: Vi - V2 und q : We W2 existieren, so daB f 1 71 und 71’. f2
dieselbe birationale Abbildung definieren.

(b) Die Aussage: "Für fl: Vi - W1 gilt ... nach Wahl eines geeignet-
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ten Modelles von fi" bedeutet natürlich, da8 man einen birational
àquivalenten Faserraum f 2 : V2 --&#x3E; W2 finden kann, für den ... richtig ist.

(c) Die aus der Dualitâtstheorie benutzten Bezeichnungen und
Ergebnisse werden in dem Anhang erlàutert.

(d) Ist f : V --&#x3E; W ein Morphismus von Varietâten, so ist die all-

gemeine Faser V X w Spec(C( W)) = Vw, wobei C(W) der algebraische
Abschlug des Funktionenkôrpers von W ist. Die von uns über die
allgemeine Faser gemachten Aussagen gelten jedoch entweder für alle
Fasern von f über einer Zariski - offenen Menge in W (z.B.: regulâr,
Dimension der Faser, etc.) oder zumindest (Kodaira Dimension der
Faser) über einer Untermenge U C W, die das Komplement von
abzâhlbar vielen echten abgeschlossenen Untervarietàten ist. Ist die
allgemeine Faser von f jedoch eine Kurve oder Flache, so kônnen wir
auch in diesem Fall für U eine Zariski - offene Menge wàhlen (siehe [ 19,
S.: 85] und li il).

DEFINITION 0.6:

(i) Es sei V eine Varietât und Y eine invertierbare Garbe. Es ist

(ii) Ist f : V-&#x3E; W ein flacher Faserraum, so daB wvlw existiert und
B invertierbar ist (siehe A.1), so ist die relative Kodaira Dimension von

f: K(V/ W) = K(V, WVIW).
(iii) Ist Veine Varietât, so daB wv existiert und invertierbar ist,

so ist die Kodaira Dimension von V : K( V) = K( V, ll)y).
(iv) Ist V eine regulâren Varietât, so bezeichnet q(V) =

dimc(HI( V, Ov» die Irregularitiit von V.

BEMERKUNG 0.7: Die in 0.6 definierte Kodaira Dimension und
relative Kodaira Dimension ist erst dann invariant unter birationalen

Abbildungen, wenn wir uns auf rationale Gorenstein Singularitâten
bzw. Gorenstein Faserrâume mit relativ rationalen Singularitâten
beschrânken (A.4).

Die Numerierung der Sâtze, Definitionen, wichtiger Gleichungen
oder Abschnitte ist in §b oder dem Anhang fortlaufend mit b.i oder A.i
(i = 1,...). Eine Ausnahme bilden die Sâtze I-V und die Vermutungen
Cn,m und Dn, die in der Einleitung zu finden sind.



367

§1. Folgerungen aus der Vermutung Cn,m

In diesem § wollen wir zunâchst einige Eigenschaften der Kodaira
Dimension und der Albanese Abbildung zusammenstellen. Die
Beweise findet man in [19].

LEMMA 1.1 (siehe [19, §81): Es sei V eine Varietdt und :£ eine

invertierbare Garbe. Es sei N( V, Y) = fi &#x3E; 0; HO( V, :£i) ¥: 0). Für i E
N( V,:£) sei W;,o : V - pN die rationale Abbildung, die durch Ô;,o(x) =
(ço(x), ... , ’PN(X» gegeben ist. Dabei ist CPo,..., CPN eine Basis von

H’(V,Y’). Dann ist K( V,:£) = -00, falls N ( V, 0) = 0 ist und

K ( V, 0) = Maxfdim(Oi,y(V»; i E N ( V, 0)) falls N( V, Y) 4 0.

LEMMA 1.2 (siehe [19, §5]):
(i) Ist g : V’ - V ein surjektiver Morphismus von Varietâten, so ist

K( V, Y) = K( V’, g*:£) für jede invertierbare Garbe :£ auf V.
(ii) Sind :£ und :£’ invertierbare Garben auf V und :£,a C yl für

a, b &#x3E; 0, so ist K ( V, 0) a K( V, :£’).

LEMMA 1.3: (siehe [19, §61): V sei eine regulâre Vatietât.
(i) (Satz von Iitaka) Es existiert mo und ein Fasserraum f : V’ - W,

so daB gilt :
(a) V’ und W sind regulâr.
(b) Für m E N( V, wv), m a mo, ist f birational âquivalent zu

(c) Es ist K ( V) = dim( W).
(d) Es existiert eine Menge U in W, die das Komplement abzâhlbar

vieler echter abgeschlossener Untervarietiiten ist, so daB für jedes
y E U die Faser V’ y = f-l(y) eine regulâre Varietât mit K( V§) = 0 ist.

(ii) Es sei g : V’---&#x3E; V ein surjektiver Morphismus regulàrer
Vatietâten m it dim( V’) = dim( V). Dann ist K ( V’) a K ( V) .

(iii) Es sei f : V - W ein Faserraum. Dann ist K( V) :5
K(Vw) + dim( W), wobei - wie üblich - Vw die allgemeine Faser be-
zeichnet.

(1.4) DIE ALBANESE ABBILDUNG (siehe [19, §91):
(i) Es sei V eine regulàre Varietât. Dann existiert eine abelsche

Varietât A( V) und ein Morphismus a = av : V- A( V) mit der fol-
genden Eigenschaft: Für jeden Morphismus 8 : V - B von V in eine
abelsche Varietât B existiert ein eindeutig bestimmter Homomor-
phismus abelscher Varietâten g :A(V)-B und ein b E B, so dal3
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l3(v)=g(a(v»+b ist, für alle v E V. Man bezeichnet a : V - A( V)
als die Albanese Abbildung von V.

(ii) Es ist dim(A( V» = q( V).
(iii) a( V) erzeugt A( V) (d.h.: A( V) hat keine echte abelsche Un-

tervarietat, die das Bild von a enthâlt).
In [19, § 10] findet man den Beweis, daB eine Untervarietât W einer

abelschen Varietât nie K( W) = -00 haben kann und nur dann K( W) = 0,
wenn W selbst eine abelsche Varietât ist. Zusammen mit 1.4(iii) gibt
dies:

SATZ 1.5 (Ueno): Es sei V eine regulâre Vatietât und a : V - A( V)
die allgemeine Faser von f. Wegen Cn,m ist ( V) &#x3E; K (F) + K ( W’). Da aus
(1.5) und (1.3), (ii) folgt, dal3 K( W’) &#x26; 0 ist, muB K(F) = 00 sein, falls
K( V) = -00 ist.
Mit Hilfe dieser Lemmata kônnen wir wie in [19] beweisen:

(1.6) Aus Satz II und Vermutung Cn,m (für m = 1,..., n - 1) folgt
Dn(-oo) und Dn(O), a).

BEWEIS: Es sei f Ù - W die Steinfaktorisierung von a : V  a( V)
und d : W’-W eine Desingularisierung. Wir dürfen natürlich

annehmen, dal3 f: V  W’ existiert, so dal3 Î = d . f ist. Es sei F

die allgemeine Faser von f. Wegen Cn,m ist K(V)&#x3E;
K(F)+ K(W’). Da aus (1.5) und (1.3), (ii) folgt, daB K(W’)O ist, mu6
K(F) = 00 sein, falls K( Ù) = -00 ist.

Ist hingegen K( V) = 0, so ist wegen (1.3), (iii) K(F) - 0 und wegen
Cn,m gilt: K(F) = K(W’) = Var(f) = O. Wegen (1.5) und (1.3), (ii) ist a
surjektiv und aus Satz II folgt, daB W’ birational zu einer abelschen
Varietât B ist. Betrachte

Wegen der universellen Eigenschaft (1.4), (i) existieren g und g’.
Ebenso folgt, daB g . g’ und g’ . g Isomorphismen sein müssen. Also
ist q(V) = q(W’). Da aber W’ birational zu einer abelschen Varietât
ist, ist aw, birational und somit a ein Faserraum, falls K( V) = 0 ist.



369

§2. Der Beweis von Satz V

In diesem § wollen wir den Beweis von Satz V abschlief3en.
Zunâchst beweisen wir das folgende Lemma, dessen Beweis dem
Autor von K. Ueno gezeigt wurde:

LEMMA 2.1: Es sei Z eine Varietüt und Ci eine endliche Gruppe, die
birational auf Z operiert. Dann existiert eine regulâre Varietât Z’, auf
der @ biregulâr operiert, und ein K-invarianter birationaler Mor-

phismus Z’ - Z.

BEWEIS: Es sei X = rI,,,=,, Z,, wobei Z = Z, ist. Jedes T E 0153
definiert einen Isomorphismus von X indem T den Faktor Z, iden-
tisch auf Zu-r-l abbildet. Es sei b:Z---&#x3E;X die rationale Abbildung, die
z abbildet auf das Tupel (zu) mit z, = lT(z) E Z,. Es ist ik vertrâglich
mit der Operation von (S auf Z und X. Es sei Z" der AbschluB des
Bildes von Vi. Dann ist Z" invariant unter der Operation von @ und Ci
operiert biregulâr auf Z". prl: Z"  Z ist S-invariant. Nun kann man
Z" so desingularisieren, da8 @ auch auf der Desingularisierung bire-
gulâr operiert (vergleiche mit [19, S.: 22]).

Faserraum mit Var(a) = 0.
Nach Definition der Variation, existiert eine Überlagerung von A,

über der der induzierte Faserraum trivial ist. Durch "eingebettetes
Desingularisieren" des Verzweigungsortes erhalten wir einen bira-
tionalen Morphismus y : W-A und eine Galoissche Überlagerung
,q: W’--* W mit Galoisgruppe (S, so dal3 gilt:

(i) W ist regulâr und L1 (W’ / W) is gut (A.9)
(II) V XA W’ ist birational zu W’ x F, mit F regulâr, K(F) = 0. Nach

(2.1) finden wir ein Z’ - W’ x F, birational, so daB die Operation von
OE auf V x A W’ auf Z’ eine biregulare Operation induziert.
Es sei Veine Desingularisierung von Z’/W, so gewàhlt, dal3 der

Verzweigungsort der Normalisierung V’ von V XW W’ über V
ebenfalls gut ist. Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm:
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so daB die Voraussetzungen von (A. 10) erfüllt sind. V ist birational zu
V.
Nun sei E der exzeptionelle Ort von p. Indem wir V noch ein wenig

mehr aufblasen, dürfen wir annehmen, dag q’(E) U L1( V’ / V) ebenfalls
nur regulâre Komponenten mit transversalen Schnitten hat.
Es sei D ein Prim-Weil-Divisor von W’. Dann ist auch g-’(D) ein

Prim-Weil-Divisor. Sein eigentliches Urbild in V’ bezeichnen wir mit
D’. Es sei ew(D) (bzw. ey{D’» die Verzweigungsordnung von D über
W (bzw. D’über V).

LEMMA 2.3: Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in
(2.2) (insbesondere K ( V ) = 0). Dann ist für jeden Prim - Weil-Divisor D
von W’, für den y(q(D)) ein Divisor von A ist, ew(D) = ev(D’).

BEWEIS: Angenommen das Lemma sei falsch. Es seien DJ, ..., Dk
die Divisoren mit ew(D;)&#x3E; ev(Di) und y(q(D;)) Divisor auf A.

Offensichtlich permutiert @ diese Divisoren. Es seien El, ..., Ee die
exzeptionellen Divisoren von V’ bezüglich p, die über DI,..., Dk
liegen.
Nach (A.11) und (A.12) enthâlt der Kokern von

die Untervarietàten D§ und Ej für i = 1,..., k und j = 1,..., f. Also ist
für v » 0

Da K(F) = 0 und K(W) = 0 ist, ist nach (1.2):

Sind Fi, ..., FA die exzeptionellen Divisoren von y, so ist ww =

Ow(Y, j= 1 aifi), ai &#x3E; 0, (A.7).
Also ist für g » 0 die Garbe y*(OA(Y(71(2=I D,)))) eine Untergarbe

von (,wvo Ow(,q(il=1 Di»)e. Da aber ein nicht trivialer positiver
Divisor auf einer abelschen Varietât immer eine echt positive K-

Dimension hat, steht dieses im Widerspruch zur Voraussetzung.

LEMMA 2.4: Es sei E ein Prim - Weil-Divisor von V’, exzeptionell für
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p, so daB f’(E) 4 W’ ist. Dann ist für jedes 0- E (M auch o-(E) ein

exzeptioneller Divisor.

BEWEIS: Da W’ normal ist und Wreg invariant unter @, kônnen wir
annehmen, daB p(E) nicht im singulâren Ort von W’ x F liegt. Nach
(A.7) ist die allgemeine Faser des Morphismus pIE: E ---&#x3E; p(E) ein

projektiver Raum. Also ist die allgemeine Faser vonf’l E: E ---&#x3E; f ’(E)
nach (1.3), (iii) von Kodaira Dimension -00. Angenommen p(u(E)) ist
für ein u E OE ein Divisor, dann ist, da o-{/’(E» = g(p(o-(E») 0 W’ ist,
p(o-(E» = F x g(p(o-(E»). Also ist K(F) = -cn im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Jetzt kônnen wir zeigen, daB aus Dn(0), (a) auch Dn(0), (b) folgt : "

(2.5): Es sei W" die Normalisierung von A in C(W’) und y’ : W’ -
W" die induzierte Abbildung.
Es seien El, ..., Ek die exzeptionellen Weil-Divisoren von V’

bezüglich p mit f’(Ei) 0 W’. Wir setzen Û’ = Vreg rl (Uf=t E) und U’
sei die grôgte offene Untervarietât von Û’, so daB y’ auf f’( U’) ein
Isomorphismus ist. Es sei Ú = 1]’( U’). Es ist codim( W’ x F -
p(Û’» - 2 und codim( W" x F - (y’ x id) - p( U’»  2. Also folgt:

BEHAUPTUNG 1: 1 HO(U’, Ou’) = C.

BEHAUPTUNG 2: Es ist T : U’  Ul = U x w W’ ein Isomorphismus.

BEWEIS: Es ist U’ invariant unter @ wegen (2.4). Also ist

1] ’-I( Ú) = U’. Es sei D’ ein Divisor auf U’, der über Û verzweigt ist.
Nach Konstruktion kann D’ nicht die allgemeine Faser von f’ treffen
und f’(D’) = D ist ein Divisor. Da wir gerade U’ so gewâhlt haben,
dal3 U’ weder den exzeptionellen Ort von p noch das Urbild des
exzeptionellen Ortes von y trifft, erfüllt D die Voraussetzungen von
(2.3) und ej(D’) = ew(D). Nun ist U’ regular, ebenso wie f’( U’). Nach
(A.l) (viii) und (iv) ist wu’/ú = T*WUI/Ú und wu, = T*wu,. Wegen (A. l)
(v) und (vi) ist

wu, und wu, sind invertierbar, und wegen Behauptung 1 ist die

zusammengesetzte Abbildung von Garben ein Isomorphismus. Dies ist
nur môglich, falls r* Ou, = OUI ist und T ein Isomorphismus.

Wir wâhlen für U" die Menge der Punkte von U’, in denen p ein
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Isomorphismus ist. D.h.: Wir verkleinern U’ um exzeptionelle
Divisoren von p, die surjektiv auf W’ abgebildet werden. Es sei
U = q’(nuOEOE OE( U")).

BEHAUPTUNG 3: U und W" erfüllen die Bedingungen aus D.(O)
(b).

BEWEIS: Es ist UXAW"=UXAW’4ÚXAW’::::::U’ und (y’ x
id) . p ist auf U eine offene Einbettung. Die Albanese Abbildung von
V ist gerade y . f und

Nach Wahl von U" ist codim(f’(U’) - f’(n(TE0153(T(U"»)2.

Zum Beweis, da0 aus Dn(0) (b) auch Dn(0) (c) folgt, benôtigen wir:

LEMMA 2.6 (siehe auch [12]): Es sei F eine regulâre Varietüt mit
K(F) a 0. Es sei F ein minimales Modell. X sei eine regulâre (nicht
notwendig vollstiindige) Vatietât und r: X x F ---&#x3E; X x F eine bira-

tionale Abbildung über X. Dann ist T biregulâr.

BEWEIS: Es sei T die Menge der Punkte, in denen T nicht definiert
ist und für x E X sei Tx = T fl F x (x). Es sei Ex das totale Bild von
Tx (siehe z.B. [5, S.: 410]). Für einen allgemeinen Punkt x aus prl(T)
existiert eine dominante birationale Abbildung E ., --- &#x3E; Tx, deren all-

gemeine Faser von Dimension grôger oder gleich eins ist. Also ist

Tx 0 F x (x). Angenommen Ex 0 F x (x), dann induziert T einen sur-
jektiven Morphismus von F x {x} - Tx auf F x {x} - Ex und, da F
minimal ist, ist dieser biregulâr auf F und Tx = Ex. Also ist Ex =

F x (x). Ist d : Y --&#x3E; X x F ein birationaler Morphismus, so daB r-’ - d
ein Morphismus ist. so folgt aus (A.7), daB die Zusammenhangskom-
ponenten der algemeinen Faser von d-’(Ex) --&#x3E; Tx birational zu pro-
jektiven Râumen sind. Wegen (1.3) (iii) wâre dann aber K(Ex) =
K(F) = -00.

LEMMA 2.7: Es sei F eine regulâre Vatietât und q :X-Z eine
galoissche Überlagerung (nicht notwendigerweise vollstândiger)
regulârer Vaiietâten mit Galoisgruppe 01. Es sei eine Operation von OE
auf X x F gegeben, vertrâglich mit der Operation von (M auf X, so daB
gilt: Ist x E X ein Fixpunkt von (T E OE , so lâsst o- die Faser {x} x F
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punktweise f est. Es sei T : (F x X)/OE = Y - Z der Quotient. Dann ist T
ein glatter Morphismus und Y xzX =:= X x F.

BEWEIS: Man kann natürlich ânlich wie in (2.5) argumentieren.
Eine andere Môglichkeit ist: Es sei z e Z und 3 die Unter-

gruppe von OE, die einen festen Punkt x eq-’(z) festlâsst. Wir
wollen zunâchst zeigen, dag der nâtürliche Morphismus Ixl x F
T-I(Z) ein Isomorphismus ist. Ist B der lokale Ring von x auf X und
Spec(A) ein offenes 3-invariantes Unterschema von Spec(B) x F,
und M das maximale Ideal von B, so wird der Morphismus be-
schrieben durch A ’/(B ’ n M ) . A’ - A/M . A. Nun wird jedes Element
a E A modulo M - A durch ein 3-invariantes Element reprâsentiert,
und zwar (1/]J]) . o-(a). Also ist obiger Ringhomomorphismus
surjektiv. Die Injektivitàt folgt sofort, wenn T-I(Z) reduziert ist. Dazu
genügt es, den Fall zu betrachten, dag A der lokale Ring des all-

gemeinen Punktes der Faser ist. Wegen obiger Beschreibung der
Elemente von A erzeugt B’ n M das Ideal A’ n (M A) modulo

(A’- rl (m - A»2, und nach Nakayamas Lemma folgt die Behauptung.
Also hat T glatte Fasern, und da Y als Quotient einer regulâren

Varietât rationale Singularitâten hat (siehe [23]) und damit Cohen-

Macauley ist, ist T flach und glatt. Beachtet man, daB X x F die
Normalisierung von Y xzX ist, und daB letztere Varietât regulâr ist,
so folgt das Lemma.

Wir behalten die Bezeichnungen aus (2.7) bei und betrachten die
Funktoren i%60mz( Y, Z x F) und lllu t(F) = )£om(F, F) (siehe [4, 195-
13]). Nach [4, 221-20] werden beide Funktoren reprâsentiert (man
beachte, da0 für uns alle Varietâten projektiv sind), sagen wir durch
I ---&#x3E; Z bzw. A. A ist ein Gruppenschema. Es sei Ao die Zusammen-
hangskomponente der 0 E A. Wie in [12] folgt aus (2.6):

FOLGERUNG 2.8: Ao ist eine abelsche Varietât, falls F ein mini-
males Modell mit K(F) &#x26; 0 ist.

BEWEIS: Es genügt zu zeigen, dal3 Ao vollstàndig ist. Dies folgt
aber aus (2.6) und dem Bewertungskriterium.

LEMMA 2.9: Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in
(2.6) und (2.7). Dann existiert eine étale Überlagerung X’ von Z, so
daB X’ XZ Y =:= X’ x F ist.

BEWEIS: Nach Definition ist I xzX = X x A und daher ist I xzX
glatt über X. Also ist auch I glatt über Z. Ist Io eine Zusammen-



374

hangskomponente von I, so operiert Ao x Z auf Io und Io ist ein

Fasersystem (in der Bezeichnung aus [18]). Io ist glatt über Z und
daher sind die Kriterien (SL) und (FP) aus [18, S.: 10] erfüllt. Wir
wissen also, da6 Io--&#x3E;Z sogar ein prinzipaler Faserraum mit Gruppe
Ao ist. Nach [18, S.: 28] existiert eine abelsche unverzweigte Über-
lagerung X’--&#x3E; Z mit einer Galoisgruppe @’ in Ao, so daB Io = X’ X«Ao
ist (siehe [18, S.: 17]). Mit anderen Worten: X’ x Ao::::: 10 xzX’ und
daher hat 10 xzX’ einen Schnitt über X’. Nach Definition von 1

existiert also der gesuchte Isomorphismus.

(2.10) SCHLUB DES BEWEISES VON SATZ V: Nach (2.5) haben wir
bereits D,(O), (b) erhalten. Wir benutzen die Bezeichnungen aus
Dn(O). Es sei a ^= a v und A = A(V). Wir kônnen annehmen, daB
7q : W"---&#x3E;A galoissch ist, und daB F bereits das minimale Modell ist.
Es sei Z::::: a(U) und X = q -’(Z). Indem wir U etwas verkleinern,
dürfen wir voraussetzen, daB X regulâr ist.
Es sei a E @. Auf F x X operiert a als (T’ = idF x a und auf U xzX

als o-" = idu x a. Nach (2.6) ist die birationale Abbildung o-" - o"-’ von
F x X auch biregulâr und damit ist (r" ein Isomorphismus von F x X.
Ist x E X ein Fixpunkt von (T, so lâsst a" die offene Menge U xzx n
F x {x} punktweise fest, und somit auch ganz F x (x). Nach (2.7) ist
der Quotient Y (bezüglich der zweiten Operation von OE) glatt über Z
und nach (2.9) existiert eine galoissche étale Überlagerung X---&#x3E; Z mit
Gruppe (M’, so daB X’ xZ Y = X’ x F ist.
Es sei W’ die Normalisierung von A in (X’). Da codim(A - Z) a 2

ist, ist W’ über A étale. Nach Konstruktion ist Y birational zu V und
W’ xA V birational zu W’ x F. Indem wir ein zweites Mal (2.6)
anwenden, erhalten wir, daB die Operation von @’ auf W’XA V eine
biregulâre Operation von ffl’ auf W’ x F induziert. Da @’ auf W’

fixpunktfrei operiert, existiert nach (2.7) der Quotient V =

( W’ x F)IQ’--&#x3E; A als glattes Schema über A und V x A W’ = W’ x F.

§3. Reduktionsschritte für den Beweis von Cn,m

Genau wie in [22] beginnen wir den Beweis von C3,1 und Cn,n-,,
indem wir die "relative Version" formulieren und zeigen, wie Cn,m
daraus folgt. Als zweiten Schritt reduzieren wir das Problem auf die
Situation der semistabilen Familien. Dieser Schritt ist môglich für
C,,,,,-, und Cn,,. Die Beweise sind âhnlich zu denen in [22]. Da wir
dort - leider - alles nur für C,,,,-, formuliert haben, und sich darüber
hinaus ein dummer (aber hebbarer) Fehler eingeschlichen hat (siehe
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die Korrektur am Ende des entsprechenden Bandes der Zeitschrift),
müssen wir diese Schritte wiederholen.

(3.1) VERMUTUNG C’,,,,: Es sei f : V- W ein Faserraum, n =

dim( V), m = dim( W) und V und W regulâr. Dann existiert (hoflent-
lich) ein birational iiquivalenter Faserraum fi : Vi - Wl, VI und W,
regulâr, so daB

richtig.

BEMERKUNG: Wie wir im Beweis sehen werden, genügt es, um für
einen festgewtihlten Faserraum f : V  W Cn,m nachzuweisen, C§,m für
diesen Faserraum zu verifizieren, und Cn-,,m-r für r = K( W) und für
die Einschrânkung von f auf das Urbild eines (m - r)-dimensionalen
Teilraum von W in genügend allgemeiner Lage.
BEWEIS: Ist /: Ù- lÎ/ ein Faserraum mit dim(Ù) = n - r und

dim( lÎ/) = m - r, K ( lÎ/) a 0 und K( Vw) &#x3E; 0 und /i : Ùi - lÎ’i das nach
C§-r,m-r existierende Modell, so liefert die Inklusion (k &#x3E; 0)

die Ungleichung

Nun sei f : V - W wie in Cn,m. Wir dürfen annehmen, daB K(W) - 0
und K(Vw)a0 ist, und daB f selbst gerade das Modell ist,
für welches die in C’ n,,, gefordèrte Ungleichung bekannt ist. Wir

haben für v = IL . c, mit c &#x3E; 0 und u E N Inklusionen f * úJ W  úJ v und
H°( W, w v Es sei (wie in (1,1)) 0’ 1 = 0,,.,,v und $JI =

$JI,úJw und Vv (bzw. Wv) der AbschluB des Bildes von 0’ (bzw. $JI).
Die obige Inklusion besagt gerade, daB ein kommutatives Diagramm
dominanter rationaler Abbildungen existiert:
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Wâhlen wir (wie in (1.3) (i)) IL genügend groB und schrânken wir
dieses Diagramm auf den allgemeinen Punkt a von W, ein, so erhalten
wir:

mit: K( Wa) = 0; die allgemeine Faser von f a ist Vw und die allgemeine
Faser von 0’ ,a ist von Kodaira Dimension 0. Aus (3.3) folgt: K ( Va ) ?
K(Vw) und aus (1.3) (i) und (iii)

DEFINITION 3.4: Wir bezeichnen einen flachen Faserraum g : T - S
aIs semistabilen Faserraum (von r-dimensionalen Varietâten, r =

dim(T) - dim(S)), wenn für jeden geometrischen Punkt p E S die
Faser 7p = g-I(p) regulâre Zweige hat, die sich transversal schneiden
d.h.: Für jeden Punkt t E Tp ist

BEMERKUNG 3.5: Es sei g: T --* S ein semistabiler Faserraum.

Dann ist g ein flacher Gorenstein Faserraum.

Damit wir einige technische Voraussetzungen nicht immer wieder-
holen müssen, definieren wir:

DEFINITION 3.6: Wir bezeichnen einen semistabilen Faserraum als

prâparierten semistabilen Faserraum, wenn gilt:
(0) Für n » 0 ist g@,Wn TI S lokal frei.
Für jede (generische) Überlagerung S’- S hat T’ = T Xs S’ nur

relativ rationale Singularitâten (A.4).
Ist Var(g) = 0, so ist T = S x F.
(1) Ist die allgemeine Faser T, eine Kurve vom Geschlecht 7r &#x3E; 1,

so ist g : T - S sogar stabil (d.h.: jede nicht singulàre rationale Kom-
ponente einer Faser Tp schneidet die Vereinigung der restlichen

Komponenten in drei oder mehr Punkten). Darüber hinaus soll für
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ir 2: 1 die Kurve T x Spec(C(S’)) eine "Level-&#x3E;-Struktur" haben für
IL 2: 3.

(2) Ist T, eine Flâchen, so ist T, ein minimales Modell.
(2’) Ist T, eine elliptische Flâche, so existieren Morphismen von

Varietâten

so daB gilt:
(i) h ist ein semistabiler Faserraum von Kurven. Ist Var(h) = 0, so

existiert ein birationaler Morphismus Y - S x E.
(ii) k ist ein Faserraum, dessen algemeine Faser Ty eine elliptische

Kurve ist. Es existiert eine galoissche Überlagerung Y’ - Y, so daB
gilt: T x Spec(C( Y’» hat eine "Level-li-Struktur" (g 3). à (Y’l Y) =
SI(S) U s2(S) U ... U s,(S) U D, wobei D ein Divisor ist, der in endlich
vielen Fasern von h liegt, und s; : S - Y für i = 1,..., v Schnitte sind.
Es ist si(s) fl Sj(S) = 0 für i 0 j und si(s) n D = 0. h ist in den

Punkten von si (S), i = 1,..., v, glatt.

(3.7) VERMUTUNG C",,n: es sei g: T ---&#x3E; S ein prâparierter semi-
stabiler Faserraum von (n - m)-dimensionalen Varietâten und m =

dim(S). Ist K(Ts)  0, so ist (hoffentUch)

BEMERKUNG 3.8: Wir dürfen - um C" n,,,, zu beweisen - S durch eine
(generische) Überlagerung S’ ersetzen (siehe (1.2) (i) und (A.l) (iv)).
Ebenso dürfen wir T durch eine "Aufblasung" T’ ersetzen, solange
auch T’ ein semistabiler Faserraum ist (A.5). Ist S Gorensteinsch und
d:T-&#x3E;r eine Desingularisierung, so ist d*(lùt  (g . d)*lù sn) = lùTIS
(siehe (A.3)).

VORAUSSETZUNG 3.9 "EXISTENZ DER SEMISTABILEN

REDUKTION": Es sei f : V ---&#x3E; W ein Faserraum. Wir sagen, daB f die
Voraussetzung (3.9) erfüllt, falls ein prâparierter semistabiler Faser-
raum g : T- S existiert (S vollstàndig!) und rationale Abbildungen
17 : S W und q’: T ---&#x3E; V, so dal3 gilt: Es existieren offene Mengen
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UvCV und Uw C W, f(Uv) C Uw, so daB 17111-1(UW) und 17’ll1,-I(uv)
galoissche Überlagerungen sind und

ein Faserprodukt.

Leider wissen wir nicht, ob diese Voraussetzung im Allgemeinen
erfüllt ist. Es gilt aber:

LEMMA 3.10: Es sei f: V- W ein Faserraum, K(Vw) &#x26; 0. Es sei
entweder Vw eine Kurve oder W eine Kurve. Dann erfüllt f: V - W die
Voraussetzung (3.9).

BEWEIS: (1) dim(V)-dim(W)= 1.

Das Geschlecht der allgemeinen Faser sei ir. Es existiert das grobe
Modulschema M, der stabilen Kurven vom Geschlecht zr (siehe [14]).
Nach [16], [17] und [0] (ir = 1) existiert für jedes 1£ &#x3E;3 eine endliche

Überlagerung Mp-M, so daB Mp ein feines Modulschema der

stabilen Kurven mit "Level-&#x3E;-Struktur" ist. Wâh!en wir für Uw den
Ort in W, über dem f glatt ist, so induziert Uv = f -’(Uw) ---&#x3E; Uw einen
Morphismus gi: Uw ---&#x3E;M. Für S wâhlen wir nun eine generische
Überlagerung von W, galoissch, so dag die Morphismen

existieren und vertràglich sind. Für g : T - S wâhlen wir das "Pull-
back" der universellen Kurve über Mp. In [23] haben wir nach-
gerechnet, daB für jede generische Überlagerung S’ --- &#x3E; S die Varietât
T’ = T XS S’ nur relativ rationale Singularitâten über S’ hat. Es ist also
g ein praparierter semistabiler Faserraum und (3.9) ist erfüllt.

(2) dim(W) = 1 und dirn(V) z-- 3. (a) Vw sei eine Flache : Vw hat ein
minimales Modell Vw, welches über einer endlichen galoisschen Über-
lagerung W, von W definiert ist. Ist VI ein Modell von V X w W, mit
allgemeiner Faser Vw, so genügt es (3.9) für f 1 : VI W, nach-
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zuweisen. Ist Vw eine elliptische Flâche, so existiert eine Kurve Cw
über C( W), so daB Vw  Cw eine Familie elliptischer Kurven ist. Wir
kônnen eine Überlagerung W2 von W, wâhlen, so dal3 Cw über C( W2)
definiert ist und über W2 ein semistabiles Modell besitzt: Y2 - W2.
Wir kônnen Y2 als regulàre Varietât wâhlen, und annehmen, dag
h2 : Y2 W2 bereits die Bedingung (2’) (i) aus (3.6) erfüllt.
Es sei V2 ---&#x3E; Y2 ein Modell von V XW W2 mit allgemeiner Faser Vw.

Es existiert eine galoissche Überlagerung Y2 von Y2, so daB V2 x
Spec(C(Y’» eine "Level-g-struktur" hat. Indem wir C(W2) gro6
genug wâhlen, kônnen wir annehmen, daB L1(Y2/Y2) aus Schnitten von
Y2--&#x3E; W2 und aus Komponenten der Fasern besteht. Ein Schnitt des
semistabilen Faserraumes h2 liegt notwendigerweise in der offenen
Menge, in der h2 glatt ist (sonst kônnte die Schnittzahl mit den Fasern
nicht eins sein). Indem wir Punkte aufblasen in denen h2 glatt ist,
dürfen wir annehmen, daB L1 (Y 2/ Y2) aus paarweise disjunkten
Schnitten besteht und aus Komponenten der Fasern, sagen wir

DI,..., DA. Nun wâhlen wir eine verzweigte galoissche Überlagerung
W3 --), W2, so daB die Verzweigungsordnung von h2(Di) in W3 durch die
Verzweigungsordnung von D, in Y2 teilbar ist. Wâhlen wir für Y3 eine
Desingularisierung von Y2 xW2 W3 und für Y3 die Normalisierung von
Y2 XY2 Y3, so ist (nach Abhyankars Lemma) L1(Y3/Y3) die Vereinigung
endlich vieler disjunkter Schnitte von h3 : Y3---&#x3E; W3 und Komponenten
der Faser, die diese Schnitte nicht treffen. Nun sei V3 ein regulâres
Modell von V2 x Y2 Y3. Dann erfüllt V3 &#x3E; Y3 ---&#x3E; W3 die Bedingung (2’) aus
(3.6) - nur daf3 V3 nicht semistabil ist.

Ist Vw keine elliptische Flâche, so setzen wir V3 = VI und W3 = Wi.
(b) Ist dim(Vw) &#x3E; 2, so setzen wir V3 = V und W3 = W.
Mumford hat in [9] bewiesen, dal3 über einer endlichen überlagerung S

von W3 ein birationaler Morphismus T  V3 X W3 S exisistiert, der ein
Isomorphismus entlang der allgemeinen Faser ist, so dafl g : T- S
semistabil ist und T regulâr. Ist nun S’ - S eine Überlagerung, so ist
T’ = T xs S’ eine Überlagerung von T mit gutem Verzweigungsort. Also
hat T’ nur rationale Singularitâten.
Nach Konstruktion erfüllt g die Bedingung (2) und (2’) aus (3.6). Da

S eine Kurve ist, und da g,w" TI s torsionsfrei ist, ist diese Garbe auch
lokal frei. Ist Var(f ) = 0, so ist nach Definition der Variation nichts zu
beweisen. Als haben wir den gesuchten prâparierten semistabilen
Fasseraum konstruiert und (3.10) bewiesen.

SATZ 3.11: Es sei f : V - W ein Faserraum, der die Voraussetzung
(3.9) erfüllt, und g : T- S der zugehôrige priiparierte Faserraum.
Erfüllt g die Vermutung C",m so gilt C’,m für f.
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BEMERKUNG 3.12: Wir werden sehen, dals dieser Reduktionsschritt
für den Beweis von Cn,n_, wesentlich ist. Für C3,1 ist er nicht unbe-

dingt erforderlich. Da wir in §4 jedoch benôtigen, dals die allgemeine
Faser minimales Modell ist, und in §5 Basiswechsel anwenden wollen
ist auch hier (3.11) von Nutzen. Auch in §8 werden wir von den
erreichten "Vereinfachungen" wesentlich profitieren. Wir nehmen
sozusagen alle Schwierigkeiten, die mit Singularitâten beim Basis-
wechsel auftreten kônnen, an dieser Stelle vorweg. Wichtig. für einen
eventuellen Beweis von Cn,,n scheint die Frage zu sein, ob man
wenigstens - âhnlich wie in (3.9) - das Problem auf die Betrachtung
flacher Cohen-Macauly Faserrâume reduzieren kann.

BEWEIS: Die Eigenschaft "pràparierter semistabiler Faserraum" ist
mit Basiswechsel vertrâglich. Also dürfen wir zunâchst einmal

annehmen, da6 11: S - W eine Morphismus ist, und dag die Galois-
gruppe ffl von S über W auf S biregulâr operiert (2.1). Es sei S’/@ der
Quotient und Wl eine Desingularisierung. Es sei S’ die Nor-

malisierung von W, in C(S). Wir dürfen (nach eingebettetem Auf-
blasen) annehmen, daB à(S’IWI) gut ist (siehe (A.9». Natürlich kôn-
nen wir annehmen, dal3 wir von Anfang an S so gewâhlt haben, dal3
S = S’ ist. 0153 operiert auf T birational. Es sei Vl ein nach (2. 1)
existierendes Modell, auf dem (S biregulâr operiert. Dann wâhlen wir
für VI eine Desingularisierung von V!/(S. Wieder dürfen wir anneh-
men, daBà(V’/Vi) gut ist für die Normalisierung V’ von VI in C( T ).
Zusammenfassend haben wir ein kommutatives Diagramm:

welches die Voraussetzungen von Beispiel (A.10) erfüllt. Nach (A.11)
existiert eine Inklusion

Also ist (( 1.2) (i) und (ii» K(TIS) - K(Vl,,WV, 0 f*£O-’). Da nach Kon-
struktion K(T,) = K(Vw) und Var(fl) = Var(f) = Var(g) ist, ist (3.11)
damit bewiesen.
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§4. Folgerungen aus der geometrischen Invariantentheorie

In den §§4-7 wollen wir für semistabile Faserraume (von Flâchen
und Kurven) Informationen über das direkte Bild der Potenzen der
relativ dualisierenden Garben sammeln. Wir benutzen dabei die fol-

genden.

BEZEICHNUNGEN 4.1: Es sei g : T - S ein pràparierter semistabiler
Faserraum. Nach Definition (3.6) ist für n » 0 die Garbe g*lùTIS lokal
frei. Es sei r(n) = rank(g,(,)n TI s) = dim(HO(Tn lùT» und À n =

A r(n) g*,n TIS.

In diesem § betrachten wir nur praparierte semistabile Faserràume,
deren allgemeine Faser entweder eine Flache von allgemeinem Typ
oder eine Kurve vom Geschlecht g - 2 ist. Der Grund für diese

Einschrânkung ist, dals nur in diesen beiden Fâllen die folgende
Aussage bekannt ist (siehe [13] bzw. [3]):

(4.2): (i) Es sei Ty eine glatte Faser von g und für n » 0 sei Ty,n das
Bild von T, unter CPn,CJJT in pN (siehe (1 , 1)). Dann erf üllt der Punkt des
Hilbert-Schemas, der Yder Einbettung von T,,,n in P’ entspricht, das
Stabilitâts-Kriterium von Mumford (siehe [13] oder [14]). Ins-

besondere existiert das entsprechende grobe Modulschema M zu-
sammen mit einer natürlich Einbettung i : M - Pl.

(ii) Der kanonische Ring von Ty ist endlich erzeugt.

Nehmen wir an, (4.2) ist erfüllt. Dann induziert g eine rationale
Abbildung 1/’ : S-M. Wir dürfen annehmen, daB i. 1/’ ein Mor-

phismus ist. Ziel des § ist es, (i - 1/’)*Op IL (1) zu beschreiben, oder -
genauer gesagt - eine geeignete invertierbare Untergarbe. Man

beachte, daB es nicht notwendig ist, eine "gute" Kompaktifizierung
von M zu kennen.

BEMERKUNG 4.3: Es ist Var(g) = dim(1/’(S».

SATZ 4.4: Es sei g : T - S ein priiparierter semistabiler Faserraum
für den (4.2) gilt. Dann ist (mit den Bezeichnungen (4.1))

KOROLLAR 4.5: Ist S eine Kurve, so ist für n, m » 0
r(n) - grad(Àn. m) a m . r(n . m) . grad(An) und aus der Gleichheit folgt
Var(g) = 0.
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BEWEIS: Es sei w =,wTls. Für genügend grol3es n und m (es genügt
n &#x3E; 5) haben wir eine natürliche Abbildung S, (g , n) ___, g @,, n * -, die
auf einer offenen Menge surjektiv ist. Es sei :£ das Bild von

Ar(n-m)(Sm(g*ùjn» in /Br(n’m) g*Wn*m. Da (4.4) mit Basiswechsel mit
surjektiven Morphismen vertràglich ist, dürfen wir 0 als invertier-
bar annehmen. Nun sei U C S offen, so dals ein Isomorphismus
1,: g*,)n U -- &#x3E; otrln existiert. gi definiert eine Abbildung
Dt/J: r(n - m)(Sm (C (D r(n») 0c Ou - YI uund dadurch f, : U - P =
P(/B r(n. m)(sm(cEBr(n»». Ist ME U, so daB g-1(u) glatt ist, so ist ft/J(u)
gerade der entsprechende Punkt des Hilbert-Schemas (wie in (4.2)).

Die Gruppe SL( C EBr(n» operiert auf P.

SATZ 4.6 (Mumford [13], [14] und Gieseker [3]): Ist g-’(u) glatt, so
ist für n, m » 0 der Punkt ft/J(u) stabil bezüglich der Operation der

SL(C Drln».

Dies bedeutet: Es existiert ein homogenes Polynom auf P von Grad

p &#x3E; 0 (sagen wir se SP (A r(n - m)(sm(cEBr(n»») welches invariant unter
der Operation der SL(C Ilr(n» ist, so daB s(fp(u» 0 0 ist. Solche Poly-
nome trennen verschiedene SL(cEBr(n» - Bahnen.

Jedes solches s induziert über Sp einen Schnitt s, E H°( U, :£P 1 u ).
Für ein o- E G Lr(n)( U) sei «P’ = u . «P und sp, der von s und 8t/J1 in-

duzierte Schnitt.

BEHAUPTUNG 4.8: Ist r(n) ein Teiler von p, so ist

BEWEIS: Beide Seiten definieren Schnitte von YP lu. Wir kônnen
Faser für Faser die Gleichheit nachrechnen. Für u E U ist (Tu =

det(o-u)’I"(") - q für ein 7q E SL(cEBr(n». S ist invariant unter 7q und wird
unter c - id, c E C mit c P m . r(n . m) multipliziert.

BEHAUPTUNG 4.9: s definiert einen nicht trivialen Schnitt von

0P (g) À np - m - r(n - m) - r(n)-l über S.

BEWEIS: «/1 definiert T",: oU -P - n m - r(n . m) . r(n)-l 1 Uund wegen (4.8) ist
s,po,r,p unabhângig von der gewàhlten "Trivialisierung" «/1, kann also
zu einem globalen Schnitt zusammengeklebt werden. Nach (4.6) ist
dieser Schnitt nicht trivial, und es existieren genügend viele solche
Schnitte, um Punkte zu trennen, die nicht isomorphe Fasern haben.
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§5. Folgerungen aus der Theorie der Variation
der Hodge-Struktur

Der Vollstândigkeit halber beginnen wir mit dem folgenden Satz,
dessen Beweis man in den Arbeiten von Arakelov oder Namikawa
findet (siehe [22, §7 und §8]):

SATZ 5. 1: Es sei g : T  Sein semistabiler Faserraum von Kurven
vom Geschlecht ’TT a 1. Dann ist K(S, Ai) &#x26; Var(g).

Für Faserraume hôherdimensionaler Varietâten sind so weitrei-
chende Aussagen nicht bekannt. Fujita beweist jedoch in [1] mit Hilfe
der Theorie der Variation der Hodge-Struktur von Grifliths den Satz
(5.3).

DEFINITION 5.2: Es sei Seine Kurve und 6 eine lokal freie Garbe
auf S. Man bezeichnet 9 als pseudo-semipositiv, wenn für jede
invertierbare Quotienten-Garbe Y von 6 gilt: grad(:£) 0.

SATZ 5.3 (Fujita): Es sei f : V &#x3E; W ein Faserraum, dim( W) = 1, V
und W reguliir. Dann ist f *Cùv/w pseudo-semipositiv.

Der Beweis von Fujita benutzt die Variation der Hodge-Struktur
auf Rkf C, k = dim(V) - 1. Eine genaue Betrachtung des Beweises
zeigt, daB sogar eine invertierbare Quotientengarbe Y von f*wvjw
echt positiven Grad haben mug, sofern diese Variation der Hodge-
Struktur nicht trivial ist. Dies ist aber erfüllt, wen Cùv w :::::: Ovw und
Var(g) é 0 ist. So erhalt man:

SATZ 5.4 (Fujita; siehe auch [2]): Es sei f : V- W wie in (5.3) und

wvw OVw. Dann ist grad(A i) a Var(f).

FOLGERUNG 5.5: Es sei f : V - W wie in (5.4). Dann gilt C’,, für f
(und damit, (3.8), auch C§,i für die entsprechenden semistabilen

Faserrâume).

BEWEIS: f *Cùv/w ist invertierbar und f*f*wvjw - wvjw eine Injek-
tion. Also ist für v &#x3E; 0 (f *CùV/W)1I eine Untergarbe von f*w [jw.

FOLGERUNG 5.6: Es sei g: T ---&#x3E; S ein prâparierter semistabiler
Faserraum elliptischer Kurven. Dann gilt C’n’,n-1. Es ist K(S, g*wTjs) =
Var(g).
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BEWEIS: Das feine Modulschema der elliptischen Kurven mit level-
li-Struktur ist selbst eine Kurve. Es genügt also, den Fall zu betrach-
ten, daB dim(S) = 1 ist. Wâhlt man für T ein relativ minimales Modell
über S, so sind die Fasern entweder glatte elliptische Kurven, oder
Sequenzen reduzierter regulârer rationaler Kurven mit Selbstschnitt-
zahl -2. Also ist g*g*ùjtls = ÓJTIS und g*ÓJTIS = (g*éTjs).

Wir wollen (5.3) und (4.5) benutzen, um C::,I für Faserràume von
Flâchen von allgemeinem Typ zu beweisen. Es kann jedoch pas-
sieren, daB f *ÓJVIW trivial ist. In jedem Fall mach (4.5) Aussagen über
Àn für n » 0 und (5.3) Aussagen über ÀI. Um dennoch beide
Resultate Zusammenfügen zu kônnen, müssen wir geeignet gewàhlte
Überlagerungen betrachten. Zunâchst benôtigen wir das folgende
einfache Lemma, welches auch in [1] zu finden ist:

LEMMA 5.7: Es sei Seine Kurve and W eine lokal freie Garbe, W sei
pseudo-semipositiv. Dann gilt :

(i) Jede lokal freie Quotientengarbe von W ist pseudo-semipositiv.
(ii) Ist 6 eine Untergarbe der lokalfreien Garbe EF und rang(Z)

rang(fF), so ist auch  pseudo-semipositiv.
(iii) Für jede endliche Überlagerung q : S’ - S sei 7q*6 pseudose-

mipositiv. Dann ist 6© Os(P) ampel für jeden Punkt p E S (siehe [7;
Ili, § 1]).

BEWEIS: (i) ist klar nach Definition. Ist 5£ eine Quotientengarbe
von 3E, sou ist die induzierte Abbildung W &#x3E; Y nicht trivial und 0

enthâlt eine Quotientengarbe von 6. (iii) Es sei P = P(e) und 1T: P - S
die zugehôrige Abbildung. Ist C C P eine Kurve, die in einer Faser
über S liegt, so ist grad(Op(l)lc) der Grad von C in dem projektiven
Raum 1T-I( 1T( C» und daher grôger als die Multiplizitàt der sin-

gulâren Punkte von C. Ist C eine Kurve die über S liegt, sagen wir
1TI = 1Tlc, so ist Op(l)lc eine Quotientengarbe von 1TI * 6. Also ist

grad(Op(1) k) ;:::: 0. Da der Grad der endlichen Abbildung 1T} grÕBer ist,
als die Multiplizitàt der Singularitâten von C, folgt die Behauptung
aus dem Kriterium von Seshadri [7; 1, §7], angewandt auf

Op(l) Q91TjOs(P).

PROPOSITION 5.8: Es sei g : T - S ein Faserraum, dim(S) = 1, T mit
nur rationalen Gorenstein Singularitâten. Es sei 5£ eine invertierbare
Garbe. Es existiere ein offene Untervaiietât U C S und ein m &#x3E; 0, so
daB HO(T,, cP-"ITs) = 0 ist für v = 1 , m - 1 und 5£m auf g-’(U) von
globalen Schnitten aus HO(T, cPm) erzeugt wird. Dann ist g*(0© ÓJTIS)
pseudo-semipositiv.
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BEWEIS: Nach Bertini’s Theorem hat HO(Ts, I[m ITs) einen Schnitt,
dessen Nullstellenmenge regulâr ist. Also hat Y’ einen globalen
Schnitt s : OT - 0"’, so dafl der zugehôrige Divisor entlang T, regulâr.
ist. Die Voraussetzungen und Aussagen der Proposition sind ver-
trâglich mit "Desingularisieren und Aufblasen von T", und daher
dürfen wir annehmen, da6 T regulâr ist und s einen Divisor der Form
Yi Di + Ej vj - E; definiert, so daB die Di regulâre Primdivisoren sind,
die surjektiv auf S abgebildet werden und sich paarweise nicht

schneiden, und die Ej regulâre Komponenten der Fasern von g und
alle auftretenden Schnitte transversal sind.

Wie in (A.8) definiert s auf sl eine Struktur als OT -
Algebra. Es sei 7q : T = Spec(sl) --&#x3E; T und ’Tl’: T’--&#x3E; T die Nor-

malisierung. T’--&#x3E; T ist étale auBerhalb der Nullstellenmenge von s,
und daher ist der Verzweigungsort L1 (T’ / T) gut (A.9). Also hat T’ nur
rationale Singularitâten und ist flach über T. Es sei g’= g - q - 7q ’ : T---&#x3E;

S. Es ist 9’*OT’= g*s4 = g*OT = Os und die Einschrânkung von
L1(T’ /T) auf T, regulâr. Also ist g’ ein Faserraum. (5.3) und (A.3)(ii)
angewandt auf eine Desingularisierung von T’ ergeben, daB g’*ÙJT’IS
pseudo-semipositiv ist. Nach (A.8) ist 9’*WT’Is eine Untergarbe von
g*(£oTlso«Dm-’Y’». Da 14 entlang der allgemeinen Faser bereits
normal ist (s hat entlang T, nur einfache Nullstellen), haben beide
Garben denselben Rang und die Behauptung folgt aus (5.7)(ii) und (i).

(5.9) FOLGERUNGEN AUS (5.8): Es sei von nun an g : T- S ein
prâparierter semistabiler Faserraum von Flâchen vom allgemeinem
Typ oder von Kurven vom Geschlecht TT &#x3E;_ 2 über der Kurve S (in
Wirklichkeit benôtigen wir nur, daB die Potenzen der kanonischen
Garbe der allgemeinen Faser keine Basispunkte oder Fixkomponen-
ten haben und nicht trivial sind). Es sei w = coTIs und P E S ein fest
gewâhlter Punkt. Für 1, r &#x3E; 0 formulieren wir die folgende Aussage:
A(l, r): Es existiert eine offene Menge U C S und ein m &#x3E; 0, so daB

úJ’.moTg*Os(l. m. P) auf g-’(U) von globalen Schnitten aus

H°(T, a) oTg*Os(1 . m . P)) erzeugt wird.

BEHAUPTUNG 2: Ist A(l, r) richtig, so ist g*úJ,+l 00s os((1 + 1). P)
ampel.

BEWEIS : Dies folgt, da W r Tl * m von globalen Schnitten erzeugt wird.

BEHAUPTUNG 2: Ist A(l, r) richtig, so ist g*w "+’(&#x26;0, Os«l +1) ’ P)
ampel.
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BEWEIS: Wegen A(l, r) und da der kanonische Divisor der all-

gemeinen Faser nicht trivial ist, sind die Voraussetzungen aus (5.8)
erfüllt und daher g,(£ù"") (DO, Os(l - P) pseudo-semipositiv. Nun sei
,q : S’--&#x3E; S eine endliche Überlagerung und g’: T’---&#x3E; S’ der "Pullback-
Faserraum" und 7q’ : T’ - T die Projektion. g’ und Y’=

il ?* (to"Oo,g*Os(l - P)) erfüllen ebenfalls die Voraussetzungen und
auch g §(0’ @ WT’IS’) = (DOS Os(1 . P )) ist pseudo-semiposi-
tiv. Die Behauptung folgt aus (5.7)(iii).

BEHAUPTUNG 3: Aus A(l, r) folgt A(l + k, r + k) für alle k E N .

BEWEIS: Wegen Behauptung 2 ist für m » 0 die Garbe

von globalen Schnitten erzeugt. Die kanonische Abbildung
g *w(r+1) 0 m oos Os(m . (1 + 1) . P) ist für m » 0 surjektiv auf einer

offenen Menge U in S. Also gilt A(l + 1, r + 1) und so weiter.

BEHAUPTUNG 4: Es sei r a 5. Dann gilt A(r + 1, r).

BEWEIS: Es sei A(l, r) richtig. Wâhle ein IL -- 1. Dann ist w(r+r op.) 0 m

®oT g* Os((1 + r - ju) - m - P) = @i eine Untergarbe von wr 0 (m+m A) Q90T
g*Os«r + 1) . ( m + m . IL) . P) = f2. Wegen Behauptung 3 wird fii auf
einer offenen Menge von globalen Schnitten erzeugt.

FOLGERUNG 5.10: g : T - S sei wie in (5.9). Dann ist f ür r&#x3E;5

BEWEIS: Wegen Behauptung 2 und 4 ist für r&#x3E;5 g*ú)r+I 00,
Os«r + 2) - P) ampel und daher grad(Àr+l) &#x3E; -(r + 2) . rang(g*ú)r+I).
Nun sei 7q : S’---&#x3E; S wieder eine endliche Überlagerung und g’ : T’--.&#x3E; S’

das Faserprodukt. Da auch g’ wieder die Voraussetzung aus (5.9)
erfüllt, ist auch

grad( ’TI) . grad(Àr+l) grad(g’,W r+ &#x3E; -(r + 2) - rang(g, to ,+

Wâhlen wir grad(,q) genügend groB, so folgt, daB grad(,k,,+ 0 sein
muB.

BEMERKUNG: Ein âhnliches Argument zeigt: g*Ú)TIS ist für r &#x3E; 6

pseudo-semipositiv und g*Ú)TlsQ9os0S(P) ist ampel.
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§6. Folgerungen aus dem Satz von Riemann-Roch

(6.1) RIEMANN-ROCH’SCHER SATZ FÜR LOKAL FREIE GARBEN AUF
KURVEN: Es sei S eine Kurve und W eine lokal freie Garbe auf S:

FOLGERUNG 6.2: Es sei g : T-S ein prâparierter semistabiler

Faserraum von Kurven vom Geschlecht 1T a 2 oder von Flâchen vom

allgemeinen Typ über einer Kurve S. Dann gilt C2,, bzw. C:;,l. ·

BEWEIS: Ist Var(g) = 0, so ist nach Definition (3.6) nicht zu zeigen.
Wegen (5.10) ist für r _&#x3E; 5 grad(À,,,,) - 0. Nach (4.5) ist dann für r » 0

sogar grad(À,) &#x3E; 0. Indem wir (4.5) nocheinmal anwenden, erhalten
wir für ein c &#x3E; 0, daB grad(À,. n);?: n - r(r . n) - c ist, für alle n &#x3E;_ 1.

Nach (6.1) ist für eine Konstante a

Letzteres ist ein Polynom in n vom Grad ( K ( TS ) + 1 ) mit positivem
hôchsten Koeflizienten.

(6.3): Wir kônnen natürlich den Riemann-Roch’schen Satz in der
verallgemeinerten Form von Grothendieck auch auf den Morphismus
g : T- S selbst anwenden. Für die Formulierung des Satzes und

Literaturangaben verweisen wir auf [5]. Die Einzelheiten (und Idee)
der Anwendung findet man in [15; 5.10]. Es sei g : T - S ein semi-
stabiler Faserraum. Es sei g!($) = L (-I)[Rg* in der Grothen-
dieck-Gruppe von S. Dann ist (modulo Torsion) für eine invertierbare
Garbe @

Dabei stehen die... für Chernklassen vom Grad grôger als 4.

FOLGERUNG 6.4 (Mumford): Es sei g : T - S ein prâparierter
semistabiler Faserraum von Kurven vom Geschlecht 17’ a 2. Dann ist

(bis auf Torsion) An = (À F S)n-(n-l)-(112)OÀI@ für eine Idealgarbe 5.
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Der Beweis vom Mumford zeigt diese Gleichung auf dem Hilbert-
Schema und - da diese Garben schon auf dem Modulschema Mg der
stabilen Kurven definiert sind - auf M,.

BEWEISSKIZZE: Die explizite Beschreibung der Singularitâten gibt:
Ct(ilhs) = ci(wTjs) und c2(ilhs) = [Sing( T/S)] = [J]. Da für Faser-

râume stabiler Kurven g,w)js = g*WTIS ist, erhâlt man (bis auf Tor-
sion) :

FOLGERUNG 6.5: Es sei g : T-S ein priiparierter semistabiler

Faserraum von Kurven vom Geschlecht 7r a 2. Dann ist K(S, Al) -f-:
Var(g).

BEWEIS: Nach (6.4) ist .Ji = A n r,n) * m 0 À -- - n r(n . m) = À ï 0,6b für

und

Beachtet man, daB r(n ) _ (2n - 1) . (TT’ - 1) ist, so folgt, daB der

Koeffizient von m 2 . n 3 in a und b verschwindet, der Koeffizient von
m2 . n2 gleich 6. (7r - 1) bzw. !. (7r - 1) ist. Also ist für n, m &#x3E; 0
sowohl a als auch b positiv und .;U eine Untergarbe von À Í. Nach
(4.4) folgt die Behauptung.

FOLGERUNG 6.6: Ist zusützlich zu den Voraussetzungen aus (6.5) S
eine Kurve, so gilt C2,l.

BEWEIS: Die explizite Berechnung von a und b in (6.5) gibt:
a = 12 . b - 6 . (m . r(n . m) - r(n)). Für n, m &#x3E; 0 erhàlt man, daB

A f @ ô eine Untergarbe von (Ap(g) ist. Also ist grad(Ap(g)5)&#x3E;
Var(g) und grad(Àj &#x3E; c . Var(g) . n2 für c &#x3E; 0 und n &#x3E; 0. Wie in (6.2)
folgt die Behauptung aus (6.1).
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BEMERKUNG 6.7: Eine entsprechende "Auswertung" des Satzes
von Riemann-Roch für einen semistabilen Faserraum von Flâchen

liefert (dim(S) = 1):

Vergleicht man eine solche Formel mit (4.5) so erhâlt man:

Angenommen as existiert ein Modell für T und ein Polynom P(n)
vom Grad(dim(Ts) - 2), so daB für n » 0 gilt 0:5

(grad(g *ldTIS) - grad(g,w )js)) S P(n), so ist Cl(ldTIS)3 -- 0.

§7. WeierstraB-Schnitte

SATZ 7.1 (Arakelov; siehe [22; 2,10]): Es sei g : T- S ein semi-

stabiler Faserraum von Kurven vom Geschlecht ir 2:: 1. Dann existiert

eine Injektion

FOLGERUNG 7.2: Es sei g: T ---&#x3E; S wie in 7.1, und zr a 2. Dann gilt
C" n,n-1·

BEWEIS: Wegen (7.1) ist K(T/S)aK(S,Ai) und nach 6.5 ist

K(S, Ai) a Var(g). lst Var(g) = 0, so ist nichts zu zeigen.

§8. Faserrâume elliptischer Flâchen

In diesem § beweisen wir den folgenden Satz unter Ausnutzung von
C2,¡’ C3,2 für elliptische Kurven und (5.6).

SATZ 8.1: Es sei g : T - S ein priiparierter semistabiler Faserraum,
dim(S) = 1. Die allgemeine Faser T, sei eine elliptische Flâche. Dann
gilt C3,t.

BEWEIS: Nach der Definition von "prapariert" in (3.6) existieren
Morphismen
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und Y und T haben rationale Gorenstein Singularitâten. ~32, (A.3)(i)
und (A.l )(iii) geben uns für y » 0 eine Inklusion k*wÇjs - wfjs.
Da K(Ts) und Var(g) bestenfalls eins seien kônnen, genügt es wegen

(1.2) den Fall zu betrachten, da8 K(Y/S):50 ist. Wegen C2,, und (3.6)
ist dies nur môglich, falls ein birationaler Morphismus T : Y - E x S

existiert, wobei entweder E eine elliptische Kurve ist oder E::-- P’. Es
sei X---&#x3E; Y eine Desingularisierung, ebenfalls semistabil über S, und
X’ die Normalisierung von X in (Y’). Es ist L1(X’/X) =
s I ( S) U S2(S) U - ’ ’ U s,,(S) U D wobei auch die Si und D die in (3.6),
(2’) geforderten Eigenschaften haben. Nach Wahl von Y’ existiert ein
Morphismus X---&#x3E; Mg wobei Mf das feine Modulschema der ellip-
tischen Kurven mit level-li-Struktur ist. Ist Z die Steinfaktorisierung
und OE die Galoisgruppe von X’ über X, so operiert @ auch auf Z (die
Abbildung X’---&#x3E; MI ist invariant unter (M). Es sei Û ---&#x3E; Z das Pullback
der universellen elliptischen Kurve. Es operiert Qj birational auf C
über Z.

BEHAUPTUNG 8.2: Es existiert ein Modell C ---&#x3E; Z von C, so dals OE
biregulâr operiert und transitiv auf der Menge der irreduziblen Kom-
ponenten konjugierter Fasern.

BEWEIS: OE operiert natürlich biregulâr auf dem minimalen Modell
von C. Die singulàren Fasern dieses Modelles sind Sequenzen regulârer
rationaler Kurven mit Selbstschnittzahl - 2. Hat (54 verschiedene
Bahnen in der Menge der irreduziblen Komponenten konjugierter
Fasern, so blasen wir einfach alle Komponenten, bis auf die einer Bahn,
zusammen.

Wir setzen r = X’ xzC und FI(M. Es ist t birational zu T.

Zusammenfassend haben wir:

BEHAUPTUNG 8.3:

(i) k ist flach und T hat nur rationale Singularitâten. Die Fasern
von k sind irreduzibel.

(ii) Es sei Di = gi(S) für i = 1,..., v. Dann ist X’ regulâr entlang

17 -I(D¡).
(iii) Ii *úJtlx ist eine invertierbare Garbe.
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BEWEIS: X’ hat nur rationale Singularitâten und k’ ist semistabil,
Also hat F rationale Singularitâten. Die Argumente aus [23] über-

tragen sich wôrtlich auf rl0153 und daher hat auch T rationale Sin-
gularitàten. Da k àquidimensional ist, ist À flach. Die Irreduzibilitât
der Fasern folgt aus (8.2).
Da der Verzweigungsort von X’ über X entlang Di regulâr ist, ist

(ii) richtig. Es sind -q und 7q’ 
1 affin und 7q ist flach. Also ist

,q*R’k’Or = R’*,q’Or. Da alle Fasern von k’ reduzierte und zu-
sammenhàngende Kurven sind ist R’k’Or lokal frei [15 ; §5] und somit
auch R’k*,q’OF. Da wir in Charakteristik 0 arbeiten, ist Ot ein
direkter Summand von q’Or und auch RIk*Of ist lokal frei. Nach
(A.l)(I) ist k*úJflX Yemx(R’k*Ot, Ox). Also ist (iii) richtig.

Es sei für i = 1,..., v Fi = (k-I(Di»,ed- Wie üblich bezeichne "s" die
Einschrânkungen auf den allgemeinen Punkt von S.

BEHAUPTUNG 8.4: Es sei vi E N für i = 1, ..., v.
(i) Es ist vi - F ein Cartier-Divisor genau dann, wenn vi - Fis ein

Cartier-Divisor ist.

(ii) Ist (i) erfüllt für die gewàhlten Vi, so gilt: Es ist

k*k*úJflx 0 Of(2l=I Vi . Fi) eine Untergarbe von wtlx genau

dann, wenn kks*úJfsIXs  Ots(Il=I V . Fis ) eine Untergarbe von
úJtslxs ist.

BEWEIS: Da wtjx mit Basiswechsel vertrâglich ist, und da die erste
der beiden in (ii) aufgeführten Garben jeweils invertierbar ist, gilt (ii)
auf Treg. Wegen (A.3)(i) setzt sich eine Inklusion einer invertierbaren
Garbe in die dualisierende Garbe jedoch auf ganz T fort.
Nehmen wir an, Pi - Fi, sei ein Cartier-Divisor. Dann ist vi - Fi über

einer offenen Menge von S ein Cartier-Divisor oder vi - F + H ist ein
Cartier-Divisor, wobei H ein Weil-Divisor ist, der in Fasern von

Î- S liegt. Da in einer genügend kleinen Umgebung von Di der
Morphismus X---&#x3E; X nur Di als Verzweigungsort hat, sind alle Fasern
von À auBerhalb Di reduziert und H mu6 sebst über dieser Umgebung
ein Cartier-Divisor sein.

BEHAUPTUNG 8.5: Es seien für i = v ûi maximal, so daB die
Bedingungen aus (8.4)(i) und (ii) erfüllt sind. Es sei gi die Vielfachheit
von F, d.h.: k* D = iii - F. Es sei n so, daB n/iii eine natürliche Zahl
ist für i = 1, ..., v. Dann ist
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BEWEIS: r,-&#x3E; = YS ist ein minimales regulâres Modell von t, --&#x3E;
Xs. Ist p : Tj -&#x3E; T, ein regulâres Modell, so daB ein Morphismus
p: Td --&#x3E; T, existiert, so ist K(Ts) = K(Td) = K(Td, P*WTs) (siehe (A.3».
Nun ist (z.B.: benutze man die explizite Beschreibung der

degenerierten Fasern einer Familie von elliptischen Kurven) WTs/B ==:
OB für jede Komponente B einer Faser von T, -&#x3E; XS und dasselbe gilt
für die Einschrânkung von P*WTs auf die Komponenten der Fasern
von Td  Xs. Da t, rationale Singularitâten hat, existiert in einer

genügend kleinen Umgebung eines Divisors B’, der durch p zu einem
Punkt zusammengeblasen wird, eine Schnitt von p*wJ[’s’ der auf B’
keine Nullstellen hat. Damit ist A*p*(»T, eine invertierbare Garbe. Da

ist, und die Vi maximal gewâhlt sind, ist die erste Inklusion ein

Isomorphismus. Da aber p* P*P*úJTs = P*úJTs ist, folgt (8.5).
Wegen (5.6) und (A. 11) ist für ein n &#x3E; 0 welches zusâtzlich die

Voraussetzung aus (8.5) erfüllt (k *úJt,X)n Ox(Do + Eo) für positive
Divisoren Do und Eo, wobei Eo in endlich vielen Fasern liegt und Do
keine Komponenten der Fasern von X ---&#x3E; S enthâlt.

Es sei D’ n = Do + Y, il= 1 bi - nlui - Di und Dn der Divisor in E x S,
dessen eigentliches Urbild Dn ist.

Setze Co = {e} x S für e E E, falls E ==: pl ist und Co = 0 falls E

elliptisch ist. Dann ist úJExSIS ==: OEXS( - 2 . Co). Einen Divisor K der
Garbe wxjs erhalten wir, indem wir zu dem eigentlichen Urbild von
-2 - Co die exzeptionellen Komponenten mit echt positiver Vielfach-
heit addieren. Also ist für geeignette a, b &#x3E; 0 a - T*(Dn - 2 - n - Co) 
b - (D’+ K). Zusammenfassend erhalten wir aus (8.4) und (8.5), daB

K(Ts)=K(Ex{s}, OExf,,(D"-2-n’COIEX{s}» und K  T/S&#x3E; * K E X S,
OExs(D" - 2 . n - Co)) ist.
Aus dieser Beschreibung erhâlt man (mit dem Rieman Roch’schen

Satz und der Schnittheorie auf E x S) sofort, daB K ( T/ S) &#x3E;_ K ( TS ) ist,
und dafi die Gleichheit nur dann môglich ist, wenn Dn aus paarweise
disjunkten Schnitten besteht. Letzteres bedeutet, daB wir X = E x S
und X’ = E’ x S wâhlen kônnen für eine Galoissche Überlagerung
E’---&#x3E;E. AuBerdem faktorisiert die Abbildung X’---&#x3E;Me über die Pro-
jektion auf E’. Ist ê ---&#x3E; E’ die induzierte elliptische Kurve, so ist nach
Konstruktion Î = (CI&#x26;) XE (E x S) = (C/OE) x S (Bezeichnungen wie
in (8.2)).
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§9. Leitfaden für den Beweis von C’,’,,n_, und C:;,l

(9.1) Es sei g : T - S ein prâparierter semistabiler Faserraum, m =

dim(S) und n = dim(T)

(9.2): Eine weitere Méthode für den Beweis von Cï,l besteht in den
expliziten Berechnungen, die wir in [22; §3] durchgeführt haben. Sie
benutzen (7.1) und den relativen Riemann Roch’schen Satz (oder -
was im wesentlichen dasselbe ist - den Riemann Roch’schen Satz für
Flâchen und Kurven und die Leray-Spektral-Sequenz).

(9.3): Ein anderer Beweis von Cï,r für einen prâparierten semi-
stabilen Faserraum g : T - S elliptischer Kurven, der auch in Charak-
teristik p¥:O richtig ist:
Wir dürfen annehmen, daB Var(g) = 1 ist. Also hat g degenerierte

Fasern. Die kanonische Abbildung g*g*wns-wns mu8 surjektiv
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sein. Wâre nâmlich E der Trâger des Kokerns, so müsste E aus
Komponenten der degenerierten Fasern bestehen, kônnte aber keine
vollstândigen Fasern enthalten. Da die degenerierten Fasern aber nur
regulâren rationale Komponenten mit Selbstschnittzahl -2 haben, ist
dies unmôglich.

Also ist g*À" 1 = úJTIS und CI(úJT/S)2 = 0. Daraus folgt: g *úJTIS = À ï 1 und

Wenden wir wie in (6.3) und (6.4) den relativen Riemann

Roch’schen Satz an, so erhalten wir:

und grad(Àn) = n - c für c &#x3E; 0.

Anhang: Dualisierende Garben und Verzweigungstheorie

In der ersten Hâlfte des Anhangs fassen wir einfach die

Definitionen und Sâtze der Dualitâtstheorie zusammen, die wir im

Verlauf der Arbeit benôtigt haben. Wir verweisen für die allgemeine
Dualitâtstheorie auf die (kurze und gut lesbare) Darstellung von
Kleiman [10]. Die entsprechenden Aussagen findet man (mit einigen
für uns unwesentlichen Abânderungen) auch in [6]. In der zweiten
Hâlfte wenden wir diese Erbegnisse auf einige konkretere Situationen
an.

(A. 1) DEFINITIONEN UND ExiSTENZAUSSAGEN: Es sei f : X ---&#x3E; Y ein
flacher, lokal projektiver Morphismus von (nicht notwendigerweise
vollstândigen oder normalen) Varietâten. Die Fasern von f seien

Cohen-Macauley Varietâten (Dies folgt, wenn X und Y Cohen-
Macauley sind).

(i) Es sei r = dim(X) - dim( Y). Dann existiert eine Garbe wxjy, die
dualisierende Garbe, mit der folgenden Eigenschaft: Es sei @ eine
quasikohârente Garbe auf X und 19 eine quasikohârente Garbe auf Y.
Dann ist

(ii) wxjy ist quasikohârent und flach über Y. Durch (i) ist úJXIY

eindeutig festgelegt, bis auf Isomorphie.
((i) und (ii) sind Spezialfàlle von (2), (4), (6), (9) und (21) aus [101)
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(iii) Es sei h:Z---&#x3E;X ein weiterer flacher, lokal projektiver Mor-
phismus, dessen Fasern Cohen-Macauley sind. Dann ist wzjy =

úJzlx0ozh*úJxIY. ((26)(vii) in [101).
(iv) wxiy ist vertrâglich mit Basiswechsel ((9) in [10]).
(v) Es sei h:Z---&#x3E;X ein (nicht notwendigerweise flacher) endlicher

Morphismus von Varietâten, so dal3 g = f - h flach mit Cohen-

Macauley Varietâten als Fasern ist. Dann ist wzly dasselbe, wie der
von dem h * Oz - Modul ().mx(h*Oz, úJx/Y) induzierte Oz - Modul
(Siehe (15) in [10] und auch [5; III, Ex. 7.2]).

(vi) Ist h: Z X ein beliebiger endlicher Morphismus von (nicht
notwendigerweise normalen) Varietâten und W ein quasikohârenter
Ox - Modul, so bezeichnen wir den von W«mx(h*Oz, CO) induzierten

Oz - Modul mit h !CO. Dann gilt: h* W«mz(@, h !Cf}) = W«mx(h*@, Cf})
für jeden kohârenten Ox - Modul 9 (siehe [5; III, Ex. 6.10]).

(vii) Sind e: T ---&#x3E; Z und h: Z X wie in (vi) und W ein quasiko-
hârenter Ox - Modul, so ist e!h!W = (h - e )!ri.

(viii) Ist Y = Spec(C), so schreiben wir cvx = wxjy. Ist U ex eine
offene Untervarietât, so bezeichnen wir wujfu&#x3E; = úJxlylu. Ist Xg der Ort
der Punkte in X, in denen f glatt ist, und Y, = f(Xg), so ist wXg!Yg =
/B ’il k IY. Ist f ein Gorenstein Morphismus (zum Beispiel ein lokalg g

vollstândiger Durchschnitt), so ist wxly invertierbar (Siehe (22) und
(23) in [10] und S.: 298 und 388 in [6]).

(ix) Es sei h:Z--*X ein endlicher Morphismus von Varietâten
und U = Zreg fl h -’ (Xreg) · Dann ist h ’ox ] u = Ou (Y,(eD - 1)D). Dabei
erstreckt sich die Summe über alle Primdivisoren von U und eD ist
die Verzweigungsordnung von D über X. (Dies ist eine Môglichkeit,
die Verzweigungsordnung zu definieren. Die Übereinstimmung mit
anderen Definitionen erhâlt man durch die Beschreibung der dual-
isierenden Garbe durch die relativen Diff erentiale).

(A.2) Wiederholen wir den Begriff der rationalen Singularitiit: Es
sei X eine Varietât und d : X’--&#x3E; X eine Desingularisierung. X hat nur
rationale Singularitâten, wenn d*Ox’ = Ox und Rid*Ox’ = 0 ist. Es

folgt, da8 X Cohen-Macauley ist (siehe [9]).

FOLGERUNG A.3: Es sei X eine Cohen-Macauley Varietüt und

i : Z - X eine regulâre offene Einbettung, so daB codim(X - Z) - 2 ist
(z.B.: Z = Xreg). Es sei d : X’ - X ein birationaler Morphismus. Dann
gilt :

(i) Wx = i*úJz. Ist X sogar Gorensteinsch, so ist Wx = i*úJz. Ins-
besondere sindwx (bzw. n) torsionsfreie Garben.

(ii) Haben X und X’ rationale Singularitâten, so ist d*úJx’ = wx.
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(iii) Ist E ein positiver Cartier-Divisor in X’, so daB codim(d(E)) *
2 ist und haben X und X’ nur rationale Singularitâten, so ist

d*(ùjx, (Dox, Ox,(E» = wx. Ist auBerdem X Gorensteinsch, so ist

d*(úJ)e 0ox1 Ox{E» = úJx.

BEWEIS: (i) X ist eine endliche Überlagerung einer regulâren
V arietât, sagen wir h : X ---&#x3E; Y. Wir kônnen annehmen, daB Z = h -I( U)
ist für i’ : U 4 Y. Dann ist i*úJz die Garbe, die induziert wird durch

Ist wx invertierbar, so ist

(ii) Es sei d" : X"- X’ eine Desingularisierung. Nach [9; S. 50] ist

d* d § wx,, = d*úJx’ = wx.
(iii) Wir dürfen annehmen, daB eine Injektion g : Z - X’ existiert. Es

sei n = 1 oder-falls X Gorensteinsch ist- n GN. Wegen (ii) ist

d*úJx C w %, und daher

Die letzte Garbe ist jedoch i*g*w)e = i*wz = wx.

DEFINITION UND LEMMA A.4: Es sei g: X --&#x3E; S ein flacher Faser-
raum. g hat nur relativ rationale Singulatitâten, wenn für jeden
birationalen Morphismus h : S’- S, falls S’ nur rationale Singulari-
tâten hat, auch X XS S’ nur rationale Singularitâten hat. Dabei genügt
es, dies für ein S’ nachzuprüfen, welches regular ist.

BEWEIS: Folgt direkt aus "flachem Basiswechel".

FOLGERUNG A.5: Es seien g: X --&#x3E; S und g’: X’--&#x3E; S flache Goren-
teinsche Faserrâume mit nur relativ rationalen Singularitâten. Es sei
d: X--&#x3E; X ein birationaler Morphismus über S und E ein positiver
Cartier-Divisor mit codim(E) :5 2. Dann ist
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BEWEIS: Falls S regulâr ist, folgt dies direkt aus (A.3). Der all-

gemeine Fall folgt wieder durch Basiswechsel.

BEMERKUNG A.6: (A.3) und (A.5) geben uns, daB die in (0.6)
definierte Kodaira Dimension bzw. relative Kodaira Dimension in-
variant unter birationalen Transformationen ist, wenn wir nur

rationale Gorenstein Singularitâten zulassen.

Betrachten wir einen birationalen Morphismus d : X’---&#x3E; X zwischen
Varietâten mit rationalen Singularitâten. Wir wissen, dals eine

kanonische Injektion d*wx - wx, existiert. Der Trager des Kokerns
kann trivial sein, z.B.: wenn X’ eine minimale Desingularisierung
einer Flache mit Gorenstein Singularitâten ist. Im allgemeinen gilt
jedoch über d-1(Xreg):

LEMMA A.7: Es sei E ein exzeptioneller Divisor von X’ (Weil-
Divisor), so daB d(E) fl x,,,, o o ist. Dann gilt:

(i) E liegt im Trâger des Kokerns von d*wx ---&#x3E; wx,.
(ii) Die allgemeine Faser von d( :E-d(E) ist ein projektiver

Raum.

BEWEIS: Nach den in [19; S. 22] zusammengestellten Sâtzen sei
h : Y--&#x3E; X eine Desingularisierung, so daB h-’ auf Xreg definiert ist. Es
existiert eine Sequenz von monoidalen Transformationen mit nicht
singulâren Zentren m : Y’ - Y, so dag h’ = m . d-’ - h ein Morphismus
ist.

(i) und (ii) sind nach [5; II, Ex. 8.5] richtig für m. Da aber h-’ auf
Xreg ein Isomorphismus ist und h’-’ zumindest auf einer offenen

Menge in E definiert ist, folgt die Behauptung (ii) auch für d.
Nun ist E in Tràger des Kokerns von h’m*wy ---&#x3E; h’ = úJx’. Die

erste der beiden Garben ist aber auf d-I(Xreg) gerade h’h’*d*ù)x und
enthâlt d*WX-

Als erstes Beispiel betrachten wir das "Wurzelziehen aus dem

Schnitt einer invertierbaren Garbe":

BEISPIEL A.8: Es seien Y und S Cohen-Macauley Varietâten
g : Y - S ein flacher Morphismus und 0 eine invertierbare Garbe auf
Y. s : Oy --&#x3E; Y’ sei ein festgewâhlter Schnitt. Dann ist .si = (Dm-’ -91&#x3E;-’
eine Oy - Algebra. Es sei 7q : X = Spec(,W) ---&#x3E; Y der natürliche Mor-
phismus und q’: X’-- X die Normalisierung. Wir nehmen an, da6 X’
Cohen-Macauley ist. Dann ist X’ flach über S.
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BEHAUPTUNG: Es existiert eine Injektion von (71. 71’)*WX’IS in

WY/S Yi) über Yreg und der Kokern dieser Abbildung ist trivial
in allen Punkten aus Y über denen X normal ist.

BEWEIS: Wir dürfen annehmen, daB Y regulâr (und nicht voll-

stândig) ist. Nach (A.1)(vi) ist 71’WYIS gerade der Ox-Modul, der von
dem A-Modul toy/s(D Temy(si, Oy) induziert wird. Also ist qtwyls =
n*(i%"’- © WYIS)·
Nach (A.l)(v) und (vii) ist WX’IS = 7q"7q’wyjs. Die Abbildung Ox -

,q’Ox, induziert eine Abbildungq’,q’!’§ --&#x3E; W für jede kohârente Garbe CO.
Für W = q!£oyls erhalten wir 71’ù)x,ls ---&#x3E; 71!£ùyls und dies ist ein Isomor-
phismus in allen Punkten, in denen 7q’ ein Isomorphismus ist. Durch
Anwenden von q* erhalten wir

DEFINITION A.9: Es sei Y eine regulâre Varietât und X eine

normale Varietât. Es sei 7q:X- Y ein endlicher Morphismus.
Der Verzweigungsort sei â (XI Y)= ly E Y; ein Punkt aus q -’(y) ist
verzweight über YI. Wir bezeichnen t1(X/Y) als gut, wenn à(XIY)
regulâre Komponenten hat, die sich transversal schneiden.

In [23] haben wir gezeigt, da8 unter dieser Voraussetzung X nur
Quotientensingularitâten hat (und damit rationale Singularitâten) Wir
hatten dies nur für den Galoisschen Fall ausgeführt, aber die

Argumente lassen sich Wort für Wort auch auf nicht galoissche
Überlagerungen anwenden.

BEISPIEL A.lo: Es sei

ein kommutatives Diagramm von Morphismen von Varietâten, so dal3
f und f ’ Fasserrâume und g ein flacher Gorensteinscher Faserraum
mit relativ rationalen Singularitâten sind. Es seien V und W regulâr
und T/ und ’Tl Galoissche Überlagerungen mit Galoisgruppe @ und V’ die
Normalisierung von V = V xwS. Wir nehmen an, da8 L1(V’/V) und
j(S/W) gut sind. Also haben S und V’ nur rationale Singularitâten
und damit per Definition auch T. Wir schreiben 7q’ = 7qi . ’Tl2, wobei
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-q2: V-&#x3E; V und ql: Ù - V und p : V --- &#x3E;S die natürlichen Abbildungen
sind.
Nach (A.3)(ii) und (A.7)(i) haben wir eine Inklusion P*WT --&#x3E; cw,,

deren Kokern einen Trâger hat, der jeden bezüglich p exzeptionellen
Weildivisor E enthâlt, für den p(E) den regulâren Ort von T

schneidet.

Dasselbe ist richtig, falls p(E) Punkte enthâlt, in denen g glatt ist.
Um dieses einzusehen, überlegt man sich, dag diese Aussage mit
Basiswechsel (in S) vertrâglich ist. Ersetzt man S durch eine Über-
lagerung, für die g(p(E» im regulâren Ort liegt (das ist nach Ab-

hyankars Lemma môglich), kann man wieder (A.7) anwenden.
Da 7q flach ist, ist lùYIV = p*lùS/W. Nach (A.1)(v) und (vi) ist 712(0e/V =

l1Jv//v und wie in (A.8) erhâlt man eine natürliche Inklusion 772*ÙJV’/V
p *wsjw und 1]!1]2*lùV’IV - f’*lùslw. Auf Vreg ist lùV’IV invertierbar. Es sei
auf Vreg If = 1]! 1]2*lùV’IV @ wjljv. Dann haben wir die Inklusion

f ’* ws, w (D w VI 11 v und eine Surjektion f ---&#x3E; Ov- (172 ist affin).
Zusammen erhalten wir auf V;eg:

Man beachte, da6 der Kokern des zusammengesetzten Morphismus
einen grÕBeren Trager hat, als der Kokern von p*wT - wv. Nun ist
7q’*(wv@ f*wùJ) invertierbar und der Kern von @- Ov eine Tor-
sionsgarbe. Also existiert auf Vreg (und damit auch auf V) die

Inklusion invertierbarer Garben p*wTjs - 7q’*(wv© f*wùJ).
Es sei U = V;eg n f,-I(Sreg). Für einen Weil-Divisor D auf V’ (bzw.

C auf S) sei ev(D) (bzw. ew(C)) die Verzweigungsordnung über V
bzw. W.

Dann ist f’*wsjw© w jljv)u isomorph zu

Damit folgt: 

LEMMA A.11: In Beispiel (A. 10) existiert eine Inklusion

Der Trliger des Kokerns enthlilt jeden Prim - Weil -Divisor E von V’,
der eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt :

(a) codim(p(E)) a 2 und p(E) fl Treg ¥: 0.
(b) f’(E) ist ein Weildivisor von S und ew(f’(E)) &#x3E; ev(E).
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LEMMA A.12: Ist zusâtzlich g : T - S glatt, so enthâlt der Trâger
des Kokerns jeden Prim - Weil-Divisor E mit codim(p(E)) a 2.
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