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Wir betrachten in dieser Arbeit normale, projektive und irreduzible
Varietiten einen Faserraum (bzw. flachen; bzw....Faserraum),
nicht ausdriicklich anders vermerken, soll jede “Varietit” diese
Eigenschaften haben.

(0.1) BEZEICHNUNG: Wir nennen einen Morphismus f: V —» W von
Varietiten einen Faserraum (bzw. flachen; bzw. ... Faserraum),
wenn die allgemeine Faser V,, = f~(w) von f eine regulire irreduzible
Varietit ist und f surjektiv (bzw. flach und surjektiv;, bzw....und
surjektiv) ist. f: V— W heiBt étales Faserbiindel (mit Faser F), wenn
zusitzlich eine étale ﬁberlagerung W'-> W existiert, so daB
W' Xy V=W XF ist.

Die benétigten numerischen Invarianten einer reguliren Varietiit V,
d.h.: die Kodaira Dimension «(V), die Irregularitit q(V), sind am
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362 E. Viehweg [2]

Ende der Einleitung (0.6) definiert. Man beachte, daB q(V)=
dim(A(V)) ist, wobei ay:V — A(V) die Albanese Abbildung ist. Das
Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist der folgende Satz:

SaTz I: Es sei V eine reguldre Varietit der Dimension drei. Dann
existiert eine birational dquivalente Varietit V, ebenfalls regulir, so

dabB gilt:

(V) | q(V) dim ay (V) Struktur von V

3 Varietdt von allgemeinem Typ
2 Es existiert ein Faser- dim(F)=1,«k(F)=0
raum f:V > W mit
1 allgemeiner Faser F dim(F)=2,x(F)=0
0 0 0 27?7
1 1 ay: V> A(V) ist ein dim(F)=2,«(F)=0
étales Faserbiindel mit
2 2 Faser F dim(F)=1,x(F)=0
3 3 abelsche Varietdt
—® 0 0 27?

Die Steinfaktorisierung dim(F) =2, k(F) = —»
=1 ! f:V—>Wuvon 9(W') = q(V), k(W) =
ay: V- ay(V) hat eine i}

allgemeine Faser F und
W hat eine Desingulari-
sierung W'

F=P!
a(W)=q(V), (W)= 0

BEMERKUNG: Wie wir im folgenden erldutern werden, sind die
ersten drei Zeilen dieser Tabelle “wohlbekannt” und der “k(V)=0,
q(V) #1” Teil wurde bereits von K. Ueno bewiesen.

In [19] findet man ein “Programm’, wie man eine solche
Klassifikationstabelle aus einer Reihe von Vermutungen (auch fiir
dim(V)>3) ableiten konnte. Zunichst einmal muB man Uber-
lagerungen abelscher Varietiten studieren:

SaTz II (Vermutung B, in [19]): Es sei A eine abelsche Varietdt der
Dimension n und h:V — A ein surjektiver Morphismus. Ist V eine
reguldre Varietit, ebenfalls von Dimension n, und x(V)=0, so ist V
birational zu einer abelschen Varietdt A', isogen zu A.
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Dieser Satz wurde von Ueno in [20] fiir n =3 bewiesen. Fiir den
Beweis fiir beliebiges n verweisen wir auf die Arbeit [8]. Wesentlich
fiir den dort gegebenen Beweis ist das genaue Studium von Differen-
tialformen auf Untervarietiten abelscher Varietiten, welches auf Y.
Kawamata zuriickgeht.

DerFINITION 0.2: Es sei f:V—-> W ein Faserraum. Var(f), die
Variation von f, ist definiert als die kleinste Zahl k mit der folgenden
Eigenschaft: Es existieren Varietiten W’ und W mit dim(W) = k und
dim(W’) = dim(W), surjektive Morphismen W’'— W und W’ - W und
ein Faserraum f : V> W, sodaB V x W’ birational zu V X ,y W’ ist.

Existiert fiir den Typ von Varietiten, der als regulire Faser von
f:V—> W auftritt, ein grobes Modulschema M, so induziert f eine
rationale Abbildung ¥:W->M. In diesem Fall ist Var(f)=
dim(¥(W)).

Mit dieser Bezeichnung konnen wir die folgende Vermutung for-
mulieren, die eine Verstiarkung der Vermutung C, von litaka ist (siche

(19D:

VERMUTUNG C,,: Es sei f:V—>W ein Faserraum, V und W
reguldr und dim(V) = n, dim(W) = m. Dann gilt (hoffentlich) x(V)=
k(V,)+ «k(W). Ist k(V,)) =0 und x(W) =0, so gilt k(V) > Var(f).

Leider ist C,, bisher nur in Spezialfillen bewiesen. Ueno leitete
C,, zunichst aus der Klassifikationstheorie der Flichen ab. 1975 gab
er einen direkten Beweis. Kurz darauf fand der Autor einen Beweis
fir C,,-, und einen etwas elementareren Beweis fiir C,; (siehe [22]).
In [21] zeigt Ueno, daB C,, richtig ist, falls die allgemeine Faser eine
abelsche Varietit ist. Fujita und Ueno beweisen C,,, falls x(V)=0
und W eine Kurve vom Geschlecht g =2 ist [1]. Dieses zuletzt
angefiihrte Resultat reicht zusammen mit C;, und B; aus, um den
“k(V)=0" Teil von Satz I zu beweisen, bis auf die Zeile “q(V)=1".
Dies wurde von Ueno in [20] durchgefiihrt.

Der groBte Teil dieser Arbeit (§§3-9) enthilt den Beweis von:

Sarz III: C;, ist richtig.

Da es ohne viel zusitzlichen Aufwand méglich ist, geben wir
auflerdem einen etwas von [22] abweichenden Beweis von:

Satz IV: C,,-, ist richtig.
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Einen Leitfaden fiir die einzelnen Fille, die wir bei dem Beweis
von III und IV zu beriicksichtigen haben, findet der Leser in §9. Als
Nebenresultat finden wir einige weitere Beweise fiir C,;. Einer von
diesen ist auch giiltig iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlos-
senen Korper k, gleich welcher Charakteristik. Jedoch ist in diesem
Falle C,; von wenig Nutzen fiir die Klassifikationstheorie der
Flachen, da im Allgemeinen die allgemeine Faser der Albanese Ab-
bildung nicht glatt ist.

In §1 und §2 zeigen wir, wie man aus Satz II und C;, und C;, den
Satz I erhilt. Die dazu notwendigen Schliisse sind jedoch auch fiir
hohere Dimensionen richtig. Um dies prizisieren zu kdénnen for-
mulieren wir:

VERMUTUNG D,(—): Es sei V eine reguldre Varietit der Dimen-
sion n mit k(V)=—w. Ist f:V > W die Steinfaktorisierung der Al-
banese Abbildung ay: V-ap(V), so ist fiir eine Desingularisierung
W' von W k(W) =0, gq(W’') = q( V) und die allgemeine Faser F von f
hat k(F) = —oo,

VERMUTUNG D,(0): Es sei V eine reguldre Varietdt der Dimension
n mit «( V) =0.

(a) Die Albanese Abbildung ay: V—>A( V) ist ein Fasserraum mit
allgemeiner Faser F, k(F) =0 und Var(ay) =0.

(b) Wir kénnen eine zu V birational dquivalente regulire Varietit V
finden mit: Es existiert eine offene Untervarietit U C V und eine
endliche ljberlagerung W" > A(V), so daB A(V)—ay(U) von Codi-
mension groBer gleich zwei ist und eine offene Einbettung iiber W" von
U X400y W"in F X W" existiert.

(c) Hat F ein projektives reguldres minimales Modell, so konnen wir
eine zu V birational dquivalente reguldre Varietit V finden, so daB
ay: V> A(V) ein étales Faserbiindel ist.

BEMERKUNG 0.3: Die in D,(0), (c) gestellte Bedingung, daB ein
projektives minimales Modell von F exisitiert, scheint etwas stark zu
sein. Sie soll gewihrleisten (siehe §2), daB jede birationale Abbildung
von Fx W' fiir regulares W’ auch biregular ist, sofern sie mit der
Projektion auf W' vertriglich ist. Vielleicht kann man diese Bedin-
gung abschwichen. Auf der anderen Seite folgt die minimalitit eines
Modelles F' von F, sofern w% = O ist. Dieses folgt fiir drei-dimen-
sionale F mit x(F)=0, q(F)>1 aus Satz L.

In §1 zeigen wir, daB aus C,, und Satz II D,(-x) und D,(0), (a)
folgt. In §2 beenden wir dann den Beweis von:
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SATz V: Aus der Vermutung C,, fir m=1,...,n—1 folgt Ver-
mutung D,(—) und D,(0).

Die Existenz eines solchen Satzes wurde von Ueno [19, S.: 133]
vermutet. Natiirlich ist mit III, IV und V der “k(V) =0” Teil von Satz
I bewiesen. Fiir x(V) > 0 ist die Aussage von Satz I jedoch nichts als
eine Folgerung aus dem “Fundamentalsatz iiber plurikanonische
Faserungen” von litaka: (siehe (1.3)).

SATZ 0.4: Es sei V eine reguldre Varietit der Dimension n mit
K( V) > 0. Dann existiert ein reguldres Modell V von V und ein Faser-
raum f:V — W mit allgemeiner Faser F, so da8 dim(W) = k(V) und
k(F)=0 ist.

Die in §1 benutzten Argumente stammen zum groten Teil aus [19]
und gehen auf litaka und Ueno zuriick. Der in dieser Arbeit gegebene
Beweis von C,,_; besteht einfach aus dem Zusammenfiigen von
Argumenten aus [22] und der von Mumford in [14] gegebenen Beschrei-
bung von Garben auf dem Modulschema der stabilen Kurven. Die
Vermutung Cs, ist nach den Arbeiten von Ueno und Fujita richtig,
wenn die allgemeine Faser eine abelsche Varietit oder K3 Fliche ist
(siche §5). Wie man im Prinzip vorzugehen hat, um C;,; fiir Familien
elliptischer Flichen zu erhalten (sieche §9) ist im wesentlichen Klar,
wenn auch -soweit dem Autor bekannt — bisher nicht ausgearbeitet
worden. Der Beweis von C;, fir Faserriume von Flichen vom
allgemeinen Typ beruht stark auf den Erbegnissen von Gieseker [3]
und Fujita [2], [1].

Aus der langen Liste der Mathematiker, die mir durch Gespriche
und Hinweise geholen haben, mochte ich (aus Platzmangel) nur Dr.
T. Fujita, Y. Kawamata, Prof. H. Popp und Prof. K. Ueno erwihnen.
Ihnen und allen ungenannten sei herzlich gedankt. Eine ‘“Ankiin-
digung” der Ergebnisse mit einem Uberblick iiber die Beweismethode
erschien in Rend. Sem. Mat. Univers. Politcn. Torino; 37 (1979).

(0.5) BEZEICHNUNGEN: Wir benutzen die Terminologie der alge-
braischen Geometrie, wie sie zum Beispiel in [5] beschrieben wird.

(a) Es seien f;: V;> W, fiir i =1,2 zwei Faserriume (oder zwei
dominante rationale Abbildungen von Varietiten). Dann bezeichnen
wir f, und f, als birational dquivalent, wenn birationale Abbildungen
n': V>V, und n:W,> W, existieren, so daB f,-n und 7n'-f,
dieselbe birationale Abbildung definieren.

(b) Die Aussage: “Fiir f,: V,— W, gilt. . . nach Wahl eines geeignet-
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ten Modelles von f;”’ bedeutet natiirlich, da8 man einen birational
dquivalenten Faserraum f,: V,— W, finden kann, fiir den . . . richtig ist.

(c) Die aus der Dualititstheorie benutzten Bezeichnungen und
Ergebnisse werden in dem Anhang erliutert.

(d) Ist f: V> W ein Morphismus von Varietiten, so ist die all-
gemeine Faser V Xy Spec(C(W)) = V,, wobei W der algebraische
Abschluf des Funktionenkérpers von W ist. Die von uns iiber die
allgemeine Faser gemachten Aussagen gelten jedoch entweder fiir alle
Fasern von f iiber einer Zariski- offenen Menge in W (z.B.: regulir,
Dimension der Faser, etc.) oder zumindest (Kodaira Dimension der
Faser) iiber einer Untermenge U C W, die das Komplement von
abzihlbar vielen echten abgeschlossenen Untervarietiten ist. Ist die
allgemeine Faser von f jedoch eine Kurve oder Fliche, so konnen wir
auch in diesem Fall fiir U eine Zariski — offene Menge wihlen (siehe [19,
S.: 85] und [11)).

DEFINITION 0.6:
(i) Es sei V eine Varietit und % eine invertierbare Garbe. Es ist

—oo falls fiir alle n >0 gilt: HY(V, ¥") =0

k(V, %)=
trz grd (@ HYV, 59")) —1 sonst

n=0

(ii) Ist f: V> W ein flacher Faserraum, so daB wyw existiert und
invertierbar ist (siche A.1), so ist die relative Kodaira Dimension von
f:k(VIW) = k(V, oyw).

(iii) Ist V eine Varietit, so daB wy existiert und invertierbar ist,
so ist die Kodaira Dimension von V:k(V) = k(V, wy).

(iv) Ist V eine regulire Varietit, so bezeichnet q(V)=
dimc(H'(V, Oy)) die Irregularitit von V.

BEMERKUNG 0.7: Die in 0.6 definierte Kodaira Dimension und
relative Kodaira Dimension ist erst dann invariant unter birationalen
Abbildungen, wenn wir uns auf rationale Gorenstein Singularititen
bzw. Gorenstein Faserrdume mit relativ rationalen Singularititen
beschrinken (A.4).

Die Numerierung der Sitze, Definitionen, wichtiger Gleichungen
oder Abschnitte ist in §b oder dem Anhang fortlaufend mit b.i oder A.i
(i=1,...). Eine Ausnahme bilden die Sitze I-V und die Vermutungen
C,m und D,, die in der Einleitung zu finden sind.
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§1. Folgerungen aus der Vermutung C,,,

In diesem § wollen wir zunichst einige Eigenschaften der Kodaira
Dimension und der Albanese Abbildung zusammenstellen. Die
Beweise findet man in [19].

LemMA 1.1 (siehe [19, §8]): Es sei V eine Varietit und ¥ eine
invertierbare Garbe. Es sei N(V,¥)={i>0; H(V,¥)#0). Fiiri €
N(V, %) sei ®,4: V—>PN die rationale Abbildung, die durch @, 4(x) =
(@o(x), ..., on(x)) gegeben ist. Dabei ist ¢,..., on eine Basis von
HYV,¥). Dann ist «k(V,¥)=—x, falls N(V,¥)=@ ist und
k(V, £) = Max{dim(®; «(V)); i EN(V, L)} falls N(V, £) # 0.

LEMMA 1.2 (siehe [19, §5)):

(i) Ist g:V'> V ein surjektiver Morphismus von Varietiten, so ist
k(V, ) =«k(V', g*%) fiir jede invertierbare Garbe & auf V.

(ii) Sind & und &' invertierbare Garben auf V und £'* C ¥* fiir
a,b>0, soist k(V,L)=«k(V,L).

LEMMA 1.3: (siehe [19, §6]): V sei eine reguldre Varietiit.

(i) (Satz von litaka) Es existiert my und ein Fasserraum f:V'—> W,
so daB gilt:

(@) V' und W sind regular.

(b) Fiir m eN(V,wy), m=m,, ist f birational dquivalent zu
Dy, V> Dy, (V).

(¢) Es ist k(V)=dim(W).

(d) Es existiert eine Menge U in W, die das Komplement abzdihlbar
vieler echter abgeschlossener Untervarietiten ist, so daB fiir jedes
y € U die Faser V,= f\(y) eine regulire Varietit mit k(V')=0 ist.

(ii)) Es sei g:V'->V ein surjektiver Morphismus regulirer
Varietdten mit dim(V') = dim(V). Dann ist k(V') = (V).

(iii) Es sei f:V—->W ein Faserraum. Dann ist «k(V)=<
k(V,)+dim(W), wobei - wie iiblich -V, die allgemeine Faser be-
zeichnet.

(1.4) DIE ALBANESE ABBILDUNG (siche [19, §9]):

(i) Es sei V eine regulire Varietit. Dann existiert eine abelsche
Varietit A(V) und ein Morphismus a = ay: V- A(V) mit der fol-
genden Eigenschaft: Fiir jeden Morphismus 8: V — B von V in eine
abelsche Varietit B existiert ein eindeutig bestimmter Homomor-
phismus abelscher Varietiten g: A(V)—B und ein b € B, so daB
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B(v) =g(a(v))+ b ist, fir alle v € V. Man bezeichnet a: V- A(V)
als die Albanese Abbildung von V.

(ii) Es ist dim(A(V)) = q(V).

(iii) a(V) erzeugt A(V) (d.h.: A(V) hat keine echte abelsche Un-
tervarietit, die das Bild von « enthilt).

In [19, §10] findet man den Beweis, daBl eine Untervarietiat W einer
abelschen Varietit nie k(W) = — haben kann und nur dann «(W) =0,
wenn W selbst eine abelsche Varietit ist. Zusammen mit 1.4(iii) gibt
dies:

SATZ 1.5 (Ueno): Es sei V eine regulire Varietit und « . V — A(V)
die allgemeine Faser von f. Wegen C,, , ist «( V)= k(F) + x(W'). Daaus
(1.5) und (1.3), (ii) folgt, daB x(W')=0 ist, muB «(F) = sein, falls
k(V) = - ist.

Mit Hilfe dieser Lemmata konnen wir wie in [19] beweisen:

(1.6) Aus Satz II und Vermutung C,,, (firm=1,...,n—1) folgt
D,(—) und D,(0), a).

Bewers: Es sei f: V- W die Steinfaktorisierung von a: V - a(V)
und d:W'—>W eine Desingularisierung. Wir diirfen natiirlich
annehmen, daB f:V—> W' existiert, so daB f=d-f ist. Es sei F
die allgemeine Faser von f. Wegen GC,, ist «( V)=
k(F)+ «k(W’). Da aus (1.5) und (1.3), (ii) folgt, daB «(W’) =0 ist, muB
Kk(F) = » sein, falls k(V) = — ist.

Ist hingegen k(V)=0, so ist wegen (1.3), (iii) «(F)=0 und wegen
C,n gilt: k(F)= k(W' = Var(f) =0. Wegen (1.5) und (1.3), (ii) ist «
surjektiv und aus Satz II folgt, daB W’ birational zu einer abelschen
Varietiit B ist. Betrachte

V—s A(V)

fl g

W'— A(W)
aw:'

g

—=>

1
v

Wegen der universellen Eigenschaft (1.4), (i) existieren g und g'.
Ebenso folgt, daB g - g’ und g’ - g Isomorphismen sein miissen. Also
ist g(V) = q(W’). Da aber W' birational zu einer abelschen Variet:t
ist, ist ay- birational und somit « ein Faserraum, falls k(V) =0 ist.
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§2. Der Beweis von Satz V

In diesem § wollen wir den Beweis von Satz V abschlieBen.
Zunichst beweisen wir das folgende Lemma, dessen Beweis dem
Autor von K. Ueno gezeigt wurde:

LEMMA 2.1: Es sei Z eine Varietit und & eine endliche Gruppe, die
birational auf Z operiert. Dann existiert eine regulire Varietit Z', auf
der & biregulir operiert, und ein &-invarianter birationaler Mor-
phismus Z' > Z.

BeEwels: Es sei X =1Il,cgZ,, wobei Z=2Z, ist. Jedes 1€®
definiert einen Isomorphismus von X indem 7 den Faktor Z, iden-
tisch auf Z,._, abbildet. Es sei ¢: Z— X die rationale Abbildung, die
z abbildet auf das Tupel (z,) mit z, = o(z) € Z,. Es ist ¢ vertriglich
mit der Operation von & auf Z und X. Es sei Z” der Abschluf§ des
Bildes von ¢. Dann ist Z” invariant unter der Operation von & und
operiert biregulir auf Z". pr,: Z"— Z ist G-invariant. Nun kann man
Z" so desingularisieren, daB & auch auf der Desingularisierung bire-
gulir operiert (vergleiche mit [19, S.: 22]).

(2.2): Es sei @ = ay: V> A(V) = A wie in D,(0), (a). D.h.: « ist ein
Faserraum mit Var(a)=0.

Nach Definition der Variation, existiert eine Uberlagerung von A,
iiber der der induzierte Faserraum trivial ist. Durch ‘“eingebettetes
Desingularisieren” des Verzweigungsortes erhalten wir einen bira-
tionalen Morphismus y: W —> A und eine Galoissche Uberlagerung
n: W' > W mit Galoisgruppe &, so daB gilt:

(1) W ist regular und A(W’'/W) is gut (A.9)

(I) V x, W' ist birational zu W’ x F, mit F regulir, «(F) = 0. Nach
(2.1) finden wir ein Z'—> W' X F, birational, so daB die Operation von
® auf V x, W' auf Z’ eine biregulire Operation induziert.

Es sei V eine Desingularisierung von Z'/®, so gewihlt, daB der
Verzweigungsort der Normalisierung V' von V Xy, W’ iiber V
ebenfalls gut ist. Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm:

WxFL vy, ¢
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so daB die Voraussetzungen von (A.10) erfiillt sind. V ist birational zu
V.

Nun sei E der exzeptionelle Ort von p. Indem wir V noch ein wenig
mehr aufblasen, diirfen wir annehmen, daB »'(E) U A(V'/ V) ebenfalls
nur regulire Komponenten mit transversalen Schnitten hat.

Es sei D ein Prim-Weil-Divisor von W’. Dann ist auch g~'(D) ein
Prim-Weil-Divisor. Sein eigentliches Urbild in V'’ bezeichnen wir mit
D'. Es sei ey(D) (bzw. ey(D')) die Verzweigungsordnung von D iiber
W (bzw. D' iiber V).

LEMMA 2.3: Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in
(2.2) (insbesondere (V) = 0). Dann ist fiir jeden Prim-Weil-Divisor D
von W', fiir den y(n(D)) ein Divisor von A ist, ew(D) = ey(D’).

BeEweEls: Angenommen das Lemma sei falsch. Es seien D, ..., D,
die Divisoren mit ey (D;)>ey(D}) und vy(n(D;) Divisor auf A.
Offensichtlich permutiert & diese Divisoren. Es seien E, ..., E, die
exzeptionellen Divisoren von V'’ beziiglich p, die iiber D,,..., D,
liegen.

Nach (A.11) und (A.12) enthilt der Kokern von

P*ww'xF/W'C") 77'*(0)(/ ®f*wﬁ}

die Untervarietiten Diund E; firi=1,...,kundj=1,..., £ Also ist
fir v>0

k
prwiaw ® 10w (3 D) & @i @ o)
Da k(F) =0 und «(W) =0 ist, ist nach (1.2):

K (‘V, ww® Ow (n <§ D,~>>> < k(V).

Sind F,,..., F, die exzeptionellen Divisoren von v, so ist wy =
Ow(Z}o1 aiF), a; >0, (A.7).

Also ist fiir u >0 die Garbe y*(O0.(y(n(Zk, D))))) eine Untergarbe
von (wy® Ow(n(ZX, D)))*. Da aber ein nicht trivialer positiver
Divisor auf einer abelschen Varietit immer eine echt positive «-
Dimension hat, steht dieses im Widerspruch zur Voraussetzung.

LEMMA 2.4: Es sei E ein Prim-Weil-Divisor von V', exzeptionell fiir
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p, so daB f'(E)# W' ist. Dann ist fiir jedes o €& auch o(E) ein
exzeptioneller Divisor.

Beweis: Da W' normal ist und W}, invariant unter &, kdnnen wir
annehmen, daB p(E) nicht im singuldren Ort von W’ X F liegt. Nach
(A.7) ist die allgemeine Faser des Morphismus p|g: E - p(E) ein
projektiver Raum. Also ist die allgemeine Faser von f'|g: E - f'(E)
nach (1.3), (iii) von Kodaira Dimension —c. Angenommen p(co(E)) ist
fir ein o € ® ein Divisor, dann ist, da o(f'(E)) = g(p(co(E))) # W' ist,
p(o(E))= F X g(p(o(E))). Also ist x(F)=—o im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Jetzt konnen wir zeigen, daB3 aus D,(0), (a) auch D,(0), (b) folgt:

(2.5): Es sei W” die Normalisierung von A in C(W') und v': W'—>
W" die induzierte Abbildung.

Es seien E,,..., E, die exzeptionellen Weil-Divisoren von V’
beziiglich p mit f'(E;) # W'. Wir setzen U= Vie N(UL, E) und U’
sei die groBte offene Untervarietit von U’, so daB y' auf f'(U’) ein
Isomorphismus ist. Es sei U =n'(U'). Es ist codim(W'x F —
p(U’)) =2 und codim(W" X F —(y' X id) - p(U")) = 2. Also folgt:

BeHAUPTUNG 1: HU’, Oy)=C.
BEHAUPTUNG 2: Esist 7: U'—> U, = U xy W' ein Isomorphismus.

Bewels: Es ist U’ invariant unter & wegen (2.4). Also ist
n'"'(U)= U'. Es sei D' ein Divisor auf U’, der iiber U verzweigt ist.
Nach Konstruktion kann D’ nicht die allgemeine Faser von f’ treffen
und f'(D') = D ist ein Divisor. Da wir gerade U’ so gewdihlt haben,
daB U’ weder den exzeptionellen Ort von p noch das Urbild des
exzeptionellen Ortes von vy trifft, erfiillt D die Voraussetzungen von
(2.3) und ey(D’) = ew (D). Nun ist U’ regulir, ebenso wie f'(U’). Nach
(A.1) (viii) und (iv) ist wy)g = T*wy,s und wy = 7*wy,. Wegen (A.1)
(v) und (vi) ist

0y, O Teoy = Hamy(140y, wy,) S oy,

. und wy sind invertierbar, und wegen Behauptung 1 ist die
zusammengesetzte Abbildung von Garben ein Isomorphismus. Dies ist
nur méglich, falls 7,0y = Oy, ist und 7 ein Isomorphismus.

wy,

Wir wihlen fiir U” die Menge der Punkte von U’, in denen p ein
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Isomorphismus ist. D.h.: Wir verkleinern U' um exzeptionelle
Divisoren von p, die surjektiv auf W’ abgebildet werden. Es sei
U =17'(N,eq o(U").

BEHAUPTUNG 3: U und W” erfilllen die Bedingungen aus D,(0)
(b).

BEWEIS: Es ist Ux,W'=UX, WS Ux, W =U" und (y' X
id) - p ist auf U eine offene Einbettung. Die Albanese Abbildung von
V ist gerade vy - f und

codim(A — v - f(U)) = codim( W' —f’ ( N O'(U”))).

cEG

Nach Wahl von U" ist codim(f'(U") — f'(Nyeq o(U")) = 2.
Zum Beweis, daB aus D,(0) (b) auch D,(0) (c) folgt, benotigen wir:

LEMMA 2.6 (siehe auch [12)): Es sei F eine reguldre Varietdt mit
k(F)=0. Es sei F ein minimales Modell. X sei eine reguldre (nicht
notwendig vollstindige) Varietit und 7:X X F—> X X F eine bira-
tionale Abbildung iiber X. Dann ist T bireguldr.

BEwEIs: Es sei T die Menge der Punkte, in denen 7 nicht definiert
ist und fiir x € X sei T, = T N F X{x}. Es sei E, das totale Bild von
T, (siehe z.B. [5, S.: 410)). Fiir einen allgemeinen Punkt x aus pr(T)
existiert eine dominante birationale Abbildung E, - T,, deren all-
gemeine Faser von Dimension groBer oder gleich eins ist. Also ist
T.# F x{x}. Angenommen E,# F X {x}, dann induziert 7 einen sur-
jektiven Morphismus von F x{x}—T, auf Fx{x}—E, und, da F
minimal ist, ist dieser biregulir auf F und T, =E,. Also ist E, =
F x{x}. Ist d: Y -» X X F ein birationaler Morphismus, so daB 77 - d
ein Morphismus ist. so folgt aus (A.7), daB die Zusammenhangskom-
ponenten der algemeinen Faser von d~(E,)- T, birational zu pro-
jektiven Riumen sind. Wegen (1.3) (ili) wire dann aber «(E,)=
k(F)=—o,

LEMMA 2.7: Es sei F eine reguldre Varietit und n:X - Z eine
galoissche Uberlagerung (nicht notwendigerweise vollstindiger)
regulirer Varietiten mit Galoisgruppe ®. Es sei eine Operation von &
auf X X F gegeben, vertriglich mit der Operation von & auf X, so daB
gilt: Ist x € X ein Fixpunkt von o €®, so lisst o die Faser {x}x F
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punktweise fest. Es sei 7:(F X X)|® =Y - Z der Quotient. Dann ist T
ein glatter Morphismus und Y X; X =X X F.

BewEeils: Man kann natiirlich anlich wie in (2.5) argumentieren.
Eine andere Moglichkeit ist: Es sei z€Z und J die Unter-
gruppe von &, die einen festen Punkt x € n~'(z) festlisst. Wir
wollen zunichst zeigen, dafl der nitiirliche Morphismus {x}Xx F —
771(2) ein Isomorphismus ist. Ist B der lokale Ring von x auf X und
Spec(A) ein offenes J-invariantes Unterschema von Spec(B) X F,
und M das maximale Ideal von B, so wird der Morphismus be-
schrieben durch A%/(B¥ N M) - A¥ > A/M - A. Nun wird jedes Element
a € A modulo M - A durch ein J-invariantes Element représentiert,
und zwar (1/|3)) - 2,ey o(a). Also ist obiger Ringhomomorphismus
surjektiv. Die Injektivitiit folgt sofort, wenn 7~ !(z) reduziert ist. Dazu
geniigt es, den Fall zu betrachten, daB A der lokale Ring des all-
gemeinen Punktes der Faser ist. Wegen obiger Beschreibung der
Elemente von A erzeugt BN M das Ideal AN (M - A) modulo
(A*N(M - A)), und nach Nakayamas Lemma folgt die Behauptung.

Also hat 7 glatte Fasern, und da Y als Quotient einer reguliren
Varietat rationale Singularititen hat (siehe [23]) und damit Cohen-
Macauley ist, ist 7 flach und glatt. Beachtet man, daB X X F die
Normalisierung von Y X, X ist, und daB letztere Varietit regulir ist,
so folgt das Lemma.

Wir behalten die Bezeichnungen aus (2.7) bei und betrachten die
Funktoren Jsomz(Y, Z x F) und Aut(F) = Jéom(F, F) (siche [4, 195-
13]). Nach [4, 221-20] werden beide Funktoren reprisentiert (man
beachte, daB fiir uns alle Varietiten projektiv sind), sagen wir durch
I->Z bzw. A. A ist ein Gruppenschema. Es sei A, die Zusammen-
hangskomponente der 0 € A. Wie in [12] folgt aus (2.6):

FOLGERUNG 2.8: A, ist eine abelsche Varietdt, falls F ein mini-
males Modell mit «(F) =0 ist.

Bewels: Es geniigt zu zeigen, daB A, vollstindig ist. Dies folgt
aber aus (2.6) und dem Bewertungskriterium.

LEMMA 2.9: Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in
(2.6) und (2.7). Dann existiert eine étale Uberlagerung X' von Z, so
daB X'x;Y = X' X F ist.

BeEwEIls: Nach Definition ist I x; X = X X A und daher ist I X, X
glatt iiber X. Also ist auch I glatt iiber Z. Ist I, eine Zusammen-
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hangskomponente von I, so operiert AgX Z auf I, und I, ist ein
Fasersystem (in der Bezeichnung aus [18]). I, ist glatt tiber Z und
daher sind die Kriterien (SL) und (FP) aus [18, S.: 10] erfiillt. Wir
wissen also, daB I,— Z sogar ein prinzipaler Faserraum mit Gruppe
A, ist. Nach [18, S.: 28] existiert eine abelsche unverzweigte Uber-
lagerung X' — Z mit einer Galoisgruppe &' in Ay, so daB I,= X' x% A,
ist (siehe [18, S.: 17]). Mit anderen Worten: X'X Ag=I,X;X' und
daher hat I;X;X' einen Schnitt iiber X'. Nach Definition von I
existiert also der gesuchte Isomorphismus.

(2.10) ScHLUB DES BEWEISES VON SATZ V: Nach (2.5) haben wir
bereits D,(0), (b) erhalten. Wir benutzen die Bezeichnungen aus
D,(0). Es sei @« =ay und A= A(V). Wir kénnen annehmen, daB
n: W"—> A galoissch ist, und daB8 F bereits das minimale Modell ist.
Es sei Z=a(U) und X =%"'(Z). Indem wir U etwas verkleinern,
diirfen wir voraussetzen, daB X regulir ist.

Es sei 0 €®. Auf F X X operiert o als ¢’ =idg X o und auf U x; X
als 0" =idy X o. Nach (2.6) ist die birationale Abbildung ¢": o'~' von
F x X auch biregulir und damit ist ¢” ein Isomorphismus von F X X,
Ist x € X ein Fixpunkt von o, so lisst o” die offene Menge U XX N
F x{x} punktweise fest, und somit auch ganz F x{x}. Nach (2.7) ist
der Quotient Y (beziiglich der zweiten Operation von &) glatt iiber Z
und nach (2.9) existiert eine galoissche étale Uberlagerung X' — Z mit
Gruppe &', so daB X' %X, Y = X'X F ist.

Es sei W’ die Normalisierung von A in C(X’). Da codim(A —Z) =2
ist, ist W' iiber A étale. Nach Konstruktion ist Y birational zu V und
W’'x,V birational zu W’'X F. Indem wir ein zweites Mal (2.6)
anwenden, erhalten wir, da8 die Operation von &' auf W' x, V eine
biregulire Operation von &' auf W’'x F induziert. Da &' auf W’
fixpunktfrei operiert, existiert nach (2.7) der Quotient V =
(W'X F)|®'— A als glattes Schema iiber A und VX, W' = W'XF.

§3. Reduktionsschritte fiir den Beweis von C, ,

Genau wie in [22] beginnen wir den Beweis von C;; und C,,-;,
indem wir die “relative Version” formulieren und zeigen, wie C, .,
daraus folgt. Als zweiten Schritt reduzieren wir das Problem auf die
Situation der semistabilen Familien. Dieser Schritt ist méglich fiir
C,..1 und C,,. Die Beweise sind &hnlich zu denen in [22]. Da wir
dort — leider - alles nur fiir C,,_, formuliert haben, und sich dariiber
hinaus ein dummer (aber hebbarer) Fehler eingeschlichen hat (siehe
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die Korrektur am Ende des entsprechenden Bandes der Zeitschrift),
miissen wir diese Schritte wiederholen.

(3.1) VERMUTUNG C,,: Es sei f:V—>W ein Faserraum, n =
dim(V), m = dim(W) und V und W reguldr. Dann existiert (hoffent-
lich) ein birational dquivalenter Faserraum f,: V> W,, V|, und W,
reguldr, so daB

k(Vi, 0y, @ fiow,) = Max{x(V,), Var(f)} ist falls k(V,) # —.

Sarz 3.2: Ist C,_, -, richtig fiir 0=r<m, so ist C,, ebenfalls
richtig.

BEMERKUNG: Wie wir im Beweis sehen werden, geniigt es, um fiir
einen festgewihlten Faserraum f: V- W C,,, nachzuweisen, C, ,, fiir
diesen Faserraum zu verifizieren, und C,_,,_, fir r = k(W) und fiir
die Einschrinkung von f auf das Urbild eines (m — r)-dimensionalen
Teilraum von W in geniigend allgemeiner Lage.

Beweis: Ist f: V> W ein Faserraum mit dim(V)=n—-r und
dim(W)=m —r, k(W)=0 und «(V,)=0 und f,: V,»> W, das nach
C,_.m-r existierende Modell, so liefert die Inklusion (k > 0)

w'&,@f*w?vk.*wkvl
die Ungleichung
(3.3) k(V) = k(V;) = Max{«(V,), Var(f)}.

Nun sei f: V> W wie in C,,. Wir dirfen annehmen, da «(W)=0
und «(V,)=0 ist, und daB f selbst gerade das Modell ist,
fiir welches die in C,, gefordérte Ungleichung bekannt ist. Wir
haben fiir v = - ¢, mit ¢ >0 und p €N Inklusionen f*w% —> w% und
HYW, w%)—>HV,0%). Es sei (wie in (1.1)) &,=®,,, und &, =
®b,,, und V, (bzw. W,) der Abschlufl des Bildes von &, (bzw. ®,).
Die obige Inklusion besagt gerade, daB ein kommutatives Diagramm
dominanter rationaler Abbildungen existiert:
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Wihlen wir (wie in (1.3) (i)) u geniigend groB und schrinken wir
dieses Diagramm auf den allgemeinen Punkt a von W, ein, so erhalten
wir:

P, 7
Va > Vva

fal lp.,

W,—a

mit: x(W,) = 0; die allgemeine Faser von f, ist V,, und die allgemeine
Faser von @, ist von Kodaira Dimension 0. Aus (3.3) folgt: «(V,) =
x(V,) und aus (1.3) (i) und (ii)

k(V) =dim(V,) = dim(V,,) + dim(W,) = dim(V.,,) + (W)
= k(V,) + k(W) = k(V,) + k(W).

DEFINITION 3.4: Wir bezeichnen einen flachen Faserraum g: T - S
als semistabilen Faserraum (von r-dimensionalen Varietiten, r =
dim(T) — dim(S)), wenn fiir jeden geometrischen Punkt p €S die
Faser T, = g7'(p) regulidre Zweige hat, die sich transversal schneiden
d.h.: Fiir jeden Punkt t € T, ist

A c 3y rt
O”Tp “—'—[[xfl ) ‘xx l]]

BEMERKUNG 3.5: Es sei g:T— S ein semistabiler Faserraum.
Dann ist g ein flacher Gorenstein Faserraum.

Damit wir einige technische Voraussetzungen nicht immer wieder-
holen miissen, definieren wir:

DEFINITION 3.6: Wir bezeichnen einen semistabilen Faserraum als
prdparierten semistabilen Faserraum, wenn gilt:

(0) Fir n >0 ist g,0%;s lokal frei.

Fir jede (generische) Uberlagerung $'—>S hat T'=T x¢S’ nur
relativ rationale Singularititen (A.4).

Ist Var(g) =0, so0ist T=S X F.

(1) Ist die allgemeine Faser T, eine Kurve vom Geschlecht 7 > 1,
so ist g: T — S sogar stabil (d.h.: jede nicht singulire rationale Kom-
ponente einer Faser T, schneidet die Vereinigung der restlichen
Komponenten in drei oder mehr Punkten). Dariiber hinaus soll fir
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7 =1 die Kurve T X Spec(C(S)) eine “Level-u-Struktur” haben fiir
M= 3.

(2) Ist T. eine Flache, so ist T, ein minimales Modell.

(2) Ist T, eine elliptische Fliche, so existieren Morphismen von
Varietiten

so daB gilt:

(i) h ist ein semistabiler Faserraum von Kurven. Ist Var(h) =0, so
existiert ein birationaler Morphismus Y - S X E.

(ii) k ist ein Faserraum, dessen algemeine Faser T, eine elliptische
Kurve ist. Es existiert eine galoissche Uberlagerung Y'— Y, so daB
gilt: T X Spec(C(Y")) hat eine “Level-u-Struktur” (u =3). A(Y'/Y) =
si(SHYUs(S)U - - - Us,(S)UD, wobei D ein Divisor ist, der in endlich
vielen Fasern von h liegt, und s;: S— Y fiiri =1,.. ., v Schnitte sind.

Es ist s;(S)Ns;(S)=@ fir i#j und s(S)ND=@. h ist in den
Punkten von s;(S), i =1,..., », glatt.

(3.7) VERMUTUNG C,,: es sei g:T—S ein prdparierter semi-
stabiler Faserraum von (n— m)-dimensionalen Varietdten und m =
dim(S). Ist «(T,) =0, so ist (hoffentlich)

k(T/S) = Max{k(T,), Var(g)}.

BEMERKUNG 3.8: Wir diirfen-um Cj,,, zu beweisen — S durch eine
(generische) Uberlagerung S’ ersetzen (siehe (1.2) (i) und (A.1) (iv)).
Ebenso diirfen wir T durch eine “Aufblasung” T’ ersetzen, solange
auch T’ ein semistabiler Faserraum ist (A.S5). Ist S Gorensteinsch und
d:T>T eine Desingularisierung, so ist dy(w?® (g - d)*05") = 0'%s
(siehe (A.3)).

VORAUSSETZUNG 3.9 “EXISTENZ DER SEMISTABILEN
REDUKTION”: Es sei f: V> W ein Faserraum. Wir sagen, daB f die
Voraussetzung (3.9) erfiillt, falls ein priparierter semistabiler Faser-
raum g:T — S existiert (S vollstindig!) und rationale Abbildungen
n:S>W und n':T- YV, so daB gilt: Es existieren offene Mengen
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uy,Ccv Unfi Uw C W, f(Uy)C Uw, so daB 7|,y y,, und 7'[,-1y,)
galoissche Uberlagerungen sind und

7' (Uy)—> Uy

Ll

17 (Uw)— Uy
ein Faserprodukt.

Leider wissen wir nicht, ob diese Voraussetzung im Allgemeinen
erfillt ist. Es gilt aber:

LEMMA 3.10: Es sei f: V> W ein Faserraum, «(V,)=0. Es sei
entweder V,, eine Kurve oder W eine Kurve. Dann erfiillt f: V - W die
Voraussetzung (3.9).

Beweis: (1) dim(V)—dim(W)=1.

Das Geschlecht der allgemeinen Faser sei 7. Es existiert das grobe
Modulschema M, der stabilen Kurven vom Geschlecht 7 (siehe [14]).
Nach [16], [17] und [0] (7 = 1) existiert fiir jedes u =3 eine endliche
Uberlagerung M* - M,, so daB M* ein feines Modulschema der
stabilen Kurven mit “Level-p-Struktur” ist. Wihlen wir fiir Uy den
Ort in W, iiber dem f glatt ist, so induziert Uy = f{(Uw)~ Uy einen
Morphismus : Uy - M. Fiir S wihlen wir nun eine generische
Uberlagerung von W, galoissch, so daB die Morphismen

S — My
W‘—)Uw——>M.,,

existieren und vertriglich sind. Fiir g: T —> S wihlen wir das “Pull-
back™ der universellen Kurve iiber M“. In [23] haben wir nach-
gerechnet, daB fiir jede generische Uberlagerung S'— S die Varietit
T' =T XS’ nur relativ rationale Singularititen iiber S’ hat. Es ist also
g ein praparierter semistabiler Faserraum und (3.9) ist erfiillt.

(2) dim(W) =1 und dim(V)=3. (a) V,, sei eine Fliche: V, hat ein
minimales Modell V,, welches iiber einer endlichen galoisschen Uber-
lagerung W, von W definiert ist. Ist V; ein Modell von V X, W, mit
allgemeiner Faser V,, so geniigt es (3.9) fiir f,: V;> W, nach-
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zuweisen. Ist V, eine elliptische Fliche, so existiert eine Kurve C,
iiber C(W), so daB V, - C, eine Familie elliptischer Kurven ist. Wir
konnen eine Uberlagerung W, von W, wihlen, so daB C, iiber C(W,)
definiert ist und iiber W, ein semistabiles Modell besitzt: Y,— W.,.
Wir kénnen Y, als regulire Varietit wihlen, und annehmen, daB
h,: Y,—> W, bereits die Bedingung (2) (i) aus (3.6) erfiilit.

Es sei V,- Y, ein Modell von V Xy, W, mit allgemeiner Faser V,.
Es existiert eine galoissche Uberlagerung Y} von Y,, so daB V,Xx
Spec(C(Y3)) eine ‘“‘Level-u-struktur” hat. Indem wir C(W,) groB
genug wihlen, kdnnen wir annehmen, daB A(Y;/Y>) aus Schnitten von
Y,— W, und aus Komponenten der Fasern besteht. Ein Schnitt des
semistabilen Faserraumes h, liegt notwendigerweise in der offenen
Menge, in der h, glatt ist (sonst kdnnte die Schnittzahl mit den Fasern
nicht eins sein). Indem wir Punkte aufblasen in denen h, glatt ist,
diirfen wir annehmen, daB A(Y5/Y,) aus paarweise disjunkten
Schnitten besteht und aus Komponenten der Fasern, sagen wir
D, ..., D,. Nun wihlen wir eine verzweigte galoissche Uberlagerung
W;—> W,, so dal die Verzweigungsordnung von h,(D;) in W; durch die
Verzweigungsordnung von D; in Y teilbar ist. Wihlen wir fiir Y; eine
Desingularisierung von Y, Xy, W3 und fiir Y} die Normalisierung von
Y; Xy, Y3, so ist (nach Abhyankars Lemma) A(Y;/Y;) die Vereinigung
endlich vieler disjunkter Schnitte von h;: Y;— W3 und Komponenten
der Faser, die diese Schnitte nicht treffen. Nun sei V5 ein regulires
Modell von V, Xy, Y;. Dann erfiillt V;— Y;—> W; die Bedingung (2') aus
(3.6) — nur daB8 V; nicht semistabil ist.

Ist V,, keine elliptische Fliche, so setzen wir V;= V,und W, = W,.

(b) Ist dim(V,) > 2, so setzen wir V3=V und Ws;=W.

Mumford hat in [9] bewiesen, daB iiber einer endlichen iiberlagerung S
von W; ein birationaler Morphismus T — V3 Xy, S exisistiert, der ein
Isomorphismus entlang der allgemeinen Faser ist, so dal g: T > S
semistabil ist und T regulir. Ist nun S'— S eine Uberlagerung, so ist
T' = T x4 S’ eine Uberlagerung von T mit gutem Verzweigungsort. Also
hat T' nur rationale Singularititen.

Nach Konstruktion erfiillt g die Bedingung (2) und (2') aus (3.6). Da
S eine Kurve ist, und da g,w7s torsionsfrei ist, ist diese Garbe auch
lokal frei. Ist Var(f) = 0, so ist nach Definition der Variation nichts zu
beweisen. Als haben wir den gesuchten priparierten semistabilen
Fasseraum konstruiert und (3.10) bewiesen.

Satz 3.11: Es sei f: V> W ein Faserraum, der die Voraussetzung
(3.9) erfiillt, und g:T — S der zugehdrige priparierte Faserraum.
Erfiilit g die Vermutung C,,, so gilt C,, fiir f.
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BEMERKUNG 3.12: Wir werden sehen, daB dieser Reduktionsschritt
fiir den Beweis von C,, ; wesentlich ist. Fiir C;, ist er nicht unbe-
dingt erforderlich. Da wir in §4 jedoch bendtigen, daB die allgemeine
Faser minimales Modell ist, und in §5 Basiswechsel anwenden wollen
ist auch hier (3.11) von Nutzen. Auch in §8 werden wir von den
erreichten “Vereinfachungen” wesentlich profitieren. Wir nehmen
sozusagen alle Schwierigkeiten, die mit Singularititen beim Basis-
wechsel auftreten konnen, an dieser Stelle vorweg. Wichtig fiir einen
eventuellen Beweis von C,, scheint die Frage zu sein, ob man
wenigstens — dhnlich wie in (3.9) - das Problem auf die Betrachtung
flacher Cohen-Macauly Faserrdume reduzieren kann.

Bewers: Die Eigenschaft “préiparierter semistabiler Faserraum” ist
mit Basiswechsel vertraglich. Also diirfen wir zunichst einmal
annehmen, daB 7:S— W eine Morphismus ist, und daB die Galois-
gruppe & von S iiber W auf S biregulir operiert (2.1). Es sei S/® der
Quotient und W,; eine Desingularisierung. Es sei S’ die Nor-
malisierung von W, in C(S). Wir diirfen (nach eingebettetem Auf-
blasen) annehmen, daB A(S’'/W,) gut ist (sieche (A.9)). Natiirlich kén-
nen wir annehmen, da8 wir von Anfang an S so gewihlt haben, daB
S=2.9"ist. & operiert auf T birational. Es sei V| ein nach (2.1)
existierendes Modell, auf dem & biregulér operiert. Dann wihlen wir
fir V, eine Desingularisierung von V{/&. Wieder diirfen wir anneh-
men, daB A(V'/V,) gut ist fiir die Normalisierung V' von V, in C(T).
Zusammenfassend haben wir ein kommutatives Diagramm:

T— vy,

81 lf’ 11'1
S—W— W,
id n

welches die Voraussetzungen von Beispiel (A.10) erfiillt. Nach (A.11)
existiert eine Inklusion

prons O n'*(wy, @ flow).
Also ist ((1.2) (i) und (ii)) x(T/S) = k(V;, @y, ®f’fwﬁ}l) Da nach Kon-

struktion x(T;) = «(V,) und Var(f,) = Var(f) = Var(g) ist, ist (3.11)
damit bewiesen.
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§4. Folgerungen aus der geometrischen Invariantentheorie

In den §84-7 wollen wir fiir semistabile Faserrdume (von Flichen
und Kurven) Informationen iiber das direkte Bild der Potenzen der
relativ dualisierenden Garben sammeln. Wir benutzen dabei die fol-
genden.

BEZEICHNUNGEN 4.1: Es sei g: T — S ein priaparierter semistabiler
Faserraum. Nach Definition (3.6) ist fiir n > 0 die Garbe g.w’s lokal
frei. Es sei r(n)=rank(g,w%s) =dim(HYT,, w7)) und A, =

AT g50Ts.

In diesem § betrachten wir nur priaparierte semistabile Faserrdume,
deren allgemeine Faser entweder eine Fliche von allgemeinem Typ
oder eine Kurve vom Geschlecht g =2 ist. Der Grund fiir diese
Einschriankung ist, daB nur in diesen beiden Fillen die folgende
Aussage bekannt ist (siehe [13] bzw. [3]):

(4.2): (i) Es sei T, eine glatte Faser von g und fiir n>0 sei T,, das
Bild von T, unter @, in PN (siehe (1.1)). Dann erfiillt der Punkt des
Hilbert-Schemas, der der Einbettung von T,, in PN entspricht, das
Stabilitits-Kriterium von Mumford (siehe [13] oder [14]). Ins-
besondere existiert das entsprechende grobe Modulschema M zu-
sammen mit einer natiirlich Einbettung i: M — P*.

(ii)) Der kanonische Ring von T, ist endlich erzeugt.

Nehmen wir an, (4.2) ist erfiillt. Dann induziert g eine rationale
Abbildung ¥:S— M. Wir diirfen annehmen, daB i- ¥ ein Mor-
phismus ist. Ziel des § ist es, (i lI')*O,,“(l) zu beschreiben, oder —
genauer gesagt-eine geeignete invertierbare Untergarbe. Man
beachte, daB es nicht notwendig ist, eine ‘“‘gute” Kompaktifizierung
von M zu kennen.

BEMERKUNG 4.3: Es ist Var(g) = dim(¥(S)).

SATZ 4.4: Es sei g: T — S ein prdparierter semistabiler Faserraum
fiir den (4.2) gilt. Dann ist (mit den Bezeichnungen (4.1))
K(S,AIM R A,;™ "™y =Var(g) fiir n,m > 0.

KoROLLAR 4.5: Ist S eine Kurve, so ist fir n,m>0
r(n) - grad(A,.,) =m - r(n - m) - grad(A,) und aus der Gleichheit folgt
Var(g) =0.



382 E. Viehweg [22]

Beweis: Es sei w = wps. Fiir geniigend grofles n und m (es geniigt
n = 5) haben wir eine natiirliche Abbildung S™(g,0")—> g™ ™, die
auf einer offenen Menge surjektiv ist. Es sei ¥ das Bild von
ATEM(SM(gew™) in ATT™ g " ™. Da (4.4) mit Basiswechsel mit
surjektiven Morphismen vertriglich ist, diirfen wir £ als invertier-
bar annehmen. Nun sei U C S offen, so daBl ein Isomorphismus
Pigeo"|y SOP™  existiert. ¢  definiert eine  Abbildung
By i AT M(S™(CEF )R Oy >F|y und dadurch f,:U->P=
P(A"®" ™(S™(C®™))). Ist u € U, so daB g~'(u) glatt ist, so ist f,(u)
gerade der entsprechende Punkt des Hilbert-Schemas (wie in (4.2)).

Die Gruppe SL(C®"™) operiert auf P.

SaTz 4.6 (Mumford [13], [14] und Gieseker [3]): Ist g7'(u) glatt, so
ist fiir n,m >0 der Punkt f,(u) stabil beziiglich der Operation der
SL(C®™),

Dies bedeutet: Es existiert ein homogenes Polynom auf P von Grad
p >0 (sagen wir s € SP(A"" ™(S™(C®™)))) welches invariant unter
der Operation der SL(C®™) ist, so daB s(f,(u)) # 0 ist. Solche Poly-
nome trennen verschiedene SL(C®™) - Bahnen.

Jedes solches s induziert iiber 8, einen Schnitt s, € HY(U, ¥°|y).
Fiir ein 0 €GL,,(U) sei ¢' =0 - ¢ und s, der von s und &, in-
duzierte Schnitt.

BEHAUPTUNG 4.8: Ist r(n) ein Teiler von p, so ist
Sy =Sy det(o')p"""(""")"(")fl,

BEWEIs: Beide Seiten definieren Schnitte von #”|,. Wir konnen
Faser fiir Faser die Gleichheit nachrechnen. Fir u € U ist o, =
det(o,)""™ - q fiir ein n € SL(C®™). s ist invariant unter n und wird
unter ¢ - id, ¢ €C mit ¢? ™ "™ ™ multipliziert.

BEHAUPTUNG 4.9: s definiert einen nicht trivialen Schnitt von
LPRQAP M m ! fber S,

BEWEIS: ¢ definiert 7,: Oy S AP ™ "™ ™ "™~ und wegen (4.8) ist
s, 7, unabhéngig von der gewihlten “Trivialisierung” ¢, kann also
zu einem globalen Schnitt zusammengeklebt werden. Nach (4.6) ist
dieser Schnitt nicht trivial, und es existieren geniigend viele solche
Schnitte, um Punkte zu trennen, die nicht isomorphe Fasern haben.
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§5. Folgerungen aus der Theorie der Variation
der Hodge-Struktur

Der Vollstindigkeit halber beginnen wir mit dem folgenden Satz,
dessen Beweis man in den Arbeiten von Arakelov oder Namikawa
findet (siehe [22, §7 und §8)):

SATz 5.1: Es sei g: T — S ein semistabiler Faserraum von Kurven
vom Geschlecht w = 1. Dann ist k(S, ;) = Var(g).

Fiir Faserriume hoherdimensionaler Varietiten sind so weitrei-
chende Aussagen nicht bekannt. Fujita beweist jedoch in [1] mit Hilfe
der Theorie der Variation der Hodge-Struktur von Griffiths den Satz
(5.3).

DEFINITION 5.2: Es sei S eine Kurve und € eine lokal freie Garbe
auf S. Man bezeichnet € als pseudo-semipositiv, wenn fiir jede
invertierbare Quotienten-Garbe £ von & gilt: grad(¥) = 0.

Satz 5.3 (Fujita): Es sei f: V—> W ein Faserraum, dim(W)=1, V
und W regulir. Dann ist f,wyw pseudo-semipositiv.

Der Beweis von Fujita benutzt die Variation der Hodge-Struktur
auf R*f.C, k =dim(V)~- 1. Eine genaue Betrachtung des Beweises
zeigt, daBB sogar eine invertierbare Quotientengarbe £ von f.oyw
echt positiven Grad haben muB, sofern diese Variation der Hodge-
Struktur nicht trivial ist. Dies ist aber erfiillt, wen oy, = Oy, und
Var(g) # 0 ist. So erhélt man:

SATz 5.4 (Fujita; siehe auch [2]): Es sei f: V—> W wie in (5.3) und
wy, = Oy,. Dann ist grad(},) = Var(f).

FOLGERUNG 5.5: Es sei f: V— W wie in (5.4). Dann gilt C,, fiir f
(und damit, (3.8), auch C,, fiir die entsprechenden semistabilen
Faserrdume).

BEWEIS: fiwyw ist invertierbar und f*f,wyw — wyw eine Injek-
tion. Also ist fiir » >0 (fywyw)” eine Untergarbe von fy.w¥w.

FOLGERUNG 5.6: Es sei g:T—S ein prdparierter semistabiler
Faserraum elliptischer Kurven. Dann gilt C,,,_,. Es ist k(S, gxwng) =
Var(g).
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Beweis: Das feine Modulschema der elliptischen Kurven mit level-
pm-Struktur ist selbst eine Kurve. Es geniigt also, den Fall zu betrach-
ten, daB dim(S) = 1 ist. Wahlt man fiir T ein relativ minimales Modell
iiber S, so sind die Fasern entweder glatte elliptische Kurven, oder
Sequenzen reduzierter regulirer rationaler Kurven mit Selbstschnitt-
zahl —2. Also ist g*g,wns = wps und gewls = (g2+d7s)”.

Wir wollen (5.3) und (4.5) benutzen, um C%, fiir Faserriume von
Flichen von allgemeinem Typ zu beweisen. Es kann jedoch pas-
sieren, daB f,wyw trivial ist. In jedem Fall mach (4.5) Aussagen iiber
A, fir n>0 und (5.3) Aussagen iber A;. Um dennoch beide
Resultate Zusammenfiigen zu konnen, miissen wir geeignet gewihlte
Uberlagerungen betrachten. Zunichst bendtigen wir das folgende
einfache Lemma, welches auch in [1] zu finden ist:

LEMMA 5.7: Es sei S eine Kurve and € eine lokal freie Garbe, € sei
pseudo-semipositiv. Dann gilt:

(i) Jede lokal freie Quotientengarbe von € ist pseudo-semipositiv.

(ii) Ist & eine Untergarbe der lokalfreien Garbe ¥ und rang(%) =
rang(%), so ist auch F pseudo-semipositiv.

(ili) Fiir jede endliche Uberlagerung n:S'— S sei n*% pseudose-
mipositiv. Dann ist €® Ogs(P) ampel fiir jeden Punkt p € S (siehe [7;
111, §1]).

Bewers: (i) ist klar nach Definition. Ist ¥ eine Quotientengarbe
von %, so, ist die induzierte Abbildung € — % nicht trivial und &£
enthilt eine Quotientengarbe von &. (iii) Es sei P =P(é) und 7 :P—> S
die zugehorige Abbildung. Ist C CP eine Kurve, die in einer Faser
iiber S liegt, so ist grad(Op(1)|c) der Grad von C in dem projektiven
Raum 7 !(m(C)) und daher groBer als die Multiplizitit der sin-
guliren Punkte von C. Ist C eine Kurve die iiber S liegt, sagen wir
m = m|c, s0 ist Op(1)|c eine Quotientengarbe von % &. Also ist
grad(Op(1)|c) = 0. Da der Grad der endlichen Abbildung , groBer ist,
als die Multiplizitat der Singularititen von C, folgt die Behauptung
aus dem Kriterium von Seshadri [7; I, §7], angewandt auf
OP(1)®7TTOS(P)-

ProOPOSITION 5.8: Es sei g: T — S ein Faserraum, dim(S) =1, T mit
nur rationalen Gorenstein Singularititen. Es sei ¥ eine invertierbare
Garbe. Es existiere ein offene Untervarietit U C S und ein m >0, so
daB HXT,, £ *|r)=0ist firv=1,...,m—1 und ™ auf g"'(U) von
globalen Schnitten aus H(T, ™) erzeugt wird. Dann ist g (£® wrs)
pseudo-semipositiv.
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BewEls: Nach Bertini’s Theorem hat HT,, £™|r,) einen Schnitt,
dessen Nullstellenmenge regulir ist. Also hat #£™ einen globalen
Schnitt s: Or - %™, so daB der zugehorige Divisor entlang T, regulir
ist. Die Voraussetzungen und Aussagen der Proposition sind ver-
triaglich mit “Desingularisieren und Aufblasen von T, und daher
diirfen wir annehmen, daB8 T regulir ist und s einen Divisor der Form
2 D; + 2, v - E; definiert, so daB die D; regulire Primdivisoren sind,
die surjektiv auf S abgebildet werden und sich paarweise nicht
schneiden, und die E; regulire Komponenten der Fasern von g und
alle auftretenden Schnitte transversal sind.

Wie in (A.8) definiert s auf o =T £ eine Struktur als Or-
Algebra. Es sei 7: T = Spec(f)>T und 7n':T'->T die Nor-
malisierung. T'— T ist étale auBerhalb der Nullstellenmenge von s,
und daher ist der Verzweigungsort A(T'/T) gut (A.9). Also hat T’ nur
rationale Singularititen und ist flach iiber T. Esseig'=g-n - n: T'—>
S. Es ist g, Or =g, =g2,0r =05 und die Einschrinkung von
A(T'IT) auf T, regulir. Also ist g' ein Faserraum. (5.3) und (A.3)(ii)
angewandt auf eine Desingularisierung von T’ ergeben, daB gl wr/s
pseudo-semipositiv ist. Nach (A.8) ist gLwr)s eine Untergarbe von
2x(wnsQ @y £)). Da T entlang der allgemeinen Faser bereits
normal ist (s hat entlang T, nur einfache Nullstellen), haben beide
Garben denselben Rang und die Behauptung folgt aus (5.7)(ii) und (i).

(5.9) FOLGERUNGEN AUS (5.8): Es sei von nun an g:T—> S ein
priaparierter semistabiler Faserraum von Flichen vom allgemeinem
Typ oder von Kurven vom Geschlecht 7 =2 iiber der Kurve S (in
Wirklichkeit bendtigen wir nur, daB die Potenzen der kanonischen
Garbe der allgemeinen Faser keine Basispunkte oder Fixkomponen-
ten haben und nicht trivial sind). Es sei o = wps und P € S ein fest
gewihlter Punkt. Fiir [, r >0 formulieren wir die folgende Aussage:
A(l r): Es existiert eine offene Menge U C S und ein m >0, so daB3
0" " ®0,8*0s(l-m - P) auf g '(U) von globalen Schnitten aus
HYT, 0" ™ ®0,8*O0s(l - m - P)) erzeugt wird.

BEHAUPTUNG 2: Ist A(l, r) richtig, so ist g™ ®o,Os((I +1) - P)
ampel.

BeweIs: Dies folgt, da w7, ™ von globalen Schnitten erzeugt wird.

BEHAUPTUNG 2: Ist A(l, r) richtig, so ist g«0""' ®o;0s((l +1) - P)
ampel.
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BeEweils: Wegen A(l,r) und da der kanonische Divisor der all-
gemeinen Faser nicht trivial ist, sind die Voraussetzungen aus (5.8)
erfiillt und daher g.(w™") o4 Os(l - P) pseudo-semipositiv. Nun sei
1:S8'— S eine endliche Uberlagerung und g': T'— S’ der “Pullback-
Faserraum” und %':T'->T die Projektion. g' und %=
1"™*(0"Q0,8*0s(l - P)) erfiillen ebenfalls die Voraussetzungen und
auch g.(£' Q@ wrs) = n*(@x(0™") ®o, Os(l - P)) ist pseudo-semiposi-
tiv. Die Behauptung folgt aus (5.7)(iii).

BEHAUPTUNG 3: Aus A(l, r) folgt A(l +k, r+ k) fiir alle kK EN.
BeEweEils: Wegen Behauptung 2 ist fiir m >0 die Garbe
F = S™(g40"" @0, Os((l + 1) - P))= S™(g4"*") Qo Os((I + 1) - m - P)

von globalen Schnitten erzeugt. Die kanonische Abbildung % —
24+0" " ™ Ro,Os(m - (I+1) - P) ist fir m>0 surjektiv auf einer
offenen Menge U in S. Also gilt A(/ + 1, r+ 1) und so weiter.

BEHAUPTUNG 4: Es sei r = 5. Dann gilt A(r+1,r).

Bewels: Es sei A(l, r) richtig. Wihle ein u =1I. Dann ist """ #™
Qo g*Os((I+r- ) - m - P)= %, eine Untergarbe von o’ """ * @,
2*¥0s((r+1)-(m+m - w) - P)=%,. Wegen Behauptung 3 wird %, auf
einer offenen Menge von globalen Schnitten erzeugt.

FOoLGERUNG 5.10: g: T —> S sei wie in (5.9). Dann ist fiir r=35
grad(A,;) = grad(g 4o 7s) = 0.

BEwEIs: Wegen Behauptung 2 und 4 ist fir r=5 g™ Qo
Os((r+2)- P) ampel und daher grad(A,.)>—(r+2)-rang(gso™").
Nun sei n:S5'— S wieder eine endliche Uberlagerung und g': T'— S’
das Faserprodukt. Da auch g’ wieder die Voraussetzung aus (5.9)
erfiillt, ist auch

grad(n) - grad(A,.) = grad(giw¥/s) > —(r +2) - rang(g4w™".

Wihlen wir grad(n) geniigend groB, so folgt, daB grad(A,.;) =0 sein
muf.

BEMERKUNG: Ein dhnliches Argument zeigt: g,w7hs ist fiir r =6
pseudo-semipositiv und g.ws ®o, Os(P) ist ampel.
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§6. Folgerungen aus dem Satz von Riemann-Roch

(6.1) RIEMANN—ROCH’SCHER SATZ FUR LOKAL FREIE GARBEN AUF
KuURVEN: Es sei S eine Kurve und € eine lokal freie Garbe auf S:

dim(HY(S, €)) — dim(H (S, %))
= grad(%) —rang(%) - (Geschlecht(S)—1).

FOLGERUNG 6.2: Es sei g:T —S ein prdparierter semistabiler
Faserraum von Kurven vom Geschlecht w =2 oder von Flichen vom
allgemeinen Typ iiber einer Kurve S. Dann gilt C5, bzw. C3,.

BEwEIs: Ist Var(g) =0, so ist nach Definition (3.6) nicht zu zeigen.
Wegen (5.10) ist fiir r =5 grad(A,.;) =0. Nach (4.5) ist dann fiir r>0
sogar grad(A,)>0. Indem wir (4.5) nocheinmal anwenden, erhalten
wir fiir ein ¢ >0, daB grad(A,.,)=n - r(r-n)-c ist, fir alle n=1.
Nach (6.1) ist fiir eine Konstante a

dim(HYT, 0%) = dim(HY(S, g+x058)=n-r(r-n)-c+r(r-n)-a.

Letzteres ist ein Polynom in n vom Grad («(T,)+ 1) mit positivem
hochsten Koeffizienten.

(6.3): Wir konnen natiirlich den Riemann-Roch’schen Satz in der
verallgemeinerten Form von Grothendieck auch auf den Morphismus
g:T— S selbst anwenden. Fiir die Formulierung des Satzes und
Literaturangaben verweisen wir auf [5]. Die Einzelheiten (und Idee)
der Anwendung findet man in [15; 5.10]. Es sei g: T~ S ein semi-
stabiler Faserraum. Es sei g(%)=2; (—1)[R'g+%] in der Grothen-
dieck-Gruppe von S. Dann ist (modulo Torsion) fiir eine invertierbare
Garbe %

Chern(g,:%) = g4[(1 + c(F) +3- cl(FP+§- c(F)* +- )
X(1=3- ci(2ys)+15 - (cl(Qhs)*+ c(2%5)
R (DE Q)+ ).

Dabei stehen die . . . fiir Chernklassen vom Grad groBer als 4.
FOLGERUNG 6.4 (Mumford): Es sei g:T—S ein prdparierter

semistabiler Faserraum von Kurven vom Geschlecht 7 =2. Dann ist
(bis auf Torsion) A, =A@ 8)" " DU )., fiir eine Idealgarbe &.
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Der Beweis vom Mumford zeigt diese Gleichung auf dem Hilbert-
Schema und - da diese Garben schon auf dem Modulschema M, der
stabilen Kurven definiert sind - auf M,.

BEweEisski1zze: Die explizite Beschreibung der Singularititen gibt:
ci(2%5) = c(wys) und cA2%s) =[Sing(T/S)]=[4]. Da fiir Faser-
rdume stabiler Kurven gw%hs= gxo%s ist, erhidlt man (bis auf Tor-
sion):

Ay = g*[% : Cl(wr/s)2 . nz_% . Cl(wr/s)2 *h +T‘§ : (Cl(wr/s)2+ [AD]

=i-n-(n—1) geconys)*+A, (setze n=1) und

gx(c(ons)’ +[AD=12- A,

FOLGERUNG 6.5: Es sei g:T—S ein priparierter semistabiler
Faserraum von Kurven vom Geschlecht w =2. Dann ist k(S, A=
Var(g).

BewEIs; Nach (6.4) ist M =AM, QA;™ ™™ ™= )R 6 fiir

a=06-n-m-(n-m—1)+1):r(n)
—6:-n-(n—D+1)-m-r(n-m)

und

b=%-(n-m-(n-m-1)-r(n)

~3-(n(n=1)-m-r(n-m).

Beachtet man, daB r(n)=QRn—1)-(7—1) ist, so folgt, daB der
Koeffizient von m?- n® in a und b verschwindet, der Koeffizient von
m?-n? gleich 6-(m—1) bzw. - (7 —1) ist. Also ist fir n,m>0
sowohl a als auch b positiv und # eine Untergarbe von A{. Nach
(4.4) folgt die Behauptung.

FOLGERUNG 6.6: Ist zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus (6.5) S
eine Kurve, so gilt C3,.

BEwEIs: Die explizite Berechnung von a und b in (6.5) gibt:
a=12-b—-6-(m-r(n-m)—r(n)). Fir n,m>0 erhdlt man, daB
A¢® 8® eine Untergarbe von (A>® 8)® ist. Also ist grad(A>® 8) =
Var(g) und grad(A,) = ¢ - Var(g) - n? fiir ¢ >0 und n> 0. Wie in (6.2)
folgt die Behauptung aus (6.1).
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BEMERKUNG 6.7: Eine entsprechende ‘“Auswertung” des Satzes
von Riemann-Roch fiir einen semistabilen Faserraum von Flichen
liefert (dim(S) = 1):

grad(gwhs) =4 cl(wns) - n*—i- c(wns)® - n+- - -.

Vergleicht man eine solche Formel mit (4.5) so erhilt man:
Angenommen as eXistiert ein Modell fiir T und ein Polynom P(n)
vom  Grad(dim(T;)-2), so daB fir n>0 gt O0=<
(grad(g «w's) — grad(gw’hs)) < P(n), so ist ¢\(wgs)* =0.

§7. WeierstraB-Schnitte

Satz 7.1 (Arakelov; siehe [22; 2.10]): Es sei g: T — S ein semi-
stabiler Faserraum von Kurven vom Geschlecht = = 1. Dann existiert
eine Injektion

g*/\l - w11r_l-s(1r+l)~(l/2)_

FOLGERUNG 7.2: Es sei g: T — S wie in 7.1, und w =2. Dann gilt

"
nn—1-

BewEls: Wegen (7.1) ist «(T/S)=«k(S,A;) und nach 6.5 ist
k(S, A1) = Var(g). Ist Var(g) =0, so ist nichts zu zeigen.

§8. Faserriume elliptischer Flichen

In diesem § beweisen wir den folgenden Satz unter Ausnutzung von
C5.,1, Cs, fiir elliptische Kurven und (5.6).

SATZz 8.1: Es sei g: T — S ein priparierter semistabiler Faserraum,
dim(S) = 1. Die allgemeine Faser T; sei eine elliptische Fldiche. Dann
gilt C3,.

Beweis: Nach der Definition von ‘“‘pripariert” in (3.6) existieren
Morphismen
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und Y und T haben rationale Gorenstein Singularititen. C3,, (A.3)(i)
und (A.1)(iii) geben uns fiir y >0 eine Inklusion k*w¥s—> w¥s.

Da k(T,) und Var(g) bestenfalls eins seien kénnen, geniigt es wegen
(1.2) den Fall zu betrachten, daB «(Y/S) =<0 ist. Wegen C%, und (3.6)
ist dies nur moglich, falls ein birationaler Morphismus 7: Y > E X S
existiert, wobei entweder E eine elliptische Kurve ist oder E =P'. Es
sei X > Y eine Desingularisierung, ebenfalls semistabil iiber S, und
X' die Normalisierung von X in C(Y’). Es ist A(X'/X)=
§((S)US(S)U -+ - U §,(S) U D wobei auch die §; und D die in (3.6),
(2') geforderten Eigenschaften haben. Nach Wahl von Y’ existiert ein
Morphismus X' — M*% wobei M% das feine Modulschema der ellip-
tischen Kurven mit level-u-Struktur ist. Ist Z die Steinfaktorisierung
und & die Galoisgruppe von X' iiber X, so operiert & auch auf Z (die
Abbildung X’ — M, ist invariant unter &). Es sei ¢ > Z das Pullback
der universellen elliptischen Kurve. Es operiert & birational auf ¢
iber Z.

BEHAUPTUNG 8.2: Es existiert ein Modell C - Z von C, so daB &
biregulir operiert und transitiv auf der Menge der irreduziblen Kom-
ponenten konjugierter Fasern.

BeweEls: & operiert natiirlich bireguldr auf dem minimalen Modell
von C. Die singuliren Fasern dieses Modelles sind Sequenzen regulirer
rationaler Kurven mit Selbstschnittzahl —2. Hat & verschiedene
Bahnen in der Menge der irreduziblen Komponenten konjugierter
Fasern, so blasen wir einfach alle Komponenten, bis auf die einer Bahn,
zusammen.

Wir setzen I'= X'%X,C und T =TI/®. Es ist T birational zu T.
Zusammenfassend haben wir:

X' X

BEHAUPTUNG 8.3:
() k ist flach und T hat nur rationale Singularitiaten. Die Fasern
von k sind irreduzibel.
(ii) Es sei D, = §(S) fir i =1,...,v. Dann ist X' reguldr entlang
"AI_I(D.')-
(iii) k4w ist eine invertierbare Garbe.
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BeEwels: X' hat nur rationale Singularitdten und k’ ist semistabil,
Also hat I rationale Singularititen. Die Argumente aus [23] iiber-
tragen sich wortlich auf I'/® und daher hat auch T rationale Sin-
gularititen. Da k dquidimensional ist, ist k flach. Die Irreduzibilitit
der Fasern folgt aus (8.2).

Da der Verzweigungsort von X' iiber X entlang D; regular ist, ist
(ii) richtig. Es sind n und 7n' affin und 7» ist flach. Also ist
n+R'k,Or = R'k4n4Or. Da alle Fasern von k' reduzierte und zu-
sammenhingende Kurven sind ist R'k} O lokal frei [15; §5] und somit
auch RIE*'T]I*O[‘. Da wir in Charakteristik 0 arbeiten, ist O; ein
direkter Summand von 7% Or und auch R'E*Of ist lokal frei. Nach
(A.1)() ist Kxwix = Hamx(R'ksxOr, Ox). Also ist (iii) richtig.

Es seifiri =1,..., v F, = (k7(D;)),q. Wie iiblich bezeichne “s” die
Einschrankungen auf den allgemeinen Punkt von S.

BEHAUPTUNG 8.4: Esseiv,ENfiri=1,..., v

(i) Es ist v, - F; ein Cartier-Divisor genau dann, wenn »; - F ein
Cartier-Divisor ist.

@) Ist (1) erfiillt fir die gewdhlten v, so gilt: Es ist
E*E*wi‘/x® O+’ v;- F}) eine Untergarbe von wgx genau
dann, wenn Iéflés*wfx/xs(g) O (2}, v; - F;) eine Untergarbe von
w7,x, ist.

BEwEls: Da wyx mit Basiswechsel vertréglich ist, und da die erste
der beiden in (ii) aufgefithrten Garben jeweils invertierbar ist, gilt (ii)
auf ng. Wegen (A.3)(i) setzt sich eine Inklusion einer invertierbaren
Garbe in die dualisierende Garbe jedoch auf ganz T fort.

Nehmen wir an, v; - F;; sei ein Cartier-Divisor. Dann ist v; - F; iiber
einer offenen Menge von S ein Cartier-Divisor oder v; - F; + H ist ein
Cartier-Divisor, wobei H ein Weil-Divisor ist, der in Fasern von
T — S liegt. Da in einer geniigend kleinen Umgebung von D; der
Morphismus X' — X nur D; als Verzweigungsort hat, sind alle Fasern
von k auBerhalb D; reduziert und H muB sebst iiber dieser Umgebung
ein Cartier-Divisor sein.

BEHAUPTUNG 8.5: Es seien fiir i =1,..., » #; maximal, so daB die
Bedingungen aus (8.4)(i) und (ii) erfiillt sind. Es sei w; die Vielfachheit
von F, d.h.: k*D; = u; - F. Es sei n so, daB n/u; eine natiirliche Zahl
istfuri=1,..., ». Dann ist

K(T) = (X, (uwry ® 0y, (3] L. - Dy)).
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Beweis: T, - X, = Y, ist ein minimales regulidres Modell von T, -
X;,. Ist p:T;— T, ein regulires Modell, so daB ein Morphismus
p:T,~ T, existiert, so ist x(T,) = k(T,) = x(T,, p*wr,) (siche (A.3)).

Nun ist (z.B.: benutze man die explizite Beschreibung der
degenerierten Fasern einer Familie von elliptischen Kurven) wrp =
Oy fiir jede Komponente B einer Faser von T, — X, und dasselbe gilt
fir die Einschrinkung von p*wr, auf die Komponenten der Fasern
von T,— X, Da T, rationale Singularititen hat, existiert in einer
geniigend kleinen Umgebung eines Divisors B’, der durch p zu einem
Punkt zusammengeblasen wird, eine Schnitt von p*wr, der auf B’
keine Nullstellen hat. Damit ist j.p*wr, eine invertierbare Garbe. Da

v

Exktr, @ O, (3, 51 Fu) C pap*or, C pyowr, = o1,

ist, und die »; maximal gewihlt sind, ist die erste Inklusion ein
Isomorphismus. Da aber p*py«p*wr, = p*wr, ist, folgt (8.5).

Wegen (5.6) und (A.11) ist fiir ein n>0 welches zusitzlich die
Voraussetzung aus (8.5) erfiillt (E*wf,x)" = Ox(Dy+ E,) fiir positive
Divisoren D, und E,;, wobei E, in endlich vielen Fasern liegt und D,
keine Komponenten der Fasern von X — S enthilt.

Es sei D,=Dy+2!. ¥ -nlu;- D; und D! der Divisor in E X S,
dessen eigentliches Urbild D, ist.

Setze Cy={e}x S fiir e €E, falls E=P!' ist und C,=0 falls E
elliptisch ist. Dann ist wgxgs= Ogxs(—=2 -+ C). Einen Divisor K der
Garbe wys erhalten wir, indem wir zu dem eigentlichen Urbild von
—2 - C, die exzeptionellen Komponenten mit echt positiver Vielfach-
heit addieren. Also ist fiir geeignette a,b >0 a - 7*(D,—2-n-Cp =
b - (D, + K). Zusammenfassend erhalten wir aus (8.4) und (8.5), daBl
k(T,) = k(E X {s}, Opx(Dn—2-n - Colgxs)) und «(T/S)=«k(E XS,
Ogxs(Dh—2 - n - Cy)) ist.

Aus dieser Beschreibung erhilt man (mit dem Rieman Roch’schen
Satz und der Schnittheorie auf E X S) sofort, daBB x(T/S) = «(T,) ist,
und daB die Gleichheit nur dann moéglich ist, wenn D/, aus paarweise
disjunkten Schnitten besteht. Letzteres bedeutet, da} wir X = E X S
und X' = E'x S wihlen konnen fiir eine Galoissche Uberlagerung
E'—> E. AuBerdem faktorisiert die Abbildung X' — M* iiber die Pro-
jektion auf E'. Ist C > E’ die induzierte elliptische Kurve, so ist nach
Konstruktion 7 = (C/®) xg (E X S)=(C/®) x S (Bezeichnungen wie
in (8.2)).
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§9. Leitfaden fiir den Beweis von C/,,_; und C3;

(9.1) Es sei g: T — S ein priparierter semistabiler Faserraum, m =

dim(S) und n = dim(T)

n m Struktur von T, Beweis der Beweis benutzt:
von C),, (Bemerkungen:)
2 1 elliptische 55 5.4 oder 5.1
Kurve oder 9.3 (unabhingig von der Charakter-
istik des Grundkoérpers)
n n-1 elliptische 5.6 5.1 fiir elliptische Kurven
Kurve oder [22] S.1und 7.1
2 1 Kurve vom Ge- 6.2 4.5,5.10 und 6.1
schlecht =2 oder 6.6 4.5, 6.4 und 6.1
(unabhingig von der Charakter-
istik des Grundkorpers)
n n—1 Kurve vom Ge- 7.2 4.4,6.4 und 7.1
schlecht =2 oder [22] 5.1und 7.1
3 1 Flache von 6.2 4.5, 5.10 und 6.1
allgemeinem Typ
3 1 Abelsche Varietiit 55 5.4 (Fujita) (fiir abelsche
oder K-3 Fliche Varietiten gilt C, » nach [21])
3 1 elliptische Fliche 8.1 C%, und Cj, fir elliptische
‘Flache Kurven

(9.2): Eine weitere Methode fiir den Beweis von

%1 besteht in den

expliziten Berechnungen, die wir in [22; §3] durchgefiihrt haben. Sie
benutzen (7.1) und den relativen Riemann Roch’schen Satz (oder -
was im wesentlichen dasselbe ist - den Riemann Roch’schen Satz fiir
Fliachen und Kurven und die Leray-Spektral-Sequenz).

(9.3): Ein anderer Beweis von Cj; fiir einen priparierten semi-
stabilen Faserraum g: T — S elliptischer Kurven, der auch in Charak-

teristik p # O richtig ist:

Wir diirfen annehmen, daB8 Var(g) =1 ist. Also hat g degenerierte
Fasern. Die kanonische Abbildung g*g,wps—> wps muB surjektiv
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sein. Wiare namlich E der Triager des Kokerns, so miisste E aus
Komponenten der degenerierten Fasern bestehen, kénnte aber keine
vollstindigen Fasern enthalten. Da die degenerierten Fasern aber nur
regulire rationale Komponenten mit Selbstschnittzahl —2 haben, ist
dies unmoéglich.

Also ist g*A" = w's und ¢ (wps)* = 0. Daraus folgt: g,w’%s= A" und
R'giwhs=ATQR'g,Or = A7\

Wenden wir wie in (6.3) und (6.4) den relativen Riemann
Roch’schen Satz an, so erhalten wir:

grad(gw's) = grad(A)) = g4(5 - [A]) >0

und grad(A,) =n - ¢ fir ¢ >0.

Anhang: Dualisierende Garben und Verzweigungstheorie

In der ersten Hilfte des Anhangs fassen wir einfach die
Definitionen und Sitze der Dualititstheorie zusammen, die wir im
Verlauf der Arbeit benétigt haben. Wir verweisen fiir die allgemeine
Dualitédtstheorie auf die (kurze und gut lesbare) Darstellung von
Kleiman [10]. Die entsprechenden Aussagen findet man (mit einigen
fir uns unwesentlichen Abinderungen) auch in [6]. In der zweiten
Hilfte wenden wir diese Erbegnisse auf einige konkretere Situationen
an.

(A.1) DEFINITIONEN UND EXISTENZAUSSAGEN: Es sei f: X —> Y ein
flacher, lokal projektiver Morphismus von (nicht notwendigerweise
vollstindigen oder normalen) Varietiten. Die Fasern von f seien
Cohen-Macauley Varietidten (Dies folgt, wenn X und Y Cohen-
Macauley sind).

(i) Es sei r =dim(X) —dim(Y). Dann existiert eine Garbe wy;y, die
dualisierende Garbe, mit der folgenden Eigenschaft: Es sei & eine
quasikohirente Garbe auf X und ¥ eine quasikohirente Garbe auf Y.
Dann ist

fx Homx(F, oxy Qoy f*G) = Homy(R'f+F, §).
(ii) wyy ist quasikohirent und flach iiber Y. Durch (i) ist wyy

eindeutig festgelegt, bis auf Isomorphie.
((i) und (ii) sind Spezialfélle von (2), (4), (6), (9) und (21) aus [10])
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(iii) Es sei h:Z— X ein weiterer flacher, lokal projektiver Mor-
phismus, dessen Fasern Cohen-Macauley sind. Dann ist wyy =
wZ/x®ozh*wx/Y~ ((26)(vii) in [10]).

(iv) wyy ist vertriglich mit Basiswechsel ((9) in [10]).

(v) Es sei h:Z— X ein (nicht notwendigerweise flacher) endlicher
Morphismus von Varietiten, so daB g=f-h flach mit Cohen-
Macauley Varietiten als Fasern ist. Dann ist wzy dasselbe, wie der
von dem hyOz;-Modul Hoemx(hyO; wxy) induzierte O, - Modul
(Siehe (15) in [10] und auch [5; III, Ex. 7.2)).

(vi) Ist h:Z—> X ein beliebiger endlicher Morphismus von (nicht
notwendigerweise normalen) Varietiten und ¢ ein quasikohirenter
Oy - Modul, so bezeichnen wir den von #emx(h4Oz %) induzierten
O, —Modul mit h'%. Dann gilt: hy Homz(F, h'G) = Hemx(hsF, §)
fiir jeden kohirenten Ox — Modul % (siehe [5; III, Ex. 6.10]).

(vil) Sind e:T—>Z und h:Z- X wie in (vi) und ¢ ein quasiko-
hirenter Oy — Modul, so ist e'h'9 = (h - €)'4.

(viii) Ist Y = Spec(C), so schreiben wir wx = wxyy. Ist U C X eine
offene Untervarietit, so bezeichnen wir wy ) = wxy|v- Ist X, der Ort
der Punkte in X, in denen f glatt ist, und Y, = f(X,), so ist wx,y, =
A ’.()&g,yg. Ist f ein Gorenstein Morphismus (zum Beispiel ein lokal
vollstindiger Durchschnitt), so ist wyy invertierbar (Siehe (22) und
(23) in [10] und S.: 298 und 388 in [6]).

(ix) Es sei h:Z—> X ein endlicher Morphismus von Varietiten
und U =Z,,Nh'(X,g). Dann ist h'Ox|y = Oy(Z(ep — 1)D). Dabei
erstreckt sich die Summe iiber alle Primdivisoren von U und e ist
die Verzweigungsordnung von D iiber X. (Dies ist eine Moglichkeit,
die Verzweigungsordnung zu definieren. Die Ubereinstimmung mit
anderen Definitionen erhilt man durch die Beschreibung der dual-
isierenden Garbe durch die relativen Differentiale).

(A.2) Wiederholen wir den Begriff der rationalen Singularitit: Es
sei X eine Varietit und d: X' —» X eine Desingularisierung. X hat nur
rationale Singularititen, wenn d,Ox = Ox und R'd,.Ox =0 ist. Es
folgt, daB X Cohen-Macauley ist (siche [9]).

FoLGERUNG A.3: Es sei X eine Cohen-Macauley Varietdt und
i:Z — X eine reguliire offene Einbettung, so daB codim(X — Z) =2 ist
(z.B.: Z = X.p). Es sei d:X'—> X ein birationaler Morphismus. Dann
gilt:

() wx =izwz Ist X sogar Gorensteinsch, so ist 0% =i w%. Ins-
besondere sind wy (bzw. %) torsionsfreie Garben.

(ii) Haben X und X' rationale Singularitiiten, so ist d,wx = wx.
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(iii) Ist E ein positiver Cartier-Divisor in X', so daB3 codim(d(E)) =
2 ist und haben X und X' nur rationale Singularitdten, so ist
d(wx Qo,. Ox(E)) = wx. Ist auBerdem X Gorensteinsch, so ist
dy(0% Qo,, Ox(E)) = wk.

BEweEls: (i) X ist eine endliche Uberlagerung einer reguliren
Varietit, sagen wir h: X - Y. Wir kénnen annehmen, daB Z = h™'(U)
ist fiir i': US Y. Dann ist i w; die Garbe, die induziert wird durch

iy Homy(hxOg wy) =iy Hemy(i"™hyOx, wy) = Homy(hsOx, i"*wy)

= Homy(hyOx, wy).
Ist wy invertierbar, so ist
ix07 =iy i*w% =i,0;Q 0% = wk.

(ii) Es sei d":X"— X' eine Desingularisierung. Nach [9; S. 50] ist
d,diox = dywx = wy.

(iii) Wir diirfen annehmen, daB eine Injektion g : Z - X' existiert. Es
sei n =1 oder-falls X Gorensteinsch ist—n EN. Wegen (ii) ist
d*w'% C w% und daher

0% C dy(0kx Qo, Ox(E)) C dg+8* (0% Qo,. Ox(E)).

Die letzte Garbe ist jedoch i g*¥w% = isw% = wk.

DEFINITION UND LEMMA A.4: Es sei g: X —> S ein flacher Faser-
raum. g hat nur relativ rationale Singularititen, wenn fiir jeden
birationalen Morphismus h:S'— S, falls S’ nur rationale Singulari-
titen hat, auch X X4 S’ nur rationale Singularititen hat. Dabei geniigt
es, dies fiir ein S’ nachzupriifen, welches regulér ist.

Bewels: Folgt direkt aus ‘“‘flachem Basiswechel”.

FOLGERUNG A.5: Es seien g: X — S und g': X'> S flache Goren-
teinsche Faserrdume mit nur relativ rationalen Singularititen. Es sei
d:X'—> X ein birationaler Morphismus iiber S und E ein positiver
Cartier-Divisor mit codim(E) <2. Dann ist

dy(0%s ®ox, Ox(E)) = dy(w)ks) = 0)s.



371 Klassifikationstheorie 397

Bewels: Falls S reguldr ist, folgt dies direkt aus (A.3). Der all-
gemeine Fall folgt wieder durch Basiswechsel.

BEMERKUNG A.6: (A.3) und (A.5) geben uns, daB die in (0.6)
definierte Kodaira Dimension bzw. relative Kodaira Dimension in-
variant unter birationalen Transformationen ist, wenn wir nur
rationale Gorenstein Singularititen zulassen.

Betrachten wir einen birationalen Morphismus d: X' — X zwischen
Varietiten mit rationalen Singularititen. Wir wissen, daB eine
kanonische Injektion d*wy — wy existiert. Der Triger des Kokerns
kann trivial sein, z.B.: wenn X' eine minimale Desingularisierung
einer Fliche mit Gorenstein Singularititen ist. Im allgemeinen gilt
jedoch iiber d™'(X.):

LEMMA A.7: Es sei E ein exzeptioneller Divisor von X' (Weil-
Divisor), so daB d(E) N X,., # @ ist. Dann gilt:

(i) E liegt im Triger des Kokerns von d*wx — wx-.

(ii) Die allgemeine Faser von d|g:E—d(E) ist ein projektiver
Raum.

BeEwEIs: Nach den in [19; S. 22] zusammengestellten Sitzen sei
h:Y - X eine Desingularisierung, so daB h™' auf X, definiert ist. Es
existiert eine Sequenz von monoidalen Transformationen mit nicht
singuliren Zentren m:Y’'—> Y, sodaB h'=m - d™' - h ein Morphismus
ist.

(i) und (ii) sind nach [5; II, Ex. 8.5] richtig fiir m. Da aber h™' auf
Xz €in Isomorphismus ist und h'~' zumindest auf einer offenen
Menge in E definiert ist, folgt die Behauptung (ii) auch fiir d.

Nun ist E in Triger des Kokerns von him*wy = hiwy = wy. Die
erste der beiden Garben ist aber auf d™'(X,,) gerade hih*d*wyx und
enthilt d*wy.

Als erstes Beispiel betrachten wir das “Wurzelziehen aus dem
Schnitt einer invertierbaren Garbe’:

BeIsPiIEL A.8: Es seien Y und S Cohen—-Macauley Varietiten
g:Y — S ein flacher Morphismus und £ eine invertierbare Garbe auf
Y. 5s: 0y > %™ sei ein festgewihlter Schnitt. Dann ist of = Py £
eine Oy — Algebra. Es sei n:X = Spec(f)—> Y der natiirliche Mor-
phismus und n': X’ —> X die Normalisierung. Wir nehmen an, da§ X'
Cohen-Macauley ist. Dann ist X' flach iiber S.
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BeHAUPTUNG: Es existiert eine Injektion von (n - 7')ywxys in
wys@ @' £) iiber Y, und der Kokern dieser Abbildung ist trivial
in allen Punkten aus Y iiber denen X normal ist.

BeEwels: Wir diirfen annehmen, dal Y reguldr (und nicht voll-
stiandig) ist. Nach (A.1)(vi) ist n'wys gerade der Ox-Modul, der von
dem o/-Modul wy;s @ Hemy(H, Oy) induziert wird. Also ist n'wys =
N*(E" ' Q wyss).

Nach (A.1)(v) und (vii) ist wy;s=7"n'wys Die Abbildung Oy —
1% Ox induziert eine Abbildung 0} n''9Y — ¥ fiir jede kohéirente Garbe ¥.
Fiir 9 = n'wy;s erhalten wir 0, wx/s— n'wy;s und dies ist ein Isomor-
phismus in allen Punkten, in denen 7’ ein Isomorphismus ist. Durch
Anwenden von 7, erhalten wir

(1 1)x0x159 N (Wys@ L™ ) = wys@L" ' Q A.

DErFINITION A.9: Es sei Y eine regulire Varietit und X eine
normale Varietit. Es sei n:X —>Y ein endlicher Morphismus.
Der Verzweigungsort sei A(X/Y)={y € Y; ein Punkt aus n7!(y) ist
verzweight iiber Y}. Wir bezeichnen A(X/Y) als gut, wenn A(X]Y)
regulire Komponenten hat, die sich transversal schneiden.

In [23] haben wir gezeigt, daB unter dieser Voraussetzung X nur
Quotientensingularititen hat (und damit rationale Singularititen) Wir
hatten dies nur fiir den Galoisschen Fall ausgefiihrt, aber die
Argumente lassen sich Wort fiir Wort auch auf nicht galoissche
Uberlagerungen anwenden.

BEeIspIEL A.10: Es sei

TS—v-2svy

S
S s, w

ein kommutatives Diagramm von Morphismen von Varietéten, so daf3
f und f' Fasserrdume und g ein flacher Gorensteinscher Faserraum
mit relativ rationalen Singularititen sind. Es seien V und W regulir
und n’ und n Galoissche Uberlagerungen mit Galoisgruppe & und V' die
Normalisierung von V =V xwS. Wir nehmen an, daB A(V'/V) und
A(S/W) gut sind. Also haben S und V' nur rationale Singularititen
und damit per Definition auch T. Wir schreiben 7' = 7, - 7,, wobei
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m:V'-> Vund 7,: V-V und p: V- S die natiirlichen Abbildungen
sind.

Nach (A.3)(ii) und (A.7)(i) haben wir eine Inklusion p,wr— wv,
deren Kokern einen Triger hat, der jeden beziiglich p exzeptionellen
Weildivisor E enthilt, fiir den p(E) den reguliren Ort von T
schneidet.

Dasselbe ist richtig, falls p(E) Punkte enthilt, in denen g glatt ist.
Um dieses einzusehen, iiberlegt man sich, daB diese Aussage mit
Basiswechsel (in S) vertriglich ist. Ersetzt man S durch eine Uber-
lagerung, fir die g(p(E)) im reguliren Ort liegt (das ist nach Ab-
hyankars Lemma mdglich), kann man wieder (A.7) anwenden.

Da 7 flach ist, ist wy;y = p*wgw. Nach (A.1)(v) und (vi) ist n!sz,,v =
wyyv und wie in (A.8) erhilt man eine natiirliche Inklusion vy =
p*wgw und n3mwyv v = f*wgw. Auf Vi, ist wy,y invertierbar. Es sei
auf Vi, F=nimsoviv ® ov)y. Dann haben wir die Inklusion
F - f*wgw @ w7}y und eine Surjektion F— Oy (7, ist affin).

Zusammen erhalten wir auf Vi.:

FR p*wns = fFrogw® oV v® p*ons
= p*or@ n*f*oy Q@ 0y @ n*wy > M (wvQ f*oW).

Man beachte, daB der Kokern des zusammengesetzten Morphismus
einen groBeren Triger hat, als der Kokern von p*wr - wy. Nun ist
n"*(wv® f*w) invertierbar und der Kern von % - Oy eine Tor-
sionsgarbe. Also existiert auf V/, (und damit auch auf V) die
Inklusion invertierbarer Garben p*wps—> 7' (wyvQ f*ow).

Es sei U = V], N f'7'(S,,). Fiir einen Weil-Divisor D auf V' (bzw.
C auf S) sei ey(D) (bzw. ew(C)) die Verzweigungsordnung iiber V
bzw. W.

Dann ist f*wgw® wv}v|y isomorph zu

0u (2 @(©)- 1O~ 3 (e/(D)- - D).
Damit folgt:
LeEmMMA A.11: In Beispiel (A.10) existiert eine Inklusion
p*ons = n* (v @ frow).
Der Triger des Kokerns enthiilt jeden Prim-Weil-Divisor E von V',
der eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) codim(p(E)) =2 und p(E) N T, # 0.
(b) f'(E) ist ein Weildivisor von S und ey (f'(E)) > ey(E).
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LEMMA A.12: Ist zusdtzlich g: T — S glatt, so enthdlt der Triger
des Kokerns jeden Prim-Weil-Divisor E mit codim(p(E)) = 2.
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