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GROUPE DE SELMER D’UNE COURBE ELLIPTIQUE
A MULTIPLICATION COMPLEXE

Bernadette Perrin-Riou

Soient K un corps quadratique imaginaire, F une extension finie de
K et E une courbe elliptique définie sur F, a multiplication complexe
par 'anneau des entiers 0 de K. Dans cet article, arithmétique des
courbes elliptiques est étudiée avec le point de vue suivant. La
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer relie les invariants arith-
métiques fondamentaux de la courbe elliptique E sur F (en particulier
le groupe de Mordell-Weil et le groupe de Tate-Shafarevitch) et le
comportement de la fonction L de Hasse~-Weil de E sur F au point
s = 1. Une des raisons principales de la difficulté de cette conjecture
est le manque de liens directs entre des deux aspects de la courbe
elliptique. Cependant, en combinant la théorie classique de la des-
cente de Mordell et de Weil avec certaines idées provenant de la
théorie d’Iwasawa sur les Z,-extensions de corps de nombres, on est
naturellement conduit a relier le groupe de Mordell-Weil et le groupe
de Tate-Shafarevitch au comportement de certaines fonctions p-
adiques holomorphes au voisinage de s =0. Dans le langage de la
théorie d’Iwasawa, ces fonctions p-adiques sont les séries carac-
téristiques de certains modules de descente attachés a la courbe
elliptique E sur F. Cette idée est due a Mazur ([12]) et a été étudiée
ultérieurement par plusieurs autres auteurs ([8],[10]). Le but de ce
texte est de poursuivre dans cette direction et en particulier de faire le
calcul du premier coefficient non nul du développement de ces fonc-
tions p-adiques en 0. La formule obtenue est assez analogue a celle
donnée par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour la fonc-
tion L de Hasse-Weil de E sur F. Cependant, nous n’avons que des
résultats trés incomplets sur le lien entre un certain indice dans notre
formule et la hauteur p-adique canonique sur la courbe. Nous ne
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388 Bernadette Perrin-Riou [2]

faisons ici aucun essai de conjecture précise entre les fonctions
p-adiques et les propriétés d’interpolation des fonctions L. complexes.
Cependant, la valeur de ce travail dépend de la solution de ce
probleme profond et difficile.

Nous allons maintenant donner un énoncé plus précis des résultats.
On suppose désormais que p est un nombre premier vérifiant les

HYPOTHESES:
() p#2,3;
(ii) E a bonne réduction en toute place de F au dessus de p;
(iii) p se décompose dans K en deux idéaux premiers distincts B et

B,

Soit K. 'unique extension galoisienne de K, non ramifiée au dehors
de p et dont le groupe de Galois est topologiquement isomorphe a
Z,xZ,. Appelons F. le composé de F et de K. et I' le groupe de
Galois de F. sur F. L’arithmétique de E sur F. a de bonnes propriétés
(par exemple, le groupe de Mordell-Weil E(F.) des points de E
rationnels sur F., modulo son groupe de torsion, est un groupe
abélien libre, cf théoréme 2.11). L’extension F. peut s’interpréter a
I’aide des points de p"-torsion (n = 1) de la courbe elliptique. En
effet, la théorie classique de la multiplication complexe permet de
montrer que F. est I'unique Z:-extension contenue dans F(E,.).
D’autre part, grace a I’hypothése (iii), deux Z,-extensions de F
contenues dans F. jouent un réle particulier fondamental: 'unique
Z,-extension de F contenue dans F. non ramifiée au dehors de ¥ que
I’on notera N. et I'unique Z,-extension de F contenue dans F. non
ramifiée au dehors de B* que 'on notera N#*. Elles ont des inter-
prétations analogues a ’aide des points de f3"-torsion et de L*"-
torsion (n = 1). On posera %. = F.(Eg), N. = N.(Eg).

Le groupe de Selmer S(F.) de E/F. relatif a la descente pour L~
peut étre vu comme un module sur l’algébr}\d’lwasawa a deux
variables A = Z,[[I']]. Son dual de Pontryagin S(F.) est un A-module
compact de type fini. On conjecture que c’est un A-module de
A-torsion, dont tout sous-A-module pseudo-nul est réduit 2 0. Nous
démontrons ici que cela est vrai si ’on suppose pour le corps F(Ey)
des points de -torsion une hypothese ¥s-adique de Leopoldt que 1’on
note Leop(F(Ey), ). Précisément, si L est une extension finie de K et v
une place de L, soit Uy, le groupe des unités locales du complété L, de L
en v, congrues a 1 modulo v. Si{ estune place de K et &, ¢ le groupe des
unités globales de L, congrues a2 1 modulo v pour toute place v de L au
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dessus de £, soit i - I'injection diagonale

%L,Q - 11 UL,v-
o

On notera Leop(L, £) ’hypothese suivante: le Z,-rang de la cléture
de i o(€.¢) pour la topologie $2-adique est égal au Z-rang de & .
Elle a été vérifiée par les méthodes de Baker dés que L est une
extension abélienne de K.

Il ne semble pas qu’il y ait d’analogue p-adique de la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer pour la série caractéristique a deux vari-
ables du dual de Pontryagin du groupe de Selmer de E sur F..
Cependant, on utilise le fait que I' est riche en quotients isomorphes a
Z, et on étudie l'arithmétique de E sur L. ou L. désigne une
Z,-extension arbitraire de F contenue dans F.. Nous calculons alors
la multiplicité du zéro de la série caractéristique du dual de Pon-
tryagin de S(L.) et la valeur p-adique du premier coefficient non nul
de son développement, sous certaines hypotheéses de finitude
(théoréme 3.2). Cependant comme cela a déja été dit, il manque
Iinterprétation de certains indices grice a une hauteur p-adique que
nous décrivons ensuite.

Dans le paragraphe 1, on étudie la théorie de Galois du groupe de
Selmer S(F.) et son lien avec un groupe de Galois. Dans le para-
graphe 2, on démontre que, sous I’hypothése Leop(F(Eg), ), son
dual de Pontryagin est un A-module de torsion et n’a pas de A-
module pseudo-nul non nul, et on en déduit des conséquences sur les
groupes de Selmer S(L.) et sur les groupes de Mordell-Weil E(L.).
Le paragraphe 3 est consacré a I’étude des séries caractéristiques et le
paragraphe 4 a la construction d’une forme quadratique p-adique
analogue a celle construite dans [1], mais qui semble plus adaptée a notre
situation.

Je tiens a remercier John Coates de I'aide qu’il m’a apportée au
cours de nombreuses conversations.

1. Groupe de Selmer et descente

1.1. Notations

Si L est un corps, on note G le groupe de Galois sur L d’une cloture
algébrique de L. Si B est un G.-module discret, H'(L, B) désigne le
groupe de cohomologie de G, sur B. De plus, si B est le groupe des
points de E a valeurs dans la cl6ture séparable de L, on notera ce



390 Bernadette Perrin-Riou [4]

groupe de cohomologie H'(L, E). Si L est une extension de Q et w
une place non archimédienne de L, on définit L, comme la réunion
des complétés en w des extensions finies de Q contenues dans L.

Si A est un 0-module et « un élement de @, on notera A, le noyau
de ’endomorphisme a dans A et A(a) la réunion des A, pour n = 1.
Pour chaque idéal entier b de 0, on définit E, comme la réunion des E,
pour o €h. D’autre part, on choisit un élément 7 de O ayant une
factorisation de la forme

(m) = B*(pour k = 1).

Soit 7* son conjugué. On notera A() = A(w), A(L*) = A(xw*). On
pose aussi Eg-= E(F)(RB), Eg~= E(F)(®*) ou F est une cloture
algébrique de F.

1.2. Descente

Soit L une extension de F qui n’est pas forcément finie et I(L)
I’ensemble des places non archimédiennes de L. Pour tout n =1, on a
la suite exacte de G.-modules

0—> E,» —> E(F)—> E(F)—> 0,
d’ou la suite exacte de cohomologie
0— E(L)/#"E(L)-»H'(L, E,n)>H\L, E),»—>0.

Le groupe de Tate-Shafarevitch III(L) de E sur L est défini par
I’exactitude de la suite

0-1I(L)->HYL,E)-» [] H'(L.,,E).

veIl(L)

On définit alors le groupe de Selmer S(L)™" relatif & E/L et & ="
comme l'image réciproque dans H'(L, E.») de WI(L),» par I'ap-
plication H(L, E.»)-> H'(L, E),~ On a donc la suite exacte

0)) 0- E(L)/w"E(L)~ S(L)™" - 1I(L),» - 0.

Ces suites exactes forment un systeme inductif pour n = 1. On définit
alors le groupe de Selmer relatif a E/L et a 3~ par

S(L) =lim S(L)"™.
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En prenant la limite inductive des suites exactes (1), on déduit la suite
exacte

) 0- E(L) ® Ky/Ogx— S(L) - II(L)(P) — 0.

1.3. Groupe de Selmer modifié

Pour des raisons techniques, il .est utile d’introduire un autre groupe
de Selmer. On définit le groupe de Tate-Shafarevitch modifié II'(L)
par ’exacitude de la suite

0-10(L)->H'(L,E)~> [[ H'(L., E),
vt B

ou le produit est pris sur les places non archimédiennes v de L qui ne
sont pas au dessus de 3. On peut alors définir de la méme maniére
que précédemment un sous-groupe S'(L) de H'(L, Eg-) vérifiant la
suite exacte

A3) 0— E(L) ® Kg/0g— S'(L)—>II'(L)(R) - 0.

Pour certaines extensions infinies de F, il n’y a pas de différence entre
S(L) et S'(L). Plus précisemment, on a:

LEMME 1.1: On a (i) S(F.) = S'(F.), II(F.)(B) = II'(F.)(B); (ii)
S(L.) = S'(L..), II(L)(R) = UI'(L..)(*B) si L. est différente de N *. (cf.
[5], lemme 3.1).

DEMONSTRATION: Il suffit de démontrer que, si L est une Z,-
extension de F contenue dans F. et différente de N.. ou si L est égale
a F., le groupe H'(L,, E)(R) est nul pour toute place v de L au
dessus de R. Soit L, le sous-corps de L fixé par G(L/F)"" et soit L,,
le complété de L, pour la restriction de v a L,. Comme, par définition,
L, est égal 3 U,., L,,, on voit facilement que

HYL,,E)=1im H'(L,,, E).
ol la limite inductive est prise relativement aux applications restric-
tion. Par la dualité locale de Tate, le dual de Pontryagin de

H](Ln,vs E)(S’B) est éga] a

E(L,,) =lim E(L,,)/w*"E(Ly.),
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et le dual de I’application restriction est I'application norme. Il suffit
donc de montrer que

@ lim E(Ln,)

est nul, ol la limite projective est prise relativement aux applications
norme. Notons E, le réduction de E modulo v et E,, le noyau de
Papplication réduction. Comme v est une place au dessus de P, =*
induit un automorphisme de E,,(L,,). D’ott I'isomorphisme E(L,,) =
E,(k..,)(p) ou k,, désigne le corps résiduel de L,,. Vérifions que ce
dernier groupe est isomorphe au groupe Egs(L,,) des points de
B**-torsion de E(L,,). En effet, comme v est une place au dessus de
B, I'application de réduction induit une injection de Eg«+(L,,) dans
I‘E,,(k,.,.,)(p). Or, le grossencharakter ¥g, de E sur L, vérifie

Y, (v)p = (v, Lo(Egsm)/Ly)p

ou (v, L,(Eg«=)/L,) est le symbole d’Artin de v, pour tout point de
R*m-division p et toute place v premiere a L*. Comme Egm est
isomorphe en tant que 0-module a O/F*", on en déduit que Egm
appartient a L,, si et seulement si g, (v) est congru a 1 modulo B*™,
ce qui est encore équivalent a \PE,L"(v) =1 mod L™ Donc, le cardinal
de Egs(L,,) est exactement II—@E,LH(U)|§'. Il en est de méme du
cardinal de E,(k,,)(p) grace a la relation

#E,(kno) = Gno + 1— i, (v) — Peir, (v)
=(1— Py, (0))(1 — T, (v))

ol q,, désigne le cardinal de k,,. On a donc les isomorphismes

&) E(Ly,) = E,(kns)(p) = Eg=~(La.,)

pour une place v au dessus de 3. Supposons maintenant que L(Eg:)
ne contienne pas Ey+, ce qui est vérifié dans le cas (ii). Alors E(L,,)
est un groupe fini sur lequel le groupe de Galois de L, sur L,, agit
trivialement pour n assez grand. Donc la limite projective (4) est
nulle. Dans le cas ou L est égale a F., E(L,-,,) est d’indice au plus p
dans E(L,,) et la norme de ’extension L,/L,_, agit par multiplication
par p2sur E(L,,) pour n assez grand. On en déduit facilement que (4)
est encore nulle. Ce qui démontre le lemme.

Il reste le cas ol L. est égal a N¥%. Les groupes de cohomologie
H'(N*,, E)®) ne sont alors pas toujours nuls. Nous allons les
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calculer; cependant, je ne sais calculer le quotient HI'(N¥)(%)/
HI(N %)(B) que sous des hypothéses supplémentaires de finitude sur
certains groupes de Tate-Shafarevitch.

Introduisons quelques nouvelles notations. Si G est le groupe de
Galois sur F d’une extension abélienne L de F et si v est une place
de F, soit G, le sous-groupe de décomposition de G relatif & un
prolongement choisi de v 4 L, que 'on note encore v. Soit M un
Z,[[G,]]-module. On pose

IndS(M)=M Z,[[G]]
Z,((G, ]!

muni de sa structure naturelle de Z,[[G]]-module. D’autre part, on
note To(F) (resp. Tgo(F,)) le module de Tate associé a Ec«(F.)
(resp. Eq«(F.,)) et T le module de Tate associé a Eq= (pour Q =P
ou *, les applications de transition étant les multiplications par ="
ou 7*"). Par exemple, Ty«(F,) est aussi égal a li‘r_n Eg=(N},) ou la
limite projective peut étre prise relativement aux applications norme
et ot N¥ est le sous-corps de N* fixé par G(N*¥/F)". C’est un
Z,[[G(N%/F)]]-module. Il est en particulier nul si F, ne contient pas
de point de P*-torsion.

LEMME 1.2: (i) Il existe un G(N¥*/F)-module U, dont le dual de
Pontryagin est isomorphe a [, indS™¥P Ty.«(F,) oit le produit est
pris sur les places de F au dessus de B et qui vérifie la suite exacte de
G(N */F)-modules

6) 0->S(N¥)->S'(N¥)-U.,;

(i) Si I’on suppose de plus que (N *¥)(B*) est fini pour tout n =1
et que E(N*) modulo torsion est de type fini, le dual de Pontryagin du
conoyau de S'(N%)— U.. est isomorphe a Ty«(F).

REMARQUE: L’hypothése que E(N¥) modulo torsion est de type
fini est vérifiée dés que I’hypothése Leop(F(Eg-), B*) est vérifiée ([5],
theorem 3.8).

DEMONSTRATION: Prenons pour U.. le G(N ¥*/F)-module

!/1 H'(N%,, EX%)

ou le produit est pris sur les places v de N ¥ divisant 3. Il vérifie la
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suite exacte (6) et le dual de Pontryagin U. de U. est isomorphe a
[T Ind$™¥F M, ou le produit est ici pris sur les places v de F
divisant R et od M est le dual de Pontryagin de H'(N¥,, E)(®B) (on a
alors choisi un prolongement de v a NZ¥). Le calcul fait dans la
démonstration du lemme 1.1 montre que M, est égal a la limite
projective relativement aux applications norme de E,(k..)(p), donc de
Eg=(N¥,). Donc, M, est égal a Ty«(F,), ce qui donne le résultat (i).
Grice a un théoreme de Cassels ([3]), si II(N *)(B*) est fini, on peut
identifier le dual du conoyau de ’lhomomorphisme

HI'(N ()~ ll H'(N %, EX%)

avec limage de E(N7)Q Oy:=lim E(N%)/7n*"E(N¥) dans
| E, (k.,)(p) (pour les détails, voir [5], theorem 3.12). Comme on a
supposé que E(N*) modulo torsion est un groupe abélien de type fini,
les groupes E(N¥) modulo torsion se stabilisent et I'image de
hm E(N*)Q Og- (ou la limite est prise relativement aux applications
norme) dans hm Hum E,(k,..)(p) (c’est-a-dire dans le dual de U.) est
égale a lim qu*m(N ¥), c’est-a-dire a Tg«(F), d’ou le lemme.

1.4. Théorie de Galois pour les groupes de Selmer modifiés

On étudie maintenant le lien existant entre le groupe de Selmer de F
et celui d’une Z,-extension L. de F, contenue dans F.. Nous ne
regarderons pour le moment que le cas ou L. est différente de N.. (voir
2.3 si L.= N..).

ProprosITION 1.3: Si L. est différente de N., I’application de res-
triction donne un isomorphisme

S'(L.) —=> S(F,)SF-/L=)

DEMONSTRATION: Remarquons que S'(L.) est le noyau de
I’homomorphisme

H'(L.,Ex)— [ H'(L.., E)
vt B

et que S(F,) est le noyau de ’lhomomorphisme

H'(F., Eyr) —> [[ H'(F.., E).
vt B
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Il est alors facile de voir que la proposition résulte des deux lemmes
suivants.

LEMME 1.4: Si L.. ne contient pas Ey, on a I’isomorphisme

H (L., Egs) —=> H'(F., Eg=)CF/,

DEMONSTRATION DU LEMME 1.4: On a la suite exacte de
cohomologie

O - H'(F./L., Eg«(F.)) > H'(L., Eg) > H'(F., Eg=) "/t~ -
-+ = H¥(F./L., Ey(F.)).

11 suffit donc de montrer que H'(F./L, Ex=(F.)) est nul pour i =1, 2.
Or, Ey-(F.) est soit nul, et le lemme est trivial, soit égal & Eg-. Dans
ce dernier cas, G(F./L.) agit non trivialement sur Ty, car L. ne
contient pas Eg=. Soit Vg le Kg-espace vectoriel Ty ® Kg de dimen-
sion 1. On a la suite exacte

0—>Ty—> Vig— Eg=—0.

Si y est un générateur topologique de G(F./L.) qui est isomorphe a
Z,, vy — 1 est un endomorphisme non nul de Vg, donc surjectif; il est
donc surjectif sur Eg-, ce qui implique que H'(F./L., Eg=) est nul.
Quant 3 H*F./L., Eg-), il est nul car G(F./L.) est de dimension
cohomologique égale a 1.

Enong¢ons maintenant le second lemme.

LEMME 1.5: Si L. est différente de N.. et si v est une place de F.. qui
ne divise pas 3, I’application de restriction

H'(L~., E)X%)~ H'(F..,, E)%®)

est injective.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.5: Le noyau de I’application de
restriction est H'(F. /L., E(F.,)). L’extension F.,/ L., étant non
ramifiée et la courbe E ayant bonne réduction en v, ce dernier groupe
est nul ([11] pour le cas des extensions finies contenues dans L.,
puis passage a la limite inductive).
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1.5. Groupe de Selmer et groupe de Galois

Pour toute extension L de K, notons M, la p-extension abélienne non
ramifiée au dehors de 8 de L et X le groupe de Galois de M, sur L.
Le groupe de Galois G.= G(%./F) opére sur Xz par automor-
phismes intérieurs (on rappelle que %..= F.(Eg)). En particulier, si
A = G(%./F.), Xg_est un Z,[[A]]-module. Or, A est un groupe fini
cyclique d’ordre premier a4 p. Soit k le caractére de G. donnant
laction de G. sur Eg- et y la restriction de « a A. Alors, tout
Z,[[A]]l-module se décompose en somme directe de sous-espaces
propres correspondant aux caractéres x'. On notera en particulier X $)
le sous-espace propre de Xz, sur lequel A agit comme y. D’autre part,
Xz et X sont des I'-modules (on identifiera lorsque cela sera utile I’
avec G(%./F(Eg))).

De plus, si A et B sont des I'-modules, on munit comme d’habitude
Hom(A, B) de la structure de I'-modules donnée par (yf)(a)=
vf(y'a) pour yET et a € A.

THEOREME 1.6:

(i) S(N.) est G(N./F)-isomorphe a Hom(XY¥,Ey) ou N.=
N.(Eg);

(ii) S(F.) est I'-isomorphe @ Hom(X 9, Eg~).
La démonstration de (i) est faite dans [5] et celle de (ii) est tout a fait
analogue, compte tenu de I’égalité S'(F.) = S(F.).

On pose T$" =Hom(Ty, Z,) et X5 (—1) = Xgm;® T&". Alors, on a

Hom(X ¢, Ep,) = Hom(X §.(—1), Ky/Oy).

Le dual de Pontryagin de S(F.), que I’on notera @), est donc
extrémement lié a Xz, et ’étude de ce dernier G.-module par la
théorie du corps de classes permet d’obtenir des renseignements sur
le groupe de Selmer S(F.). C’est ce que nous allons faire dans le
paragraphe 2.

2. Le A-module S(F.)

2.1. Premiéres propriétés

Posons A =Z,[[I']] et A.,=Z,[[G(L./F)]] si L.. est comme d’habi-
tude une Z,-extension de F, contenue dans F.. D’autre part, si H est
un sous-groupe de I' et M un I'-module, on notera My (resp. M) le
plus grand quotient (resp. sous-groupe) de M sur lequel H agit
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trivialement. L’action de I sur le Z,-module X par automorphismes
intérieurs permet de munir X _d’une structure de A-module compact.
Le premier résultat élémentaire est le suivant.

LEMME 2.1: Le groupe de Galois Xg_ est un A-module de type fini.

DEMONSTRATION: Soit M I’extension abélienne maximale de %, =
F(Eg) contenue dans Mgz,. On a alors la suite exacte de A-modules

@) Z, > Xz )r—>G(My/%.)-0.

En effet, introduisons une Z,-extension £.. de %, contenue dans %...
On a alors facilement I'isomorphisme

(X5)63.90—> G(M 'y, | F.),

si Ms_est ’extension abélienne maximale de .. contenue dans M;_,
ce qui peut s’écrire par la suite exacte

0->(X5)6@. 20> GM% [ L) > G(F/ L) - 0.
On a de méme I'isomorphisme
G(My L) 39 = G(MLx).
D’ou la suite exacte

Z, > (X5)r>GMo/%2) > G(F./£2) >0,

ce qui est équivalent a (7). Soit maintenant M, = My, la p-extension
abélienne non ramifiée au dehors de 8 maximale de %,. Par la théorie
du corps de classes, G(My/%,) est un Z,-module de type fini. D’autre
part, le composé J des sous-groupes d’inertie des places de %, au
dessus de B* dans I’extension abélienne M{/%, est un Z,-module de
type fini, puisque I’ensemble des places de %.. au dessus de B* est fini
et on a la suite exacte

®) 0—>J—>G(M6/970)")G(M0/97‘°0)—>0-

De (7) et (8), on déduit que (X5 )r est un Z,-module de type fini et
donc par un argument classique que Xs_est un A-module de type fini.
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PROPOSITION 2.2: Sous I’hypothese Leop(F(Ey),R), X% est un
A-module de type fini et de A-torsion.

Avant de démontrer cette proposition, on énonce le lemme suivant.

LeEMME 2.3: Soit H un sous-groupe de I tel que I'/H =17, et soit M
un A-module compact de type fini. Si My est un Z,[[I'/H]]-module de
torsion, M est un A-module de A-torsion.

(Pour la démonstration, voir [6]).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2: D’apres le lemme 2.3, il
suffit de montrer que (X$)sE v, €st un Ay -module de torsion
(H = G(F./N.)). Nous allons faire le lien entre les deux modules
XP)eEan, et X§P et voir qu’ils sont simultanément de Ay -torsion.
Or, sous I’hypothése Leop(F(Eg), B), X4 est de Ay -torsion d’apres
[5], ce qui démontrera la proposition.

Soit M’y ’extension abélienne de V.. contenue dans Mg maximale
et soit le composé & des sous-groupes d’inertie aux places de N. au
dessus de L* dans 'extension abélienne My /N.. Comme chacun de
ces sous-groupes est isomorphe a Z, et qu’il n’y a qu’un nombre fini
de places au dessus de ¥ dans %., ¥V est un Ay-module de
An_-torsion. Il est d’autre part facile d’établir les deux suites exactes
de A-modules

) 0->F>GMy,|Ne) = Xi,—0,

(10) 0 (X5.)6@xn—=> GM )y [No)—>Z, —0.

Donc, si X% est un Ay_-module de Ay_-torsion, il en est de méme de
(XP)gs.x.) On peut alors terminer la démonstration comme indiqué
ci-dessus.

P
2.2. Sur les modules pseudo-nuls de S(F..).

Abordons maintenant le théoréme principal.

THEOREME 2.4: Sous I’hypothése Leop(F(Eg), ), le dual de Pon-
tryagin de S(F.) est un A-module de type fini de A-torsion, dont tout
sous-A-module pseudo-nul est réduit a 0.
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DEMONSTRATION: D’aprés le théoréme 1.6, on a I'isomorphisme
s
S(F.)=X%(-1).

Donc, d’apres la proposition 2.2, @) est un A-module de type fini et
de A-torsion. On peut supposer pour simplifier les notations que Eg
est contenu dans F., et il suffit alors de montrer que X. = X, n’a pas
de sous-A-module pseudo-nul non nul. Soit Y. le groupe de Galois
sur F. de la p-extension abélienne non ramifiée au dehors de p,
maximale de F.. Le lien entre X.. et Y. est donné dans le lemme
suivant.

LEMME 2.5: Il existe un A-module Z. vérifiant les propriétés
suivantes
(1) on a la suite exacte de A-modules

(11 Z.,->Y.>X.—0;

(i) Z. s’injecte dans un A-module libre de rang ry(F) avec un
conoyau pseudo-nul isomorphe a

T.=[] Ind$%/PT,(F,)

o/P*

oui le produit porte sur les places de F divisant £*, ou T,(F,) est le
module de Tate associé aux racines de l'unité de F.,, muni de sa
structure naturelle de Z,[[G(F./F),]]-module et ou r(F) est le nombre
de places imaginaires de F.

On en déduit donc en particulier que Z. n’a pas de A-torsion.
D’autre part, ce lemme n’utilise pas le fait que F contient Eg.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.5: Soit F, le corps fixé par I'"".
Appelons M, (resp. N,) la p-extension abélienne non ramifiée au
dehors de B (resp. de p) maximale de F,, U,, le groupe des unités
locales congrues & 1 modulo v du complété de F, en v. On pose
Unp = Hvlp Uny, Ung = va U,.. Soit &,, (resp. €,5) le groupe des
unités globales de F,, congrues a 1 modulo toutes les places v divisant p
(resp. PB). On a des injections naturelles

inp : Enp = Unp

inﬂ? : %n,‘B - Un,‘B-
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Si A, est la composante p-primaire du groupe des classes d’idéaux de
F,, par la théorie du corps de classes, on a les suites exactes et le
diagramme commutatif exact suivants:

00— Un,p/in,p(%gn.p)__> G(Nn/Fn) — A, —0

l L

0— U,p/ing(Eny) — G(M,/F,) — A, — 0.

|

0

ol la premiére application verticale pr, est induite par la projection
naturelle. Le noyau K, de G(N,/F,)- G(M,/F,) est donc égale au
noyau de pr,. D’autre part, comme &,, est sous-Z-module de &,y
d’indice premier a p, I’application

in‘p (gn‘p ) - ln‘B( %n‘B)

est surjective et K, est un quotient de U,y+ (avec une notation
évidente). Soit alors Z. la limite projective des U,y+ pour n =1
relativement aux applications norme. Comme Y. (resp. X.) est la
limite projective des groupes G(N,/F,) (resp. G(M,/F,)), on déduit de
ce qui précede la suite exacte

Z.»Y.—»X.—0.

Il ne reste plus qu’a montrer que Z., vérifie (ii). Or, il est immédiat que
I’on a I'isomorphisme de A-modules

— G(F,/F
Z.= ” IndSFP Z,,
v

ol le produit est pris sur les places v de F divisant * et ou Z.., est
égal a la limite projective des U,, relativement aux normes des
extensions locales F,, pour un prolongement choisi de v a F,. Or la
structure de Z,[[G(F./F),]]-module de Z., est connue. Elle est
étudiée par Wintenberger dans [14], ce qui permet de conclure.
Poursuivons la démonstration du théoréme 2.4. Greenberg ([16]) a
montré que, sous I’hypothése Leop(F, %), Y. est un A-module de
rang r(F) sans A-module pseudo-nul non nul. Comme X. est de
A-torsion, le noyau de Z.— Y. est de torsion, donc nul. Soit B le
sous-module pseudo-nul maximal de X. et soit C son image réci-
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proque dans Y., par I’application Y. — X.. Comme le sous-A-module de
torsion de C s’injecte dans B et que Y, n’a pas de A-module
pseudo-nul non nul, C est sans torsion. Par la théorie générale des
A-modules de type fini, il s’injecte dans un A-module réflexif R avec
un conoyau D pseudo-nul et D est entierement déterminé par C. Soit
K le conoyau de I’application composée

Z.,—>C->R.
On a la suite exacte par le lemme du serpent
0->B->K->D-0.

Comme B et D sont pseudo-nuls, K I’est aussi. Il est donc isomorphe
a T.. Mais, pour presque tout sous-groupe H de tel que I'/H =Z,
(c’est-a-dire sauf pour un nombre fini), B, K et D sont des Z,[[H]]-
modules de torsion et d’aprés la structure de T. donnée dans le
lemme 2.5, (T.)y est fini. On en déduit que By est fini. On montre
alors facilement que, B étant le sous-module pseudo-nul maximal de
X., By est un sous-module de (X.)y pour presque tout H et donc de
X, si L, est le sous-corps de F. fixé par H. Par une démonstration
analogue a celle de Greenberg dans [6] (voir aussi [5]), on montre que,
toujours sous I’hypothése Leop(F, ), X;_n’a pas de sous-Z,[[[/H]]-
module fini non nul. Donc By est nul et B aussi, ce qui termine la
démonstration du théoréme 2.4.

2.3. Conséquences sur le groupe de Selmer d’une Z,-extension

THEOREME 2.6: Pour toute Z,-extension L. de F contenue dans F.,
le dual de Pontryagin S(L.) de S(L.) est un A;_-module de type fini.
Sous /l’h\ypothése Leop(F(Eg), *B), pour presque toute Z,-extension
L., S(L.) est de A -torsion et [(S(L-)6r . ]°"" n’a pas de Z,-
torsion.

/D\EMONSTRATIONI D’aprés la proposition 1.3, S/(L\w) est égal a
S(Fx)g, 1, pour L. différent de N, et de N%. On en déduit qu’il est
de type ﬁgi\et de Ap_-torsion pour presque toute Z,-extension L.,
puisque S(Fm)/Qt un A-module de A-torsion. On désire ensuite
montrer que (S(F.)g kL) "™ n’a alors pas de Z,-torsion. Grace au
lemme ci-dessous, il suffit de le démontrer dans le cas particulier
L. = N..

LEMME 2.7: Soit M un A-module de type fini et de torsion, sans
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A-module pseudo-nul non nul. Soient H, et H, deux sous-groupes de
I tels que I'/H,=Z,, [/H,>Z, et tels que My, (resp. My,) soit un
Z,([ITH\1] (resp. Z,[[T/H;]])-module de torsion. Alors (My)"™ et
(My,)"™: sont isomorphes en tant que Z,-modules.

S
On appliquera le lemme avec M = S(F.), H,= G(F./N.), H,=
G(F./L.).

DEMONSTRATION: On suppose d’abord que H, et H, engendrent
topologiquement I'. Les hypothéses faites impliquent que M et M2
sont pseudo-nuls donc nuls. On a alors le diagramme commutatif
exact

0 0
! )
0—M-—>M — My—>0
} N 2
0— M M My, 0
I l I
My, My, My 0
) 2
0 0

Par le lemme du serpent, on en déduit que le noyau de My, —> My, est
isomorphe au noyau de My, — My,, d’olt I'isomorphisme (MHl)””I =S
(Mg,)"™:. Si H, et H, n’engendrent pas topologiquement T, il suffit
d’introduire un troisiéme sous-groupe.

Montrons maintenant que S(F.)g n,) n’a pas de sous-Ay -module
fini non nul, ce qui permettra de terminer la démonstration du

théoréme 2.6. Rappelons les suites exactes (9) et (10)

N
0- S(F)gi Ny = GM Yy [N)(—=1)—> Te(F)—0
0->FV>GMy NP - X 0.
Comme X, n’a pas de Ay -module fini non nul d’aprés [5], il ne reste
plus qu’a montrer qu’il en est de méme de ¥V, ce qui se déduit du

lemme de structure suivant.

LEMME 2.8: Le Ay -module $(—1) est isomorphe a

E! Ind7™<" Homg (Ty(F.,), Z,).
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DEMONSTRATION: Si L est une extension de K, soit N; la p-
extension abélienne non ramifiée au dehors de p de L. Posons
Y. =G(NL/L) et Z, =1lim Ujg« ou I parcourt les sous-extensions
finies de L et ou la limite projective est prise relativement aux
normes. On a I'isomorphisme

(Y§m)G(9JNm) =G (NNJ Fz),
et les suites exactes

0->(Zs )o@ w0 Yu,> GM )y [N) >0
0— Zﬂm_) YNWQXNOQ—)O

se démontrent de la méme maniére que le lemme 2.5. Donc, le
conoyau de (Zz ). x.)—> Zx, €st isomorphe & &. Or, d’aprés le lemme
5.2 (ii) de [14], il est aussi isomorphe a I—[W* Indé¢=F Z,, ot le produit
est pris sur les places de F divisant $*. On en déduit alors facilement
P’isomorphisme de Ay, -modules

FO(=1) = ][ Ind§™"" Homg, (Te(F.,), Z,).

o/ R*

2.4. Conséquences sur les groupes de Mordell-Weil

Commengons par donner une propriété du groupe de Mordell-Weil
sur F indépendante de ce qui a été fait auparavant et en particulier de
la conjecture de Leopoldt. Nous montrons auparavant deux lemmes
préliminaires.

LEMME 2.9: Soit Y un I'-module sans Z-torsion. Si I'" est un
sous-groupe de T', le quotient Y/Y" est sans torsion.

DEMONSTRATION: Supposons qu’il existe un élément y de Y et
m € Z tels que my appartienne a3 Y. On a alors

m(yy —y)=vy(my)—my =0

pour tout y €EI'". Donc yy —y est un élément de torsion de Y. Il est
nécessairement nul. Donc y appartient 4 Y', ce qui démontre le
lemme.
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LEMME 2.10: Si I, =I'"" et si Q(F.) est le sous-groupe de torsion
de F.., le groupe de cohomologie H'(I',, Q(F.)) est fini.

DEMONSTRATION: Il suffit de démontrer le lemme lorsque E, est
contenu dans F. La composante d’ordre premier a p de Q(F.) étant
finie, on doit montrer que H'(F./F,, Eg~) est fini si F, est le corps fixé
par I, (la composante B*-primaire se traitant de la méme maniére).
Or, on a la suite exacte de cohomologie

0— H'(F(Egs-, Egn)/F(Egn), Egn) = H'(F./F,, Ex=)—>- -
-+ —> H'(F./F(Eg+=, Exn), Ex=)

avec m tel que Eg«(F,)= Egn. Le dernier groupe est nul par un
argument analogue a celui du lemme 1.4. Quand au premier groupe, il est
fini d’ordre p™.

Notons (L) le sous-groupe de torsion de E(L) pour toute exten-
sion L de F.

THEOREME 2.11: Le groupe abélien E(F.)/Q(F.) est libre. Il en est
de méme de E(L.)/Q(L.) pour toute Z,-extension L. de F.. contenue
dans F.

DEMONSTRATION: La seconde affirmation se déduit de la premiére
puisque un sous-groupe d’un groupe abélien libre est libre. Elle
pourrait d’ailleurs se démontrer directement par des arguments
analogues 4 ceux que I’on va donner pour E(F.).

Posons toujours I', = I'*" et soit F, le sous-corps de F fixé par I,.
Posons encore Y, = E(F,)/Q(F,) pour n = 1, «. De la suite exacte

0->Q(F.)»> E(F.)—> Y.—0,

on déduit la suite exacte de cohomologie
0->Y,>YL—>H'(I, Q(F.)).

D’aprés le théoréme de Mordell-Weil, Y, est un groupe abélien de
type fini. Donc, YI* est un groupe abélien de type fini d’aprés le
lemme 2.10, sans torsion, donc libre de type fini. D’autre part,
YIn/YI» est sans torsion pour m =n (lemme 2.9). Donc, Y% est
facteur direct dans YI~. Il existe des Z-modules libres R, tels que
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Y=Y @R, On a donc YI=@PIJR et Y. qui est la limite
injective des Y I est libre.

On peut vérifier facilement que le lemme 2.10, donc le théoréme
2.11, est vrai aussi dans le cas ou p est inerte dans K.

TueoreME  2.12:  Sous I’hypothése Leop(F(Eg),) ou
Leop(F(Eq+), B*), pour presque toute Z,-extension L.. de F contenue
dans F., E(L.)/Q2(L.) est un groupe abélien libre de type fini.

DEMONSTRATION: Supposons par exemple Leop(F(Ey), ). Grace
au théoréme 2.11, Y (L.) = E(L.)/2(L.) est de type fini si et seule-
ment si Y(L.)®eOg est un Og-module de type fini. Or, on a
Home,(Y (L.) ® Og, O3) > Home(Y (L), Ox) S E(L) ® Ky/0x ot M
désigne le dual de Pontryagin de M. Ce dernier Og-module est de
type fini dés que le dual de Pontryagin de S(L.) est un A, -module de
torsion. On utilise alors le théoréme 2.6.

Mazur et Kurchanov ont montré que, sous certaines hypothéses sur
le corps F, il existe une Z,-extension L. contenue dans F. telle que
E(L.)/Q(L.) ne soit pas de type fini.

3. Séries caractéristiques

3.1. Préliminaires

Soit M un A-module compact de type fini de A-torsion, de série
caractéristique f, celle-ci étant définie a une unité prés. Soient H un
sous-groupe de I" tel que I'/H =Z, et my la projection canonique

A= Ay = Z,[[TVH]L.

Alors, My est un Ag-module de torsion si et seulement si 74 (f) est
non nul, ce qui est vérifié sauf pour un nombre fini de sous-groupes
H. Dans ce cas, M" est un A-module pseudonul et un Ayz-module de
torsion; enfin, si fy, (resp. fu#) désigne la série caractéristique de
My (resp. M) en tant que Ay-modules, on a 7y (f) ~ fm,/fut, ol f ~ g
signifie que f/g est une unité. En effet, on montre d’abord que, si M
est pseudo-nul, on a bien fy, ~ fu#. Il existe un sous-groupe H' de I’
tel que I''H'=2Z,, HH'=T et tel que M soit un Z,[[H’]]-module de
type fini et de torsion. On a alors la suite exacte de Z,[[H']]-modules

0-MHY 5M->M->My-0.
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D’oul I’égalité des séries caractéristiques de My et de M en tant que
Z,[[H"]]-modules et donc de fy, et de fu#, puisque H agit triviale-
ment sur My et MY. On montre ensuite que 7y (f) ~ fum,/fu# dans le
cas des A-modules du type A/(f) puis dans le cas général en
utilisant le théoréme de classification des A-modules de type fini a
modules pseudo-nuls pres.

On peut d’autre part identifier ’algébre d’Iwasawa A a I’algébre des
séries formelles a 2 variables Z,[[ T, T>]] de la maniére suivante. Soit
M un A-module compact et soit y; (resp. y,) un générateur topolo-
gique de G(F./N%*) (resp. G(F./N.)). On pose alors T;x = (y; — 1)x,
T,x = (y;— 1)x pour x € M et on prolonge cette action par ¢ continuité.

On appliquera ces remarques au dual de Pontryagin S(F.) de S(F-).
Comme S(F.) n’a pas de sous- modules pseudo-nuls non /n{ls sous
I’hypothése Leop(F(Egy), ), S(F.)0F-L est nul des que S(Fu)or.ii.)
est de A -torsion. C’est la raison pour laquelle on étudie dans le
paragraphe suivant la série caractéristique de S(Fx)g(r,/..). Rappelons
que, en général, c’est a-dire pour L. différent de N. et de N%, on a
I’égalité

A~ o~
S(F)6F.L,) = S(Lx).

P . . /\
3.2. Série caractéristique de S(F.)g(r, 1.

Commengons par donner l'indice de HI(F)(%) dans HI'(F)(R). On
utilisera les notations suivantes: si a et b sont deux éléments de Ky,
a ~ b signifie que a/b est une unité de Kg; le cardinal d’'un ensemble A
est noté #A; si B est un sous-module de A, [A: B] désigne I'indice de B
dans A. D’autre part, E, désignant toujours la réduction de E modulo v
et k, le corps résiduel de F en v, soit )kqg:E(F)—>Hv/sB E,(k,))
I’homomorphisme donné par le produit des applications de réduction
aux places de F divisant 8 et soit E;(F) le noyau de Ag.

PROPOSITION 3.1: ([5]). L’indice de I(F)(*B) dans UI'(F)(*P) est fini
et divise le cardinal de [].» E,(k,). De plus, si HI(F)(*B*) est fini, il est
égal, a une unité pres de Ky, a

[T #E.(k,)
/B,
#Eg=(F)[E(F)/Q(F) @ Og*: E((F) Q Og*]

ol Q(F) désigne le sous-groupe de torsion de E(F).

On suppose désormais qu’ﬁst\vériﬁée Leop(F(Eg), ) et que L. est
une Z,-extension telle que S(F.)g(r.L.) soit de A, _-torsion.
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On note g(gx* T) la série caractéristique (définie a une unité pres) du
Ar_-module S(F.)6(rr.) ol AL, a été identifié a Z,[[T]]. On note d’autre
part u; ’élément de Z, donnant I’action du générateur y, de G(F./N %)
sur Eg=(y; étant prolongé a F.(Eg) de mani¢re a agir trivialement sur

Eg).

THEOREME 3.2:

(1) La multiplicité de T dans la série g(L;, T) est supérieure ou égale
au rang ngr de E(F) sur 0.
/(i\i) Elle est égale a ngr si et seulement si III(F)(*B) est fini et I’'image de
S(L,)P) dans Homy (E(F) Q¢ O3, Z,) est d’indice fini.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, I’application

Po(L): [SFo)our,i0]“*P— Homy, (E(F) @ 03, Z,)

est injective car son noyau est alors a priori fini et donc nul d’aprés le
théoréme 2.6. On a alors:

THEOREME 3.3:
(i) La valeur de g(L., T)/]T"8F en T =0 est a une unité pres, dans
I’hypothése du théoréeme 3.2(ii),
#U'(F)(P) [] #E.(k,)
,,/l;sl* . #coker @g(L.)
—~—
#Ey(F) [SIN..) SN/ S(F2) G5

~

(i) Si II(F)B) est fini et si I'image de S(N.)°®P dans
Hom(E(F) ®¢ Oy, Z,) est d’indice fini, pour presque toute Z,-extension
L., la multiplicité de T dans g(L.., T) est égale a ngr et la valeur de
(L, T)/T"™* en T =0 est alors a une unité pres

AUF)R) - [T #E. (k,) - [Hom(E(F) ® O, Z»): S(N2)ON=/P]
v/p
#Ey~(F)#Eg«(F) - [E(F)/Q(F) Q Og+: E/(F) Q O]
#coker @g(L..)
#coker @5(N.)

si ’on suppose de plus que LI(F)(B*) est fini.

Rappelons que I'on a #E,(k,) ~ (1 __IILE_IEQ) si Nv est le cardinal
Nv
de k..
Avant de commencer la démonstration, démontrons les deux lem-
mes suivants.
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Py N
LEMME 3.4: L’homomorphisme ¢ : S(F.)r = S'(F) a un noyau et un
conoyatu finis.

DEMONSTRATION: Soient L.. une Z,-extension de F différente de
N.., contenue dans F. et € ’'homomorphisme

H'(L./F, Eg<(L.))~> I 1 H'(L-./F., E)(®).

On vérifie facilement que, si ¢ est I'application transposée de ¢ dans
la dualité de Pontryagin, le noyau de ¢ est égal a celui de € et le
conoyau de ¢ est un sous-groupe du conoyau de €. Or, Eg=(L.) est
fini, donc H'(L./F, Ex=(L.)) aussi (remarquons que l’on a aussi
H'(N./F, Eg<(N.)) = 0). Montrons que

(12) H'(L../F., E)%)

est fini si v est une place au dessus de LT*. Par la dualité de Tate, le
dual de (12) est égal a la limite projective des E;,(F,)/N¢k,(E;.(£,))
pour ¢, extension finie de F, contenue dans L.. D’aprés [12], ce
dernier groupe est fini. Il en est donc de méme de (12), ce qui
démontre le lemme. Remarquons que de plus (12) est nul si L.= N.
car I’extension N, ,/F, est alors non ramifiée pour v au dessus de 8*. On
a donc démontré de plus que

(13) SI(F) = S(NL) GNP,

NN
LeMME 3.5: L’injection naturelle [ns/(Ec)G(Fw/Nm)]G(Nw,F)—) S(N..)6®N=/F)
a un conoyau fini C de cardinal

#E, (k,
#coker ¢ DE&[ (k.)(p)

#ker ¢ #Eq-(F)

ol ¢ est ’application du lemme 3.4.

DEMonNsTRATION: Cette application s’étudie & Daide des suites
exactes (9) et (10). En posant X = G(M 'y /N.)’(—1)gwr), ONn en
déduit facilement les suites exactes

M N
0->C > Dewm—>X = SN —0

Pl
0- S(F.)r > X = (Tg(F))r > 0.
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. N . =N R
Comme d’apres (13), S(N.)gw. ) est égal & S'(F), on a la suite exacte
0-ker ¢ = FP(—Dgwnyr/C = (Te(F))r - coker ¢ —0.

Il ne reste plus qu’a montrer ’égalité
(14 #SN(—Donam = g #E,(k,)(p)

Or, d’aprés le lemme 2.8, la série caractéristique de ¥(—1) est égale
au produit sur les places v divisant * telles que F, contienne Eg de
wn, (ui(1+T)~1), ol p™ est 'indice de G(N./F), dans G(N./F) et
0. (T)=(1+ T)" —1; de plus, FO(—1)°"~F) est fini donc nul. D’ou

#y(l)(_l)G(Nm/F) = H wn,,(ul_ D
o/ P*

= #E%w(Fv),
o/ *

ce qui donne bien I'égalité (14) griace a (5) et termine la démonstration
du lemme 3.5.

DEMONSTRATION DES THEOREMES 3.2 ET 3.3: Remarquons d’abord
que le noyau de P’application E(F)® Kg/0g— E(F.) Q@ Kg/Ogp est
fini. Il est en effet inclus dans le noyau de I’application S(F)— S(F.)
qui est lui-méme contenu dans H'(F./F, Eg-). Ce dernier groupe est
fini (par exemple, il is{ isomorphe & H'(N i/F,/I@n(N *)). Posons
G =G(L+/F), %=S(F.r,, et B=E(F)® Kg/Og=Homg,
(E(F )(% Ow,Z,). La série caractéristique de B est égale a T"=r. Or,

d’apres la remarque qui vient d’étre faite, I’application naturelle de 3
dans B a un conoyau fini. Donc, g(L, T') est divisible par T"&r, ce qui
démontre 3.2. (i). Soient R le noyau et C le conoyau de I’application
3 — B. Notons encore A I'image de 3 dans B. Alors, si h est la série
caractéristique du A; -module R, g(L., T) a un zéro de multiplicité
ngr €xactement en 0 si et seulement si h(0) est non nul, ce qui est
équivalent 2 R fini. On remarque d’autre part que si R est fini, R¢
I’est aussi et donc est nul d’aprés le théoréme 2.6. Soit U le noyau de
l’application 3s— B. On a alors le diagramme commutatif exact
suivant:
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0
T
C
0— II'(F)®)——>S'(F) B 0
T
A
T
0

le

0— U — 35—

ol ¢ est I'application du lemme 3.4. On en déduit la suite exacte

0->Ker ¢ » U ->II'(F)(B) > coker ¢ - C - 0.

f
L’équivalence de 3.2 (ii) est alors immédiate. Pour calculer la valeur
de g(L., T), il suffit alors de calculer Rg (puisque R€ est nul), ce qui
se fait facilement en reprenant les suites exactes et en comparant les
cardinaux (par exemple, on a

[A:3¢]-[B:A]l=[B:3°)).

Pour démontrer 3.3 (ii)/,\introduisons la série caractéristique
g(F., Ty, T;) du A-module S(F.) et le polyndme homogene P(T,, T5)
de plus bas degré de la série g(F., T}, T,). Ce degré est supérieur ou
égal 4 ngr. Les hypothéses de (ii)) impliquent que ce degré est
exactement ngr. D’autre part, le sous-groupe de I laissant fixe L est
engendré par y{y3, ot le couple (a, b) de Z, X Z, est déterminé par L.
a multiplication par une unité de Q, prés et oll a et b sont premiers
entre eux. Pour un bon choix de I'identification de A, avec Z,[[T]],
le lien entre g(F., Ty, T,) et g(L., T) est le suivant

g(L., T)~g(F., 1+ T)" —1,(1+ T)* - 1).

La valeur de g(L., T)/T"®F en T =0 est donc P(b, a). En particulier,
la multiplicité de T dans g(L., T) est ngr sauf pour un nombre fini de
Z,-extensions (en fait au plus 2ngr) correspondant aux zéros de
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P(T,1) et de P(1, T). On en déduit facilement, grace a (ii) et a la
proposition 3.1, la suite de (iv).

3.3. Conséquences

TN
Remarquons d’abord que I’on retrouve la formule de [S] pour S(N..).
En effet, en utilisant les suites exactes (9) et (10), on montre facile-
ment que la série caractéristique g(N.., T) de S(N.) est égale a

@+ T)=1) [T on, (01 +T) = D"'&(N-, T)

ou le produit est pris sur les places v de F au dessus de *, telles que
F, contienne Eg et ou p™ est I'indice de G(N./F), dans G(N./F).

Donnons maintenant un corollaire du théoréme 3.3 et de sa
démonstration.

COROLLAIRE 3.6: On suppose toujours vérifiée [’hypothése
Leop(F(Eg), R). Si HI(F)(B) est fini et si E(F) est un groupe de
torsion, alors pour toute Z,-extension L., E(L.)/Q(L.) est un Z-
module de type fini. Si de plus la valeur g(F.,0,0) de la série
caractéristique du A-module S(F.) est une unité, alors II(F.)(B) est
nul et E(F.) est un groupe de torsion.

ExeEMPLE: Supposons de plus que E est défini sur Q et que
II(Q)(p) est fini. Le groupe de Tate-Shafarevitch I(K)(p) de E sur K
peut étre alors décomposé selon les sous-espaces propres relatifs aux
caractéres de G(K/Q)

W(K)(p) = W(K)(p)**?® P M(K)(p)~

notons ¥ le caractére non trivial de G(K/Q). Le premier de ces
sous-groupes II(K)(p)®*Q est isomorphe a M(Q)(p). On peut inter-
préter II(K)(p)~ & l'aide de la courbe elliptique E tordue par le
caractére ¥ que I'on note E¥. En effet, HI(K)(p)~ est égal au groupe
de Tate-Shafarevitch de E™ sur Q (si @ est un isomorphisme de E
sur E® sur K, on a @7'0?® = ¥ (o) pour o € G(Q/Q)). D’autre part,
comme E et E™ sont a multiplication complexe par K, elles sont
isogénes sur Q ([7]). Elles ont donc méme rang sur Q, qui est aussi
égal au rang ngx de E(K) en tant que 0-module. De plus, d’apres [3]
(invariance de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer par iso-
génie), si E(Q) est fini, les composantes p-primaires des groupes de
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Tate-Shafarevitch de E de E™ sur Q sont simultanément finies et de
méme cardinal (car p est non ramifié dans K, différent de 2 et 3, et E
et E® ont bonne réduction en p sur K, donc sur Q). On en déduit
donc que, si II(Q)(p) est fini, il en est de méme de MI(K)(p) et on a
#I(K)(p) = #I(Q)(p)>. D’autre part, par I’accouplement de Cassels,
on a #I(K)(p) = #I(K)(B)* = #LI(K)(B*)*.

Supposons toujours que E est défini sur Q, que E(Q) est fini, que
II(Q)(p) est réduit a 1 et que E,(F,) est d’ordre premier a p (p est dit
non anormal). Alors, g(F.,0,0) est une unité et les hypothéses du
corollaire sont vérifiées. Par exemple, soit E la courbe elliptique
définie par x>+ y*=1. Le groupe E(Q) est cyclique d’ordre 3 et la
courbe admet des multiplications complexes par I’anneau des entiers
de K = Q(V-3). Conjecturalement, c’est-a-dire par la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer, le groupe III(Q) est réduit a 1 ([2], [S]).
Prenons pour p le nombre premier p = 13. Alors, toutes les conditions
précédentes sont remplies. Donc, II(F.)(p) devrait étre nul et E(F.)
un groupe abélien de torsion.

4. Construction d’une forme bilinéaire sur E(F)

4.1. Notations

Soit L une extension finie de F. Si v est une place de L, on note
¢,(L/Q) I'indice de ramification de L sur Q en v. Si v divise g ou %, on
considére la valeur absolue | |, prolongeant | |, ou | |, sur Q, nor-
malisée par |q|, = 1/g, [2|. = 2. On pose alors v(x) = —log|x|, et v'(x) =
¢,(L/Q) v(x)/log q. Alors, si x est un élément de L, »'(x) est un entier
etona

1s) =1 ®:@

vEI(L)

ol le produit porte sur les places v finies de L et ou 3, est I'idéal
premier associé a v.

On fait désormais I’hypothése que E a bonne réduction partout sur
L (par exemple, on peut prendre ici L = F(Eg)). Le grossencharakter
Vg de E sur L est alors de conducteur 1. Il est défini sur le groupe
des idéaux de L et vérifie sur les idéaux principaux de L la formule

(16) Yg1((a)) = Nyk(a)poura € L.
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4.2. Facteurs locaux de la hauteur de Néron-Tate

On choisit une équation de Weierstrass de E, c’est-a-dire une équa-
tion de la forme

y2+ a;xy + a;y = x>+ a,x*+ a,x + ag

ou les a; appartiennent & 'anneau des entiers de F. Soient 4 son
discriminant et v une place de L.

THEOREME 4.1: (Néron-Tate): Il existe une unique fonction A,:
E(L,)—{0} >R, continue pour la topologie v-adique et telle que

(i) lim A, (P) — v(t(P)) existe pour un, donc pour tout, parameétre uni-
p—0

formisant de la courbe a I’origine; (ii) pour tout couple (P, Q) de
E(L,) tel que P = Q#0, on a

(A7) AP +Q)+A(P-Q)
= 20,(P) + 21, (Q) + v(x(P) — x(Q)) — §¥(A).

On connait des formules explicites pour A,. Dans le cas qui nous
intéresse ici, si v est non archimédienne et si E a bonne réduction en
v,0ona

A,(P) =13 Sup(0, —v(x(P))) —§ v(4),

ou x(P) et y(P) sont les coordonnées de P dans le modele choisi.
Posons A (P)=¢e,(L/Q) A,(P)/logq (si v est au dessus du nombre
premier g). Alors 61 (P) est un entier dés que P appartient & E(L,).

4.3. Partie rationnelle de la forme quadratique
Posons
wP)= [T wgu ()
vEI(L)

pour P € E(L), ou B, est toujours I’idéal premier associé a v (que
I’on notera aussi v par abus de notation) et ol le produit porte sur les
places finies de L. C’est un élément de K et on a

(18) p(P + Q)u(P — Q) _ Nyx(x(P)—x(Q))°
n(PYr(Q) Nyx(4)
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siP + Q# 0. En effet, expression de gauche est égale, grice a (15), a

H WE/L("B :’((I(P)*X(Q))‘IA))

veIl(L)

= VeL((x(P) - x(Q))*/4) = Nk (x(P) — x(Q))*/Nyk (4).

4.4. Partie transcendante de la forme quadratique

On suppose désormais que I’équation de Weierstrass est minimale
pour toute place v au dessus de . Soient v une place au dessus de
B, t =—x/y un paramétre uniformisant de la courbe en 0 et £, le
logarithme du groupe formel E,,, noyau de la réduction modulo v.
Notons ¢, la série entiére récriproque de £,. On définit alors les
séries

B,(2) = x(¢,(2)) + (a} + 4ay)/12

=12+ 3 2,

% 2k
U'D(Z) =z exp(— ; Yk 2k(2zk _ 1))
0,(2) = A exp(=6s,2%) 0,(2)"

(pour la définition de s,, cf [1]). La série ®,(z) converge dans (_),, pour
v(z)> v(p)/(p — 1). Soit E{(L) le sous-groupe de E(L) suivant

P € E(L) tel que v(x(P)) <0

Ei(L)= pour tout v I B
v(p)
v(t(P)) > P

On pose alors

o(P)= I/l Nijo,(@.(ZL.(j,(t(P))) € Q,

pour P € Ei(L), ou j, est le plongement de L dans (_)p correspondant
a la place v (par abus de notation, on n’écrira plus j,, il est aussi
sous-entendu dans les injections E(L)— E(L,)). Alors, on a la for-
mule

(19) PP +QP(P—-Q)_ (= 1y k1 Nuxx(P) x(Q)"
®(Py'®(Q)* Ny k(4
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lorsque P et Q appartiennent & Ej(L) et P+ Q#0 (démonstration
analogue a celle de [1]).

4.5. Définition et théoreme

Posons

¢(P)=pn(PY®(P)'€Q,
h(P) =log, ¢(P)

pour P élément non nul de Ej(L) et
h(0)=0,

ou log, est le logarithme sur (_),, déterminé par log, p =0 et ol un
élément de K est plongé dans Q, par le plongement associé a la place
B. Alors, h est une fonction quadratique de E{(L), c’est-a-dire qu’elle
vérifie

h(P+ Q)+ h(P - Q)=2h(P)+2h(Q).
En effet, cela est vrai pour P = Q#0, d’aprés (18) et (19), et donc
pour tout couple (P, Q) d’éléments de Ej(L). Remarquons que comme

Ei(L) est d’indice fini N dans E(L)/Q(L) (ot 2(L) est le sous-groupe
de torsion de E(L)), on peut prolonger h & E(L)/2(L) par

h(P)=h(NP)/N*si P € E(L).

On a donc construit ainsi une forme quadratique sur E(L)/Q(L) a
valeurs dans Q,. Nous allons maintenant en donner quelques pro-
priétés élémentaires, en particulier une propriété d’intégralité.

4.6. Quelques remarques et propriétés

Remarquons d’abord que ¢(P) est une unité de Q,. On a en effet si P ne
se réduit pas en un point singulier dans le modéle choisi

Q0 o= ( TT b (@)=, ) [T Ny, Gh(tPI)

vel(L)

ou I'on a posé ¢,(t) = 0,(Z,(t)) -t '*- AL, 1l suffit pour le voir d’utili-
ser I’expression explicite de A, et la formule (15) appliquée a A.
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Comme P € E{(L), le premier facteur est une unité. Il en est de méme
de y,(t) dés que v(t)>v(p)/p — 1.

La forme quadratique h a d’autre part un bon comportement
vis-a-vis des endomorphismes. On peut en effet montrer de la méme
maniére que dans [1] que, si a est un élément de O, on a h(aP)=
deg a h(P). Ici, deg o désigne le degré de I'’endomorphisme «, c’est-a-
dire la norme sur Q de a.

Il serait intéressant de montrer que h est a valeurs dans Z, A
défaut de le faire, nous allons montrer le

LEMME 4.2: Si P appartient a Ej(L), h(P) appartient a
#Eg-(L(Eg))Z,.

DEMONSTRATION: Posons n = #Eg-(L(Eg)). Soient w le caractére
de Teichmiiller de Z, et (x) = xw(x)"". Si x appartient & Z, et si x est
congru & 1 modulo p™, alors log, x appartient a p™Z,. Utilisons la
formule (20) et étudions chacun des termes. Il y a d’abord un produit
de Yz (v) pour des places v premiéres a . Or, pour une telle place,
Egm est contenu dans L(Eg) si et seulement si g, (v) =1mod B".
Donc, en particulier, g (v) est congru a 1 modulo ". D’autre part,
I'unique Z,-extension K. de K non ramifiée en dehors de % est
totalement ramifiée en %. En effet, choisissons une courbe elliptique
auxiliaire € définie sur le corps de Hilbert H de K, & multiplication
complexe par O et ayant bonne réduction aux places de H divisant 3.
Alors, I'extension H(&g-)/H est totalement ramifiée aux places de H
divisant 8. On en déduit que Eyp-(H(%g)) est égal a &g. Comme
H(%y-) est le composé de H(%y) et de K., on en déduit que H N K,
est réduit 3 K, ce qui implique que K./K est totalement ramifiée en
B. On peut alors appliquer le lemme 6 de [4] & ¢,(¢(P)) qui est une
unité congrue a 1 modulo v.

ExeEMPLE: Soit la courbe elliptique E/Q définie par y*>= x>—49x.
Elle est 4 multiplication complexe par ’anneau des entiers de K =
Q(V—1) et a bonne réduction en tout nombre premier différent de 2 et
de 7. Le groupe E(Q) est de rang 1 et son groupe de torsion est le
groupe des points d’ordre 2([2]). Choisissons comme nombre premier
p =5. On vérifie que E(Fs) est d’ordre 4 (5 est donc non anormal).
Soit le point P = 2(25, 120) de E(Q). Il appartient &4 E{(K). D’autre part,
comme la valuation de t = x/y en S est 1, I'indice de OP dans E(K) est
premier & 5. Calculons la valuation de h(P). On a

e(P)= (Ve (Bs) Prk (BRI X O(Lyp (1) x A
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ou s et P* sont les deux idéaux de K au dessus de 5. Comme E est
définie sur Q, Y x(B*) est égal au conjugué de gk (*Bs) et on a donc

o(P)=a®x (@(££\§5(t)A"'$\;;s(t)"2)‘4 X (Ly(t)/t)™*

avec a = 9179039%.

Or, si v(z) et v(t) sont supérieurs a 1, la valuation de log 0,(z)/Az"* et
de 1— %y (t)/t est supérieure a 4. En effet, la courbe E étant a
multiplication complexe par ’anneau des entiers de Q(\/——l), s, est
nul. Donc, le développement de log ©,(z)/Az'? est de la forme asz*+
agz®+- - (avec n! a, €Zs). De méme, le développement de 1—
PLat)/t est de la forme Z t*+ Bst° + - - - avec (n + 1)B, € Zs. Une étude
de ces séries permet alors de conclure. Comme d’autre part a* est non
congru a 1 modulo 25, on en déduit que h(P) est égale a une unité prés de
Q5 as.
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