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SUR LE CARACTERE DE STEINBERG
Frangois Rodier

On montre que le caractére de Steinberg d’un groupe réductif p-adique
n’est jamais nul sur les éléments réguliers semi-simples.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps p-adique k. La
représentation de Steinberg de G est la représentation virtuelle définie
par

St(G) = ¥ (-1)*™ " 1nd%s;

ou la somme est étendue aux sous-groupes paraboliques P de G conte-
nant un sous-groupe parabolique minimal P, fixé de G, A (resp. A4;) est
une composante déployée (c’est a dire un tore déployé maximal dans le
centre d’un sous-groupe de Lévi) de P (resp. P,), Ind$ est I'induction
normalisée (transformant les représentations préunitaires en préunitaires)
dans la catégorie des représentations lisses, 8, est la fonction module de
P: 8,(g)=|det(Ad g)i.p| si g€ P. Borel et Serre ([1]), puis par
d’autres méthodes Casselman ([2]), ont montré que St est en fait une
représentation irréductible de carré intégrable de G.

Le caractére de St est représenté par une fonction localement intégra-
ble sur G, notée car(St); sa valeur sur les éléments réguliers semi-simples
de G est donnée par la formule suivante (cf. [6], [7])

(*) car(St)(y)= (—1)dimAOZ(_1)dimA8p(Y)-%|DG/M(Y) |~

ou v est un élément régulier semi-simple contenu dans un sous-groupe de
Cartan T, la somme est étendue aux paires paraboliques (P, A4) telles
que A soit un sous-tore de la composante déployée A de I', M est le
centralisateur de 4 et Dg /5, (v) = det(1 — Ad ¥) ic 6 /Lie »- On va montrer
que si y est un élément régulier semi-simple de G, alors car(St)(y) n’est
jamais nul. Rappelons qu’on a un résultat analogue dans le cas des
groupes réductifs sur un corps fini (cf. [5]).

On se raméne d’abord au cas ol y est contenu dans un sous-groupe
compact de G, grace au résultat suivant de Casselman. Soit P le
sous-groupe parabolique contracté par y: son radical unipotent N est
I’ensemble des éléments g de G tels que la limite quand n tend vers
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I'infini de y"gy ™" soit égale & e. Soit St, la représentation de M dans
I’espace des coinvariants de N dans St (c’est le module de Jacquet associé
a Stet N, cf. [3]).

PROPOSITION 1: car(St)(y) = car(St)(y).

DEMONSTRATION: Cf. [4].
La proposition suivante donne le calcul de St .

PROPOSITION 2: Soit P = MN un sous groupe parabolique de G. On a
Sty =0p St(M) ot S{(M) est la représentation de Steinberg de M.

DEMONSTRATION: Comme St est irréductible, St est de type fini. Soit 7
un quotient irréductible de St . Il existe un sous-groupe parabolique Q
de M, contenant M N P,, et de radical unipotent V, tel que la représenta-
tion =, soit cuspidale (cf. [3]). D’apres les propriétés des modules de
Jacquet (cf. loc. cit.) on a (St ), = Sty et N.V est le radical unipotent
du sous-groupe parabolique Q.N de G. Soit N, le radical unipotent de
Py; St est 'unique sous-quotient de Indi{ﬁ; » tel que (St)y =8, (cf. [3]
§9 ou [2]). Donc Sty, =8, si Q est un sous-groupe parabolique
minimal de M et St, ,, n’a pas de composant cuspidal sinon. Si St , est
cuspidal,onadonc Q=M NPy, V=M N Nyet my ~p =08p = 81’-‘?}’00 M-
Cela implique que = est une sous-représentation de 8, Indy0 Am®,
Appliquant cette fois-ci & M la caractérisation rappelée ci-dessus de le
représentation de Steinberg, on en déduit que 7 = 8, St(M ). Soit main-
tenant 7, le noyau de la projection de St sur 7. Comme le foncteur de
Jacquet est exact, (m;), C(Sty), et (m), n’a pas de composante
cuspidale si Q@+ M N Py, (), y=0. D’olt m,=0. Donc Sty =7 =
8p.St(M).

Soit ¢ le nombre d’éléments du corps résiduel de k. Les valeurs
absolues des éléments de k™ sont des puissances de q.

PROPOSITION 3: Si y est dans un sous-groupe compact de G, alors
car(St)(y) est un entier impair.

DEMONSTRATION: Reprenons les notations de la formule (*). Si y est
dans un sous-groupe compact de G, on a

8p(v) = |detyep Ad y| =1.

Si N est le radical unipotent du sous-groupe parabolique opposé a P
contenant M, on a

|DG/M(Y)| = |dety; v (1 — Ad Y) |- |detLie/V(1 —Advy)|
= |det (1 —Ad y)|-|det ey (1—Ady )|
= |det; . yAd Yy ' |- |det o n(1—Ad y)|?

= IdetLieN(l —Ad Y)|2~
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Les valeurs propres de Ad y (dans une extension de k) sont de valeur
absolue égale a 1. On a donc

|detyen(1—Ad y)|<1.

On en déduit que | Dg,p(Y) | =3 est une puissance positive de g, donc
un entier. La formule (*) devient

car($t)(v) = (=)L (=)™ Dg i (v) |

A chaque paire parabolique (P, A) intervenant dans la somme, il lui
correspond une paire opposée (P, A) unique, et cette paire opposée
donne lieu dans la somme ci-dessus 4 un terme de méme valeur (car M =
M). On a (P, A)+# (P, A) sauf si P=G. Enfin le terme correspondant
a P=G est égal 2 +1, d’ou la proposition.

COROLLAIRE: Si y est un élément régulier semi-simple de G, on a car
(St)(y) # 0.
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