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1. Introduction

1.1. Soit R = R un couple d’anneaux commutatifs intégres. On suppose que
R est muni d’une valuation, et que R est dense dans R pour la topologie
associée.

DEFINITION. On dira que le couple R = R a la propriété d’approximation si:
Pour toute famille finie {f},.; de polynémes dans R[Y], ou Y = [V,
..., Y] dénote un ensemble de n indéterminées et pour toute solution
7 € R"du systéme d’équations f;( 7) = 0, i € I, on peut trouver une solution
y € R" arbitrairement proche de j.

1.2. Sin = 1 (cas d’une seule indéterminée), comme les racines d’un poly-
ndéme sont isolées, on voit que si le couple R = R a la propriété d’approxi-
mation, alors R est algébriquement clos dans R. Serge Lang a conjecturé que
si R = R est un couple “naturel” d’anneaux avec R complet et R algébri-
quement clos dans R, alors le couple R = R a la propriété d’approximation.

En particulier S. Lang [L] a montré que si R est un corps complet de
caractéristique 0 et si E est un corps algébriquement clos dans R alors le
couple R = R a la propriété d’approximation.

D’autres exemples importants de propriété d’approximation sont dus a
M. Artin ([Al], [A2)).

1.3. Soit K un corps valué ultramétrique complet de caractéristique 0. Soit
O son anneau de valuation. Soit X = (X, . . ., X,,). On munit O[[X]] de la
valuation suivante.

Pouru = Za, X", ve N", ue O[X]], on pose

lul = sup, |a,].
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Ceci peut s’interpréter comme la norme de la convergence uniforme dans le
polydisque unité ouvert de K” (x € K™, sup, |x,| < 1), ou K désigne une
extension valuée assez grande de K.

Nous noterons 4,, ’anneau des éléments de O[[X]] algébriques sur O[X].
Pour la topologie associée a | |, 4,, n’est pas dense dans O[[X]] sim > 1,
nous noterons 4, I'adhérence de 4,, dans O[[X]] pour cette topologie.

Les éléments de A,,, limites uniformes de fonctions algébriques, sont
appelés des éléments algébriques (dans le polydisque unité ouvert), d’ou le
titre de cet article.

Nous nous proposons de démontrer la propriété d’approximation suivante.

1.4. THEOREME. Le couple A,, = A, a la propriété d’approximation.

1.5. Dans un exposé [R] sur des résultats d’approximation dus a Artin [A1],
Bosch [B], van den Dries [D], nous avions établi le critére suivant.

DEFINITION. On dira que le couple R = R a la propriété de division continue
si: Pour toute famille de polynomes g, f,, ..., f, € R[Y] avec Y = (Y],
..., Y), et pour tout j € R" tel que g( ) divise £;(7), 1 < i < s, il existe
y € R" arbitrairement proche de j, tel que g(p) divise fi(y), 1 < i < s.

1.6. PROPOSITION. Soit R un anneau valué commutatif integre de caractér-
istique 0 et soit R son complété. Si R est algébriqguement clos dans R et si le
couple R = R a la propriété de division continue, le couple R = R a la
propriété d’approximation.

1.7. Le résultat de Lang mentionné ci-dessus est un cas particulier de ce
théoréme car si R et R sont des corps la propriété de division continue est
trivialement vérifiée.

Comme la référence [R] est difficilement accessible, nous reproduisons
ci-dessous la démonstration de cette proposition. La démonstration est trés
proche de celle de Lang [L]. L’hypothése de division continue apparait
comme un préliminaire a I’application du lemme de Newton.

1.8. Pour démontrer le Théoréme 1.4, en vertu de cette proposition, il suffit
de montrer que la propriété de division continue est satisfaite. Pour cela on
procéde camme chez Artin [Al] par une induction sur le nombre m de
variables. Précisément on démontrera le résultat suivant.

1.9. PROPOSITION. Si le couple A,,_, = A,,_, a la propriété d’approximation,
alors le couple A,, = A,, a la propriété de division continue.
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1.10. Comme la propriété d’approximation est trivialement vérifiée pour
m = 0 puisqualors 4, = 4, = 0, le Théoréme 1.4 découle des Propositions
1.6 et 1.9.

La démonstration de la Proposition 1.9 est une transcription de la
démonstration du Lemma 2.9 de [Al].

Pour pouvoir établir cette propriété d’induction il nous sera nécessiare de
disposer d’un théoréme de préparation. Le paragraphe 4 est consacré a
I’établissement de théorémes de préparation et de division.

Pour tout élément algébrique de 4,, on pourra se mettre dans les con-
ditions d’application du théoréme de préparation.

1.11. On peut aussi considérer sur O[[X]] la valuation X-adique. Alors 4,,
est dense dans O[[X]] et O[[X]] est complet pour cette valuation et on
peut se demander si le couple 4,, = O[[X]] a la propriété d’approximation.
Lorsque la valuation de @ est discréte la propriété d’approximation a lieu,
c’est un cas particulier d’un résultat plus général d’Artin [A2]. Par contre
si la valuation de O est dense, on ne sait pas démontrer la propriété
d’approximation.

La méthode utilisée dans cet article ne permet pas d’obtenir la propriété
d’approximation pour les raisons suivantes. D’une part, si la valuation de ¢
n’est pas discréte, pour u € O[[X]], on ne peut pas toujours se mettre dans
les conditions d’application du théoréme de préparation (cf. discussion du
§5.1). Par ailleurs la continuité au sens de la topologie X-adique ne permet
pas de contrdler la divisibilité par p (p = caractéristique du corps résiduel
de K) et il semble bien qu’il faille, pour contourner cette difficulté, effectuer
une désingularisation comme chez Artin.

1.12. Je tiens a exprimer ma gratitude envers J. Denef qui a attiré mon
attention sur ce probléme et m’a indiqué la référence [Laf] nécessaire a la
complétion de ce travail.

2. Le lemme de Newton dans les anneaux valués complets

2.1. Soit R un anneau commutatif intégre valué complet.

Pour y = (y,,...,,) € R", on pose | y| = max|y]. Sif(¥Y) = Z,.a,Y"
est une application polyndmiale de R" dans R", avec a,€ R", ve N,
Y=(Y,...,Y),onpose || f|| = Z,|a,|. (N.B. On consideére a la fois le
cas Archimédien et le cas non-Archimédien.)
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Soit @ une application polyndmiale de R" dans R". On considére son
développement taylorien au voisinage de y, € R":

O(y, + v) = O(y,) + Jv + Qv),

ouJ = J(y,) est la matrice jacobienne, et Q = Q(y,) est une application
polynémiale ne contenant que des termes au moins quadratiques.

Soit J* la matrice transposée de la matrice des mineurs de J. D’apres les
formules de Cramer, J*J = 61, ou 6 = det(J) et I est la matrice unité.

2.2. LEMME DE NEWTON. Supposons que 6 = d(y,) # 0. Posons M =
I T*Q(poll. Si I'on a ®(y,) = 6(yo)*h avec | J*h| < jmin(1, 1/|6(y,)l,
1/2M), il existe u € R" avec |u| < 2| J*h| tel que ®(y, + ou) = 0.
Démonstration. On désire avoir

D(y, + ou) = &h + 8Ju + Q(6u) = 0.

Multipliant par J* et tenant compte du fait que, Q ne contenant que des
termes au moins quadratiques, Q(Ju) est divisible par &2, il suffit que I’on ait

u = —J*h — J*Q(u)/d*.
Pour |u|, || € w = min(l, 1/|d]|, 1/2M), on a
|J*Q(0u)/6* — J*Q(6v)/8*| < |u — v| max(lul, [v)) M < Yu — v|.

Posonsu, = 0,etu, = —J*h — (1/6*)J*Q(6u,_,) pourn > 1. D’aprés un
raisonnement classique, on montre par induction que

1 1
[u, — u, | < F'ul — uy| < i1 [J*h|

et donc
lu,] < 2|J*h| < w.

Ceci montre que la suite u, est de Cauchy, et donc converge vers une limite
u qui est solution de notre probléme et vérifie |u| < 2 |J*A|.
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3. Démonstration de la Proposition 1.6

Soient {f;},.; avec f; € R[Y], et I ensemble fini; et soit j € R" tel que
() =0, jel o

Soit F = Fr(R) le corps des fractionsde R. Ilexiste t = (¢, ..., t,) €R’,
base de transcendance sur F, et & € R algébrique sur F(7) tels que F(z, &) =
F(y). On a

- @, (1) =y Qoi(t-s a)
N TG

avec ¢, € R[T, A, Y,e R[T]ety,(t) # 0,ouT = [T,, ..., T,] et A sont
des indéterminées.

Soit g(, A) le polyndme minimal de & sur F(7). On peut supposer que
g € R[T, A]. Comme F est de caractéristique 0, (0g/0A4) (f, @) # O.

Posons & = (dg/0A) (T, A)II"_, y,(T). Comme g(t,&) = 0 et y,y,(f) —
(%) =0, 1 < i < n, le polyndme 8*(z, &) divise g(z, &) et y,(f) —
0,(t, a),1 < i < n, donc d’aprés la propriété de division continue, il existe
(¢, B, z) € R**'*" arbitrairement proche de (Z, &, ) tel que 6*(¢, B, z) divise
g(t9 ﬁ) et Z['//i(t) - (pi(t’ ﬂ)a l<i<n

Considérons I’application @,

(@, y) = @, ), (y¥:(1) — @1, 2)), 1 < i< n),

application polyndmiale de R'*" dans R'*". On voit que le déterminant de
sa matrice jacobienne est . En prenant (¢, f, z) suffisamment proche de
(1, &, ), on aura

M(t, B, z) == | J*Q|l proche de M(, 4, g),
3(t, B, 2) proche de (1, a, ) # 0,
|®,(B, 2)/0°] proche de [Dx(a, 7)/0°| = 0.

On sera donc dans les conditions d’application du lemme de Newton et par
conséquent il existe (a, y) € R'*" proche de (&, ) tel que g(t, ®) = 0 et
y¥(0) — @,(t,x) = 0,1 < i € n. Comme R est algébriquement clos dans
R et que g(t, A) € R[A], on voit que « € R. On voit ensuite, pour les mémes
raisons, que y,; € R, 1 < i < n.

Enfin, pour tout j, S x [T, DYWAT)], . ..) = &(T, Ah(T, A)
puisque fi(. . ., [@,(z, )]/[Y, ()], . . . ) = 0. On peut choisir ¢ suffisamment
proche de 7 de sorte que les dénominateurs ¥,() et les dénominateurs de
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h,(t, «) ne s’annulent pas. On voit alors que, pour y construit précédemment,
on aura f,(y) = 0.

4. Théorémes de préparation et de division
Théorémes de division et de préparation dans O[[X]]

4.1. Nous gardons les notations de 1.3.

On pose X' = (X, ..., X,_).

Soitf = X ,4a,(X)X), € O[[X']][X,] = O[[X]]. On dit que fest distinguée
en X, dordre s si:

a,(0) est une unité de O et |a;(0)| < |a,(0)] = 1pourj < s.
Soit P € O[[X']][[X,,] de degré s en X,,. On dira que P est distingué si P est
distingué en X,, d’ordre s.

Nous rappelons les théorémes classiques de division et de préparation
dans les anneaux de séries formelles.

4.2. THEOREME DE DIVISION. Soit f € O[[X]] distinguée en X,, d’ordre s. Pour
g € O[[X]] il existe un unique h € O[[X]] et un unique u € O[[X'1][X,], avec
degyu < s, tel que

g =/h+u
De plus on a

lgl = max(|A], [u]).

4.3. THEOREME DE PREPARATION. Soit f € O[[X]] distinguée en X,, d’ordre s. 11
existe P e O[[X'][X,] distingué de degré s et w unité de O[[X]] tels que
f = Pw.

Théorémes de division et de préparation dans A,,.
4.4. Pour établir les théoréemes de division et de préparation dans le cas des

séries formelles algébriques nous reprenons les démonstrations de Lafon
[Laf] dans un contexte similaire. On utilise une technique de substitution.
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4.5. PROPOSITION. Soit P € O[[X'1][X,,] un polynéme distingué de degré s en
X ,. Notons Q une cloture algébrique de K((X")), et soit y une racine de P dans Q.
Effectuons la division de g € O[[X]] par P: g(x) = P(X)h(X) + w(X’, X,,).
Posons g(X', y) = u(X’, y) € Q. Alors I'application g(X) — g(X’, y) est un
homomorphisme de O-algébres de O[[X]] dans Q.

Démonstration. C’est évident.

4.6. PROPOSITION. Avec les notations de 4.5, soit g € A,, tel que g(X’, y) = 0.
Alors y est algébrique sur O[X’).

Démonstration. Si g € A,, on a une équation de dépendance algébrique:
a,(X)g(X) + -+ + a,(X) = 0 avec g, € O[X] et a, non identiquement
nul. En substituant y a X, il vient aq,(X’, y) = 0.

4.7. PROPOSITION. Soit P € O[[X']][X,,] un polynome distingué unitaire, P =
X5+ a,_ (X)X + - -+ + ay(X’). Supposons qu'il existe h € O[[X]] tel
que Phe A,,. Alors Pe A,,_[X,]ethe A,.

Démonstration. Soit y une racine de P dans Q (avec les notations de 4.5).
Posons g = AP. On a g(X’, y) = 0 et donc d’aprés 4.6 y est algébrique sur
O[X’]. Comme les g, sont, au signe prés, les fonctions symétriques élémen-
taires des racine de P dans Q, les g, sont algébriques sur O[X”] et sont donc
dans A4,,_,. Puisque g et P sont dans 4,,, h I’est aussi.

4.8. THEOREME DE PREPARATION DANS A4,,. Soit f € A,, distinguée en X,, d’ordre
s. Alors il existe un unique polynéme unitaire distingué P € A,,_,[X,,] de degré
s en X,, et un unique w unité de A, tels que f = Pw.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 4.3 et 4.7.

4.9. THEOREME DE DIVISION DANS A,,. Soit f € A,, distinguée d’ordre s en X,,.

Alors pour tout g € A,, il existe un unique h € A,, et un unique u € A,,_,[X,],
avec degy u < s, tel que

g = fh+ u
De plus on a

gl = max (|A], |u]).
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Démonstration. Grace a 4.8 on peut supposer que f est un polyndéme distin-
gué unitaire de degré s en X,. Dans O[[X']][X,,] on peut considérer une
décomposition en produit de facteurs irréductibles de la forme f = f, . . . f,
ou les f; sont des polyndmes unitaires distingués en X,,. Alors la Proposition
4.7 montre que les f; sont dans 4,,_,[X,,]. Puisque si I’on a une division pour
chaque f;, on a une division pour leur produit f, on peut supposer de plus
que f est irréductible.

D’aprés 4.2 on peut effectuer la division dans O[[X]] et I’on obtient 4 €
Ol[X1), u € O[[X']1[X,]. 1l suffit de montrer que u € 4,,_,[X,,] car alors il
découlera de 4.7 que 4 € A,,. Ecrivons

u = u_ (X)X + -+ u(X0).

Soient y, . . . y,les racines de fdans Q. Les racines sont toutes distinctes (car
car K =0).0Onapourj=1...s

gX,y) = u_ (X)y7 4+ up(X0).

Le systeme lin€aire donne les #;(X”) comme fonction rationnelle des y, et des
g(X’, y;) (le déterminant du systéme est un déterminant de Vandermonde,
non nul parce que les y; sont tous distincts). On sait que les y; sont algébri-
ques sur O[X"]. Il nous suffit donc de démontrer que les g(X”, y;) sont aussi
algébriques sur O[X’] pour terminer la démonstration. Or g satisfait une
équation de dépendance algébrique: a,(X)g"(X) + -+ + a,(X) =0
avec a, . . . a, € O[X]. On peut supposer que les g, n’ont aucun facteur
commun non constant. Si a,(X’, y;,) = - - - = a;(X’, y;) = 0 alors aussi
a,(X’, y;) = 0, ce qui contredirait la supposition précédente, donc 'un des
a(X’, ), 1 < i< n, n’est pas nul et g(X’, y;) est donc algébrique sur
O[X'][ y;] et donc sur O[X"].

Théorémes de division et de préparation dans A,
4.10. THEOREME DE DIVISION DANS A,,. Soit f € A,, distinguée d’ordre s en X,,.

Alors pour tout g € A, il existe un unique h € A,, et un unique u e 4, _,[X,,],
avec degy u < s, tels que

g = fh+u

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou fe 4,,.
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L’application g — (h, u), 4,, — (A,,, (4,,_,)) définie par le Théoréme de
division 4.9 est linéaire et continue. Comme A,, est dense dans 4,, et que 4,
et (4, ) sont complets, cette application se prolonge en une application
Ay (dy, (2,2,

Montrons maintenant que pour g fixé, 4 et u dépendent continiiment de
f. Soient g € 4,,, f, et f, € A, distinguées s en X,,. On a

g = fih+u = filh +u,.
On en déduit

fr = fdh = fithy — ) + uy — w

et donc, par la continuité de la division,

Lo = Al 2 [(fe = D] = max(h — hyl, |, — w)).

Soit f € A,, distinguée d’ordre s en X,,. Considérons une suite f, € A4,, conver-
geant vers f. Pour | f, — f| < 1, f, sera aussi distinguée en X, d’ordre s.
Pour g € 4, fixé, le quotient et le reste de la division de g par f, forment des
suites de Cauchy qui convergent donc vers des limites qui sont le quotient
et le reste de la division de g par f.

4.11. THEOREME DE PREPARATION DANS A,,. Soit f € A, distinguée d’ordre s en
X,,. 1l existe un polynéme unitaire P € A,,_|[X,] distingué de degré s en X,
et une unité w de A,, tels que f = Pw.

5. La propriété d’approximation pour le couple 4,, = A4,,.

5.1. Soit # un anneau unitaire, commutatif, intégre, muni d’une valuation
ultramétrique. Dénotons par I' une extension valuée compléte, algébrique-
ment close, du corps des fractions de £.

Soit u = X, o4, Y’ € Z[[Y]], algébrique sur Z[Y], tel que sup|y| <
+ 00. Alors u(Y) définit une fonction analytique bornée dans la boule
B0, 17) = {yeT;|y| < 1}. Dans cette boule  n’a qu’un nombre fini de
zéros: en effet, considérons I’équation satisfaite par u a (Y )u’'(Y) + - - - +
a,(Y) = 0 avec a; € R[Y] et a, non identiquement nul, si y est un zéro
de u, c’est forcément un zéro de g, et g, étant un polyndéme n’a qu’un
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nombre fini de zéros. Si N est le nombre de zéros de u dans B(0, 1) comptés
avec leur multiplicité, il est bien connu que I'on a alors |uy| = sup;|u;|. Ce
que l'on retiendra, c’est qu’il existe un indice N tel que |uy| = sup;|u.

Alors on voit par récurrence sur m que si u = X,a,X’ € 4,,, il existe
un multi-indice u tel que |a,| = sup,|a,|. En effet on peut écrire u =
Zu(X')X], € A,_,[[X,]] avec u algébrique sur 4,,_,[X,] et on a automati-
quement || < 1. Donc il existe un N tel que |uy| = sup,|y,| = sup,|a,l.
D’aprés I’hypothese de récurrence il existe alors un u € N” avec u,, = N tel
que |a,| = |uy| ce qui démontre notre assertion.

Pour u = X,a,X" € A,, on posera

n() = inf(ul = m+ -+ p,ila| = luf = sup,a]).
D’aprés ce que nous venons de montrer cette définition a bien un sens.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la Proposition 1.9, ce
qui démontrera la Théoréme 1.4 ainsi que nous ’avons observe.

5.2. Démonstration de la Proposition 1.9. Soient g, f,, ..., f. € A,[Y] avec
Y=(Y,...,Y), et soit y € A" tel que g(7) divise f,(7), 1 < i < r,
(g(y) # 0).

Comme g(7) € 4, d’aprés 5.1 |g( 7)| appartient au groupe des valeurs de
0. Soit ¢ € O tel que |c| = |g( )|, alors ¢ divise g(7) et |g()/c] = 1. Soit
s = n(g(y)) = n(g(y)/c). On peut, par un changement de variables linéaire,
se ramener au cas ou g( y)/c est distingué en X,, d’ordre s. Donc, en appli-
quant le Théoréme de préparation 4.11, on a

g(y) = c¢p(X,) x unité

avec p = X3 + pXs ' + -+ + p, p; € A,,_,, p distingué.
Effectuons la division par p (Théoréme 4.10)

y = ﬁ Zv + | .}_)vai{n Zve /Ima .}-}vje"qm—l'
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En appliquant la formule de Taylor, on voit que p divise g( 7") et f;( '),
I<i<sr

Remplagons p, et y,; par des variables P, et Y.

Faisons la division suivant les puissances de X,, de

s—1 s—1
g(Z Y,jX"/,,...>,ﬁ<z YUX,{,,...>
j=0 Jj=0

par P = X, + PX;' + -+ P,

s—1
g = PO+ ) GJx,
=0

J
s—1

fi= PO+ Y EX,
J=

ou (;j, E, € Am—][Ra va/]
Par construction, p, et y,, sont solutions des équations G, = 0, F; = 0.

D’apres I’hypothése de spécialisation continue pour lecouple 4,,_, < 4,,_,,
on peut trouver des solutions arbitrairement proches p;et y, € 4,,_,. On pose

p =X +pnX "+ +p
s—1 )

y o= Yy X, I1<v<n
Jj=1

Alors p divise g( y') et £:( ).

On choisit z € A”, arbitrairement proche de zZ, et onpose y, = p z, + y..
Donc y appartient a A), et est arbitrairement proche de y. De plus, p divise
g(y)etfi(y),1 < i < r.Poury suffisamment proche de y, on aura |g(y) —

g(p)| < |g(P)| et donc [g(y)| = |g(¥)| = |c|, alors c divise g(y) et

|g(y)/c| = 1. De plus g( y)/c sera aussi distingué d’ordre s en X, et comme
deg p = son aura g(y) = ¢ p x unité. Enfin comme g( y) divise f;( ) on
al|fi(p)| < |g(p)| = |c| et donc pour y assez proche de j on aura encore

| f.(»)] < |c| ce qui montre que c divise f;( y). Puisque ¢ p divise f;( y), g(»)
aussi divise fi(y), ] < i< r.
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