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0. Introduction

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur un corps k algébriquement
clos de caractéristique nulle. Soit H un sousgroupe algébrique de G. L’espace
homogéne G/H ou le couple (G, H) est dit sphérique s’il vérifie I'une des
conditions équivalentes suivantes:

(i) Il existe un sous-groupe de Borel B de G tel que BH soit ouvert dans
G (un tel sous-groupe de Borel sera dit “opposé a H).

(ii) Quel que soit le G-module rationnel simple M, et le caractére y de H,
I’espace vectoriel des éléments de M de poids y sous H, est de
dimension au plus 1.

(iii) Soit X une variété algébrique (irréductible) sur laquelle G opére
réguliérement. S’il existe une G-immersion ouverte G/H —, X,
alors X ne contient qu'un nombre fini de G-orbites (cf. [A]).

Lorsque G/H est quasi-affine, (ii) équivaut a

(i1)" Quel soit le G-module rationnel simple M, la dimension de ’espace
HM des points fixes de H dans M, est au plus 1.

(Pour plus de détails, voir [BLV] et [B1]).

Il est clair que le fait que G/H soit sphérique ne dépend que des algébres
de Lie de G et H. La liste des couples sphériques (G, H), ou G est simple et
simplement connexe, et H est réductif connexe, a été établie par M. Kramer
(cf. [K]). Le but de ce travail est de décrire tous les couples sphériques. Pour
cela, on se raméne d’abord au cas ou H est réductif (c’est I'objet de la
premiére partie). Puis on classe les couples sphériques (G, H) ou G est
simplement connexe et H est réductif connexe, généralisant les résultats de
Kréimer: dans la deuxiéme partie, on détermine les couples (G, H) comme
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ci-dessus, tels que tout sous-groupe entre H et G soit réductif (faute de
mieux, un tel H sera dit “trés réductif”” dans G). Les couples restants sont
classés dans la troisiéme partie.

Une partie des résultats a ét€ annoncée dans [B2]. Apres avoir terminé ce
travail, j’ai appris que la classification des couples sphériques (G, H) avec
H réductif, avait déja été obtenue par I.V. Mikityuk, en avril 1985; ses
résultats ont été publiés dans [M]. Comme le point de vue de Mikityuk (les
systémes hamiltoniens complétement intégrables sur les espaces homogénes;
voir aussi [GS]) et ses méthodes sont différentes des miennes, je crois que ce
qui suit présente encore quelque intérét.

Résumons le résultats de cette classification. Il est clair que si (G’, H') et
(G”, H") sont des couples sphériques, alors (G x G”, H x H”) est aussi
sphérique. One peut donc se borner a classer les couples sphériques ““indé-
composables”. De plus, on peut supposer que G est semi-simple d’apres [K],

§4.

THEOREME. La liste suivante est celle des couples sphériques indécomposables
(G, H) (avec G semi-simple simplement connexe, et H réductif connexe):

1) G est simple et H figure dans la table de [K].

2) Hestsimpleet G = H x H ou H est plongé diagonalement dans H x H.

3) H~ SL2) et G = H x H x H ou H est plongé diagonalement.

4) 1l existe troise groupes réductifs G', H', K’ tels que G = H x G’
et H=H x K ou H x K' iy, G’ et H est plongé dans G par
H x KK - H x G

(u,v) = (u, i(u, v)).

De plus, G’, H’', K’ est 'une triplets suivants

Sp(2n + 2), SL(2), Sp(2n); Sp(2n + 4), Sp(4), Sp(2n)
SO(n + 1), SO(n) {1}; SO(R), Spin(7), {1}.

5) G =Sp2m + 2) x Sp(2n + 2) et H = SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n),
ou H est plongé dans G par (t, u,v) > (t ® u, t @ v).

6) G = Sp(4) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2) et H = SL(2) x SL(2) x
Sp(2m) x Sp(2n), ou H est plongé dans G par (t, u, v, w) > (t ® u,
t® v, u ®w).

7 G=Sp2l+2) x Sp2m + 2) x Sp2n+ 2) et H = SL(2) x Sp(2l) x
Sp(2m) x Sp(2n), ou H est plongé dans G par (t, u, v, w) - (t @ u,
t® v, t D w).

8) G = SL(n) x SL(n + 1) et H = SL(n) x k*, ou H est plongé dans G
par (u, 2) — (u, Alu @ A™").
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9 G =SLm + 2) x Sp(2n + 2) et H = SL(2) x SL(m) x Sp(2n) ou
H = SL(2) x SL(m) x Sp(2n) x k*, ou H est plongé dans G par
(, v, w, ) » (A"u @ A7 %0, u @ w).

REMARQUE. Les couples sphériques (G, H) ou H est réductif connexe du méme
range que G, sont les produits des couples des types suivants:

(1) G est simple et H est le centralisateur d'un élément d’ordre deux de G.
(i) G = SO2n + 1) et H = GL(n).
(i) G = Sp(2n) et H = k* x Sp(2n — 2).
(iv) G est de type G, et H = SL(3).

Dans ces énoncés et par la suite, on se livre 4 de nombreux abus de notations,
qui consistent a identifier des groupes isogenes. Bien siir, ces abus auraient
€té évités en énongant tous les résultats en termes d’algébres de Lie, mais cela
aurait (encore) alourdi la présentation.

I. Comment se ramener aus cas d’un sous-groupe reductif

I.1. PROPOSITION. Soit H un sous-groupe algébrique de G. Soit H = H"K une
décomposition de Levi de H (i.e. H" est le radical unipotent de H, et K est un
sous-groupe réductif maximal de H). Soit P un sous-groupe parabolique de G,
avec une décomposition de Levi P = P*L, tel que H* = P*et K = L (un tel
sous-groupe existe d’aprés [Hu] 30.3) Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) H est spérique dans G.

2) Un sous-groupe de Borel B, de L a une orbite ouverte dans P/H.

3) K a une orbite ouverte dans P*|H" et le K-stabilisateur générique de P*|H"
est sphérique dans L.

4) K est sphérique dans L et si B, est un sous-groupe de Borel de L opposé a
K, alors B, n K a une orbite ouverte dans P*/H*.

(Dans le cas ou P est un sous-groupe de Borel de G, ce résultat a aussi été
obtenu, indépendamment, par F. Knop).

DEMONSTRATION. 1) = 2). Soit B un sous-groupe de Borel de G tel que BH
soit ouvert dans G. Alors BP est ouvert dans G, donc il existe un sous-groupe
de Levi L’ de Ptelque B n P = B, soit un sous-groupe de Borel de L’. Soit
P’ = BL’: alors P’ est un sous-groupe parabolique de G, et P n P’ = L’.
La multiplication dans G induit des isomorphismes P“ x B, = B et
P* x P= BP,dou P* x B, ,H = BH. Comme BH est ouvert dans G,
on voit que B, H est ouvert dans P. Comme L et L’ sont conjugués dans P,
le groupe B, a une orbite ouverte dans P/H.
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L x P*/H* - P/H

(l, uH") » luH
isomorphisme L x , P‘/H* = P/H, ou K opére sur L x P“/H* par
k-, uH*) = (lk™', kuk~'H"). L’hypothése 2) revient a dire que B, x K
a une orbite ouverte dans L x P*/H*; en particulier K a une orbite ouverte
dans P*/H". De plus, si x € P*/H" est tel que K * x est ouvert dans P*/H",
alors B; a une orbite ouverte dans L x , K- x ~ L/K_,i.e. K, est sphérique
dans L.

3) = 4). Avec les notations précédentes, on peut choisir B; tel que
(B, x K)- (1, x) soit ouvert dans L x P*/H*. En considérant la premiére
projection L x P“/H" — L, on voit que B; K est ouvert dans L, et que
(B, n K) + x est ouvert dans la fibre P*/H".

4) = 1). Soient P’ un sous-groupe paraboliquede Gtelque P’ n P = L,
et B = P’“B,. Alors B est un sous-groupe de Borel de G, et la multiplication
dans G induit un isomorphisme P** x B, = BH. Il suffit donc de montrer
que B, a une orbite ouverte dans P/H ~ L X, P*/H", ce qui résulte facile-
ment des hypotheéses.

2) = 3). Le morphisme se factorise en un L-

1.2. PROPOSITION. On conserve les mémes notations. Soit H vérifiant 'une des
conditions 1) a 4). Soit B un sous-groupe de Borel de G tel que B n P = B,
soit un sous-groupe de Borel de L, opposé a K. Soit K - x I'orbite ouverte de
K dans P*/H": alors 'application

Do > Pk,

I I
{vecteurs propres de} {Vecteurs propres de B, x Kx}

B x H dans k(G) dans k(L)
S > fl

est un isomorphisme de groupes.

(On note k(G) le corps des fonctions rationnelles sur G: les éléments de %,
s’interprétent termes de vecteurs propres de H dans les G-modules simples;
voir [BLV] §2).

DEMONSTRATION. Soit P’ un sous-groupe parabolique de G tel que
B c PetP nP = L.Sife Py, alors fest invariante par P’ a gauche
et par H" a droite . Comme la multiplication dans G induit une immersion
ouverte de P x P dans G, la restriction a P induit un isomorphisme de

groupes

Py = {vecteurs propres de B, x K dans k(L x P“/H")}.
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Comme k(L x P“/H") ~ k(L x K-x) ~ k(L x K/K,), la proposition
1.2 en résulte aussitot.

I.3. REMARQUE. Il existe une (G x k*)-variété Xetun (G x k*)-morphisme
plat p: X - Al(k) (ou G opére trivialement sur A'(k) et k* opére par
homothéties) tels qu’on ait des G-isomorphismes: p~'(0) ~ G/P*K_ et
p~'(t) ~ G/H pour tout ¢ € k*. Autrement dit, ’'espace homogéne G/H est
une déformation G-équivariante de G/P*K, (Dans [B1] une construction
analogue est utilisée pour montrer que B n’a qu'un nombre fini d’orbites
dans G/H).

DEMONSTRATION. 11 suffit de prouver I’énoncé analogue lorsque G est rem-
placé par P. Soit 4 un sous-groupe a un parametre du centre de L tel que
G(4) = P.Soit R I'algébre des fonctions réguliéres sur la variété affine P/H.
On définit une filtration décroissante de R par

R, = {feR| lir{)l A(t)t~"f existe dans R}.

Cette filtration est stable par P, et P* opére trivialement sur I’algébre
graduée asociée S (car P = G(4)). De plus R ~ S comme L-algebres (car
L = C;(A)). On a donc une P x k*-variété Y, et un P x k*-morphisme
plat p: Y —» A'(k) tels que p~!(0) ~ Spec S et p~!(1) ~ Spec R comme
P-variétés. De plus P a une orbite ouverte dans Spec S (car B; a une orbite
ouverte dans Spec R). On peut donc prendre pour X la réunion des P-orbites
de dimension maximale dans Y.

1.4. Les propositions 1.1. et 1.2. permettent de classer les espaces homogénes
sphériques par “‘induction”. Pour cela, il faut préciser la proposition 1.

DEFINITION. Le sous-groupe algébrique H de G est appelé “trés réductif ™ si
tout sous-groupe de G contenant H est réductif.

LEMME. Soit H un sous-groupe algébrique de G, avec une décomposition de
Levi H = H"K. Il existe alors un sous-groupe parabolique P de G, avec une
décomposition de Levi P = P“L, tel que H* — P* et que K soit tres réductif
dans L. Si Q est un autre sous-groupe parabolique de G vérifiant les mémes
conditions, alors P n Q contient un sous-groupe de Levi de P et Q.

DEMONSTRATION. Soit P = P“L tel que H* = P*,que K = L et que P soit
minimal pour ces propriétés. Montrons que P convient: en effet si K n’est pas
trés réductif dans L, alors K est inclus dans un sous-groupe non réductif de
L, donc dans un sous-groupe de Levi £ d’un sous-groupe parabolique
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propre de L. On peut choisir un sous-groupe parabolique P de G tel que
Pgc PetPAnL> L Alors H =« P* < P'et K = L, ce qui contredit la
minimalité de P. Soit Q un sous-groupe parabolique de G vérifiant les
conditions du lemme. Soit M un sous-groupe de Levi de Q tel que K soit tres
réductif dans M. Comme K n’est inclus dans aucun sous-groupe parabolique
de M, on voit comme précédemment que Q est minimal tel que H* < Q" et
K c M.Deplus Q" = Q“(P n Q) est un sous-groupe parabolique de G (cf.
[BT], Proposition 4.4); ona H* =« Q™ et H =« Q' = Q donc Q' = Q. Par
suite, P n Q contient un sous-groupe de Levi de Q. De méme, P n Q
contient un sous-groupe de Levi de P. Le lemme est démontré.

I.5. La proposition I.1 et le lemme 1.4 rameénent la classification des espaces
homogénes sphériques au cas ou H est réductif; de plus on a le

COROLLAIRE. Pour un sous-groupe réductif H de G, les conditions suivantes
sont équivalents:

1) H est sphérique dans G.

2) 1l existe un sous-groupe parabolique P de G, et un sous-groupe de Levi L
de P, tels que H soit sphérique et trés réductif dans L, et que si B, est un
sous-groupe de Borel de L opposé a H, alors By n H a une orbite ouverte,
dans P".

Un tel sous-groupe L de G est alors sphérique dans G. On va classer les
couples (G, L) possibles, dans le cas ou G est simplement connexe (on peut
toujours s’y ramener; cf. [K], Satz 1).

PROPOSITION. Soit L un sous-groupe de Levi d’'un sous-groupe parabolique de
G. Ecrivons G = IlI_, G; ou chaque G; est simple; alors L = Il;_, L; ou
L =LnG,.

Pour que L soit sphérique dans G, il faut et il suffit que chaque (G,, L,) figure
dans la liste suivante:

G L Lie (P*) comme L-module

SL(m + n) G n (GL(m) x GL(n)) k™ ® (k")*

Sp(2n) k* x Sp(2n — 2) k @ k>?

Sp(2n) GL(n) S2kn

SO(n),n = 5 k* x SO(n — 2) k"2

SO(2n) GL(n) Ak

S022n + 1) GL(n) k" ® ANk

E k* x D représentation spinorielle
irréductible de Dj

E, k* x Eg représentation irréductible de
dimension 27 de E
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(dans la derniére colonne on indique 'action de la partie semi-simple de L
sur I’algébre de Lie de P*, le centre de L opére par homothéties).

DEMONSTRATION. Pour que L soit sphérique dans G, il faut et il suffit que
chaque L, soit sphérique dans G,. Comme L, est un sous-groupe réductif du
groupe simple G,, le couple (G;, L;) figure dans la table de [K], et on about
it immédiatement a la liste ci-dessus.

I1. Classification des sous-groupes sphériques “trés réductifs” des groupes
réductifs

I1.1. On va classer les espaces homogénes sphériques G/H, ou H est connexe
et trés réductif dans le groupe (simplement connexe) G.

Dans cette classification, la “hauteur” de H, définie ci-dessous, va jouer
un réle important.

DEFINITION. Le sous-groupe connexe H est de hauter au plus n dans G s’il
existe une décomposition. G = Ili_, Giet H = II|_, H;avec H, = H N G,et
toute chaine de sous-groupes connexes distincts entre H; et G, est de longueur
au plus n.

On va prouver que si H est sphérique et trés réductif dans G, alors H est de
hauteur au plus 3 dans G; on va aussi déterminer successivement les couples
(G, H) de hauteur 1, 2 et 3.

I1.2. PROPOSITION. Les couples sphériques (G, H) ou H est trés réductif de
hauteur 1 dans G, sont les produits directs des couples des types suivants:

a) G est simple et H est un sous-groupe sphérique réductif, maximal, de G (de
tels couples sont énumérés dans la table de [K]).
b) H est simple et G = H x H avec H plongé diagonalement.

DEMONSTRATION. Il existe un décomposition G = I1;_, G, et H = II'_, H,
ou chaque H, est un sous-groupe maximal de G;. D’aprés [D], Theorem 15.1,
le couple (G, H) est du type a) ou b). Par ailleurs, un couple du type b) est
toujours sphérique, car symétrique (cf. [He], Chap. VIII, Thm 5.3 et Thm
5.4).

I1.3. PROPOSITION. Les couples sphériques (G, H) ou H est trés réductif de
hauteur 2 dans G, sont les produits directs des couples de types suivants:
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¢) H~ SLQR)et G = H x H x H ou H est plongé diagonalement.

d) Il existe trois groupes réductifs G', H', K’ tels que G = H x G’
et H=H x K ou H x K <i, G' et H est plongé dans G par
H=H xG > H x G =G.

W, k) - W, i(H, k)
De plus, (G’, H', K’) figure dans la liste suivante:

G’ H’ K
Sp(2n + 2) SL(2) Sp(2n)
Sp(2n + 4) Sp(4) Sp(2n)
SO(n + 1) SO(n) {1}
SO(8) Spin(7) {1}

e) G = SpC2m + 2) x Sp(2n + 2) et H = Sp(2) x Sp(2m) x Sp(2n),
ou H est plongé dans G par (t, u, v) > (t ® u, t ® v).

DEMONSTRATION. Si H est trés réductif de hauteur 2 dans G, alors H est un
sous-groupe maximal d’un sous-groupe H de hauteur 1 de G, ou (G, H) se
décompose en produit de tels couples. Donc d’aprés [D], loc. cit., (G, H) est
produit de couples des types suivants:

(i) Hestplongé diagonalementdans H x H x H = G;on peut supposer

que H est simple.

(ii) H est un sous-groupe maximal de H; on plonge diagonalement A dans
H x H = G. On peut supposer H simple.

(iii) (G, H) est de type d), ou on peut supposer G’ simple.

(iv) Il existe des groupes réductifs H’, K|, K,, G,, G, tels que H' x K, soit
un sous-groupe maximal de G; pour i = 1,2, et que H = H x
K, x K,soitplong¢dans G = G, x G,par (W, k,, k,) - (Wk,, W'k,).
On peut supposer que G; # H' x K;pouri = 1et 2 (sinon on est dans
le cas précédent).

(v) H est de hauteur 2 dans le groupe simple G.

Dans le cas (i), d’apres [K], §4, on a H = SL(2). Dans le cas (ii), H n’est
jamais sphérique dans G (sauf si G est un tore). En effect, soit M un
H-module simple tel que dim M > 2 et dim “M = 1. Alors M @ M* est
un G-module simple et dim”?(M ® M*) > 2.

On vérifie facilement sur la table de [K] que le cas (v) ne se produit pas
(i.e. tout sous-groupe réductif sphérique non maximal d’un groupe simple
est inclus dans un sous-groupe parabolique).

Pour traiter le cas (iii), on utilise le lemme suivant:
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LEMME. Soient G’, H', K’ comme dans la proposition 11.3. Soit By un sous-
groupe de Borel de H'. Alors H x K’ est sphérique dans H x G’ si et
seulement si By, x K’ est sphérique dans G’.

DEMONSTRATION DU LEMME. On vérifie immédiatement que I’application
(H x GY)/(H x K) - G'|K
(x, Y)H x K') - yx 'K’

est bien définie, et identifie (H’ x G')/(H’ x K’)a G’/K’, ou G’ opére par
translations a gauche, et H’ opére par translations a droite (en effet H’
normalise K”). Soit B un sous-groupe de Borel de G': alors H” x K’ est
sphérique dans H’ x G’ si et seulement si B, x B a une orbite ouverte
dans (H' x G")/(H" x K) ~ G’|K’, c’est-a-dire si B; a une orbite ouverte
dans G'/(By x K’); d’ou le lemme.

Les triplets (G’, H’, K’) vérifiant le lemme sont donc soumis a la con-
dition: (x) dim (B, x K’) > dim B (cf. [K], Satz4). De plus, H* x K’ est
un sous-groupe sphérique de hauteur 1 du groupe simple G’. En testant la
condition () sur les couples de la table de [K], on trouve les possibilités
suivantes:

G’ H K
Sp(2m + 2n) Sp(2m) Sp(2n)
SO(m + n) SO(m) SO(n)
SO(8) Spin(7) {1}
SO(8) SL(2) Sp(4)
E, A, Ay

E, A4, D

E, A4, E,

Il n’est pas nécessaire d’étudier les cas de SO(8), Spin(7), {1} ni de SO(8),
SL(2), Sp(4) puisqu’ils se déduisent par automorphismes extérieurs des cas
de SO(8), SO(7), {1} et SO(8), SO(3). SO(5) respectivement.

Cas de Sp(Cm + 2n), Sp(2m), Sp(2n)
Le groupe B, x K’ est inclus dans le sous-groupe parabolique P, stabil-

sateur dans G’ dun drapeau d’espaces isotropes de dimensions
1,2,...,m Deplus By x K’ contient un sous-groupe de Levi L de P,
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isomorphe a (k*)" x Sp(2n), et (B, x K’)* = BY.. On voit facilement que
la L-variété P*/BY est isomorphe a k" ® k*, ou (k*)™ opére sur k™, et
Sp(2n) opére sur k¥, de fagon naturelle. D’aprés la proposition 1.1 et le
lemme 2.3, le couple (H' x G’, H x K’) est sphérique si et seulement si le
L-module k" ® k* contient une B, -orbite ouverte, i.e. si m < 2. (cf. [B3],

§2).
Cas de SO(m + n), SO(m), SO(n)

Comme précédemment, le groupe B, x K’ est inclus dans le sous-groupe
parabolique P, stabilisateur d’un drapeau d’espaces isotropes de dimensions
LL2,...,r =[m/2] = rg SO(m). Un sous-groupe de Levi K de B, x K’
est isomorphe a (k*)" x SO(n), et la K-variété P*/Bj. est isomorphe au
K-module k" ® k".

Si m est pair, alors K est un sous-groupe de Levide Petr = m/2. D’apres
la proposition 1.1 et le lemme I1.3, H* x K’ est sphérique dans H" x G’ si
et seulement si le K-module k' @ k" contient une B, -orbite ouverte, i.e. si
r=1oun =1 Pourr =1, ona SO2) x SO(m) < SO(m + 2) et on
n’est pas dans le cas tres réductif. Le cas de n = 1 figure dans la liste de la
proposition 11.3.

Si m est impair, alors K est inclus dans un sous-groupe de Levi L de P, et
L ~ (k*) x SO(n + 1). Pour que B, x K’ soit sphérique dans G’, il faut
d’apres la proposition 1.1, 3), que (k*)" x SO(n) ait une orbite ouverte dans
K®k', ie. que r=1 ou n=1. Pour n=1, on a L ~ (k*) x
SO(2) ~ (k*)"*! donc tout sous-groupe de L est sphérique dans L; d’aprés
la proposition 1.1, 3), H* x K’ est sphérique dans H” x G’. Pour r = 1,
le K-stabilisateur générique de k" est le stabilisateur dans L = k* x
SO(n + 1) de deux droites non isotropes distinctes de k"*', et n’est donc pas
sphérique dans L. Par suite H' x K’ n’est pas sphérique dans H" x G’.

Cas de Eg, A,, As

Le groupe B, x K’ estinclus dans le sous-groupe parabolique P de type A,
de E, et contient un sous-groupe de Levi Lde P;ona L ~ k* x A4;. On
vérifie que la L-variété P*/BY, est isomorphe au L-module A*k® ou k* opére
par homothéties et 4; ~ SL(6) opére naturellement. D’apres [Ka], Theo-
rem 3, B, n’a pas d’orbite ouverte dans P*/B},, donc ce cas est exclu.

Cas de E;, A,, D

Le groupe B, x K’ est inclus dans P sous-groupe parabolique de type D
de E,, et contient un sous-groupe de Levi L de P,ona L ~ k* x D,. La
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L-variété P*/BY. est isomorphe a une représentation spinorielle irréductible
de D, sur laquelle £* opere par homothéties. D’apres [Ka], Theorem 3, ce
cas est exclu.

Cas de Eg, A, E,;

Le groupe By, x K’ est inclus dans P sous-groupe parabolique de type E,
de E,, et contient un sous-groupe de Levi Lde P,ona L ~ k* x E,. La
L-variété P*/By, est isomorphe au E;-module simple de dimension 56, sur
lequel k* opére par homothéties. D’aprés [Ka], Theorem 3, ce cas est exclu.

Traitons enfin le cas (iv). Puisque H est sphérique dans G, il est clair
que H' x K, x K, est sphérique dans G, x H' x K,, donc les couples
(H' x G;, H x K;)sont du type (iii). En utilisant les résultats précédents,
on voit facilement que la seule possibilit¢ est H = SL(2) x Sp(2m) x
Sp2n) et G = Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2).

En effet, montrons par exemple que H = Sp(4) x Sp(2m) x Sp(2n)
n’est pas sphérique dans Sp(2m + 4) x Sp(2n + 4) = G. Pour tout
entier / > 0, notons E, la représentation irréductible non triviale de Sp(2/)
contenue dans A’k¥. Alors E,,, ® E,., est un G-module simple, et
(Epiz ® E, )" = (ESE ® EXE)™ = (B, ® k) ® (E, ® k)™ est
de dimension 2.

Montrons enfin que SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n) est sphérique dans
Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2). En effet, on peut voir que si B x B,, est un
sous-groupe de Borel de SL(2) x Sp(2m + 2) opposé a SL(2) x Sp(2m),
alors (B x B,,) n (SL(2) x Sp(2m)) est le produit direct d’un tore central
par un sous-groupe de Borel de Sp(2m — 2) = Sp(2m). On en déduit que
(B, x B,) n (SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n)) est de dimension m* — m +
n* — n + 1. Un calcul de dimensions montre alors que BH = (B,, X B,)*
(SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n)) est ouvert dans G = Sp(2m + 2) x
Sp(2n + 2).

I1.4. PROPOSITION. Les couples sphériques (G, H) avec H tres réductif de

hauteur 3 dans G, sont les produits directs des couples des types

® G = Sp(4) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2) et H = SL(2) x SL(2) x
Sp(2m) x Sp(2n), ou H est plongé dans G par (¢, u, v, w) > (t ® u,
t® v, u@w).

® G = Sp2l +2) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2)et H = SL(2) x Sp(2l) x
Sp(2m) x Sp(2n), ou H est plongé dans G par (¢, u, v, w) > (t @ u,
t@ v, t@w).

DEMONSTRATION. Soit (G, H) sphérique avec H trés réductif de hauteur 3
dans G. Alors H est un sous-groupe de hauteur 1 d’un sous-groupe H
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sphérique trés réductif de hauteur 2 dans G. D’apres la proposition 11.3,
quitte a décomposer (G, H) en produit direct, on est dans I'une des cas
suivants:

1) H est de type d), i.e. H est un sous-groupe maximal de H x K’ <
H' x G’ = G.Ilfaut de plus que le couple (G’, H) soit sphérique et trés
réductif. Mais on vérifie sur la table de [K] que les couples (G’, H x K')
de la proposition I1.3 sont sphériques, trés réductifs minimaux. On a
donc H = H, et ce cas est exclu.

2) H est de type c); alors H ¢ SL(2) ¢ SL(2) x SL(2) x SLQ2) = G
donc H n’est pas trés réductif dans G.

3) Il existe un couple sphérique (G’, SL(2) x K) tel que
H= SL2) x K< (SLQ2))) x G' =G

(u, v)i = (u, u, u, i(u, v))
ou i est l'inclusion de SL(2) x K dans G'.

Soient alors N un G’-module simple, P un SL(2)-module simple et » un
entier positif. Il existe trois SL(2)-modules simples M,, M,, M, et un
SL(2)-morphisme injectif de P" dans M, ® M, ® M,. Le G-module
M, ® M, ® M; ® N est simple donc

1>dim(M,® M, ® M, ® N)¥ = dim (M, ® M, ® M, @ N¥)SL®

d’ou dim (P" ® N¥)St® < 1.

Cette inégalité étant vraie pour P et n quelconques, on en déduit que
N¥ = {0} pour tout G’-module simple N, donc que K = G’, ce qui est
absurde.

4YOnaH=H xK cs H xG x G =G

(W, k) - (W, i(h', k), b
ou G’, H', K’, i vérifie la proposition 11.3 d), et ou (G”, H”) est sphérique
trés réductif de hauteur 1. L’inclusion de H dans G se factorise par

H=H xKcHxHxKcHxH xH xKcH xG xG
W, KY— (W LK) =LK = (WK, i(H,K)).

En particulier, H x K’ est sphérique dans H' x H' x H’ x K’, donc
H' = SL(2) d’aprés [K], §4. Soient M un G”-module simple et » un H’'-
module simple. Alors N® M est un G-module simple (sur lequel G’ opere
trivialement) et (N ® M)# ~ (N ® M )" est de dimension au plus 1. Donc
tout G”-module simple est un H’-module sans multiplicité. D’aprés [K'], on
a G” = SL(2) x SL(2) (ou H’ est plongé diagonalement) ou G” = H'.
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Dans le premier cas, on a H = SL(2) x K’ < (SL(2))’ x G’ = G et on
est ramené au cas 3). Dans le second cas, on a

H = SL2) x K’ = SL2) x SL2) x G’ = G.

LEMME. Soit k* un tore maximal de SL(2). Avec les notations précédentes, H
est sphérique dans G si et seulement si k* x K’ est sphérique dans G’.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soient M, N deux SL(2)-modules simples, et P
un G’-module simple. Alors (M ® N ® P/ = (M ® N ® P¥)S{@ Pour
que H soit sphérique dans G, il faut et il suffit que pour tous M, N, P, on
ait dim (M ® N ® P¥)SL@ < 1, 1i.e. que le k*-module P¥ soit sans multi-
plicité pour tout G’-module simple P. Cette derniére condition équivaut au
fait que k* x K’ est sphérique dans G’, d’ou le lemme.

Il ne reste plus qu’a trouver les triplets (G’, SL(2), K’) de la proposition
I1.3, tels que k* x K’ soit sphérique dans G’. D’aprés la table de [K], 1a seule
possibilité est (Sp(2n + 2), SL(2), Sp(2n)).

5YOnaH=H x K cH xK xG =G
(h, k) > (h, k, i(h, k)

ou G’, H', K’, i vérifie les conditions de la proposition II.3. Un raisonne-
ment analogue a celui du lemme ci-dessus montre que H est sphérique dans
G si et seulement si tout G’-module simple est un H-module sans multiplicité.
D’aprés la proposition I1.3 et les résultats de [K'], ce cas est exclu.

6) Il existe un couple sphérique trés réductif (G’, H'), de hauteur au plus 2,
tel que H soit un sous-groupe de hauteur 1 de = SL(2) x Sp(2m) x
Sp(2n) x H < Sp(2m + 2) x 2p(2n 4+ 2) x G’ = G. On peut sup-
poser que H est maximal dans H; on vérifie alors que H contient
Sp(2m) x Sp(2n), et que H’ est de la forme SL(2¥Y x H” avec
H = SLQy ' x H” x Sp(2m) x Sp(2n). En utilisant le fait que
(G, H) est indécomposable, on montre que deux cas se présentent:

.p = let H = Sp2l), G' = Sp(2l + 2);
H = SL(2) x Sp2l) x Sp(2m) x Sp(2n).
.p =2et H = {1}; G' = Sp(4);

H = SLQ) x SL2) x Sp(2m) x Sp(2n).
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Pour prouver que ces deux couples sont sphériques, on procéde de méme
qu’en I1.3, (iv).

I1. 5. PROPOSITION. [ n’existe pas de couple sphérique (G, H) avec H trés
réductif de hauteur au moins 4 dans G.

DEMONSTRATION. Soit (G, H) un couple sphérique trés réductif de hauteur
4. On peut supposer que H est un sous-groupe maximal de H sphérique trés
réductif de hauteur 3 dans G. On est alors dans ’'un des cas suivants:

1) H est un sous-groupe maximal de SL(2) x SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n) <
Sp(4) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2) = G. On voit aisément que H
contient Sp(2m) x Sp(2n), donc H = SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n) ou
SL(2) est plongé diagonalement dans SL(2) x SL(2). Mais alors
S?k* ® k"t ® k2 est un G-module simple, dont I’ensemble des
points fixes par H est (S?(k* ® k*) ® k* ® k*)5?, qui est de dimension
3. Ce cas est donc exclu.

2) Hestunsous-groupe maximal de SL(2) x Sp(2]) x Sp(2m) x Sp(2n) <
Sp2l + 2) x Sp(2m +2) x Sp(2n + 2). Ce cas est analogue au
précédent.

3) H = SL(2) x SL(2) x Sp(2m) x Sp(2n) = SL(2) x Sp(4) x
Sp(2m +2) x Sp(2n + 2) = G, ou H est plongé dans G par
tuov,w->6LtOut®ov,u®w). Alors ¥ ® K* ® kK" @ k>+?
est un G-module simple, dont I'ensemble des points fixes par H est
KK ®K)® K ® k)LD, qui est de dimension 2.

On ¢élimine de méme le cas ou H = SL(2) x Sp(2l) x Sp(2m) x
Sp(2n) = SL(2) x Sp(2l + 2) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2) = G.

4) H = SL22) x SLQ2) x Sp(2m) x Sp(2n) = Sp(4) x Sp(2m + 2) x
Sp(2n + 2) x Sp(2m) = G; H est plongé dans G par (¢, u, v, w) —>
tPut®d®v,u®wv). Ce cas est exclu car H < Sp(4) x
Sp(2n + 2) x Sp(2m) < Sp(4) x Sp(2n + 2) x Sp(2lm + 2) x
Sp(2m) et Sp(2m) n’est pas sphérique dans Sp(2m + 2) x Sp(2m)
(cf. IL.3). On élimine de méme le cas de H = SL(2) x Sp(2/) x Sp(2m) x
Sp(2n) = Sp(2l + 2) x Sp(2l) x Sp(2m + 2) x Sp(2n + 2) = G.

I11. Fin de la classification
II1.1. On va maintenant déterminer les couples (G, H) sphériques, avec H

réductif mais pas trés réductif dans G. D’apres le corollaire 1.5, il existe un
sous-groupe de Levi L de P sous-groupe parabolique de G, tel que H soit trés
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réductif dans L. De plus, si B, est un sous-groupe de Borel de L opposé a
H, alors B, n H a une orbite ouverte dans P*. L’opération de L dans P* est
linéarisable; on va donc commencer par déterminer les L-modules contenant
une orbite ouverte sous B, N H.

LEMME. Soit E un L-module (rationnel de dimension finie) tel que B, n H ait
une orbite ouverte dans E. On suppose que (L, H) est produit direct de
(L,, H)) et (L,, H,) et que E contient E, ® E, (ou chaque E; est un L;-
module). Alors k* x (B, N H) opére sur E; avec une orbite ouverte (ou k*
opére par homothéties).

DEMONSTRATION. I est clair que B, " H = (B, n H)) x (B, n H,) a
une orbite ouverte dans E; ® E,. D’aprés [BLV], théoréme 3.4, il existe
pour 1 < i < 2, un sous-groupe réductif M; de L, tel que B, n H soit un
sous-groupe de Borel de M,. Soit k[E, ® E,]l’algébre graduée des fonctions
polynomiales sur F;, ® E,; c’est un (M, x M,)-module sans multiplicité
d’aprés ce qui précede. Or pour tout n > 0,

klE, ® E,], > k[E,], ® k[E,],

donc le M;-module k[E;], est sans multiplicité. Cela signifie que le
(k* x M,)-module k[E;] est sans multiplicité, d’ou le lemme.

II1.2. LEMME. Soit (L, H) un couple sphérique indécomposable, avec H tres
réductif dans L. Soit E un L-module tel que k* x (B, n H) ait une orbite
ouverte dans E. Alors E = {0} ou k, et B, n H opére trivialement sur E, sauf
dans l'un des cas de la liste suivante:

L SL(2n) Sp(2m + 2n) SL(n) x SL(n) | SL(2) x Sp(2n + 2)
H Sp(2n) Sp(2m) x Sp(2n) | SL(n) SL(2) x Sp(2n)
E @k
sous-module de: | ou ki @ k k" ou (k")* k?
(k") @ k

DEMONSTRATION. On vérifie cas par cas. Si r est la plus petit dimension des
L-modules simples non triviaux, et si E est non trivial, alors r < dim E <
dim k* x (B, n H) = 1 + dim (B, n H). On voit ansi que E est trivial
dans les cas suivants:
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SO(n) = SL(n); Spin(7) = SO©); G, = SO(7); G, = SO(8);

SOQ2) x Spin(7) = SO(10); SL(3) = Gy; SL(2) x SL(2) = Gy;

B,c F;;Cox A < F,;Cy, < E; F, « Eg; A; x A; © Eg;

A, © E;; Dy x Ay < Ej; Dy © Eg; Ay x E; © Eg; SL(2) = (SLQ2));
SO(n) < SO(n) x SO(n + 1).

Dans les autres cas, on utilisera les notations suivantes: B; est un sous-
groupe de Borel de L opposé a H,et P, = {se€ L|sB,H = B, H}. Alors P,
est un sous-groupe parabolique de L, et on peut choisir un sous-groupe de
Levi M de P, tel que (M, M) < P, n H < M (cf. [BLV] théoréme 3.4).
Donc B, n H contient un sous-groupe de Borel de (M, M).

Cas de Sp(2n) < SL(2n),n = 2. Alors P, n H est de type (4,)" et B, n H
est un sous-groupe de Borel de (M, M), comme on le vérifie facilement par
un calcul de dimensions. De plus dim £ < 1 + dm (B, n H) = 2n + 1
donc E < K @ k ou (K*")* @ k, qui conviennent.

Cas de SO(2m) x SO(2n) < SO(2m + 2n),2 < m < n. Alors B, n Hest
un sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type D,_,, = SO(2n). 1l
faut donc que By, ait une orbite ouverte dans E, donc E est trivial.

Cas de SO2m) x SO2n + 1) = SOC2m + 2n + 1), 2 < m < n. Alors
B, n H est un sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type
B,_,, = SO(2n + 1), et on conclut comme précédemment.

Cas de SOQ2m + 1) x SO(2n) < SO2m + 2n + 1), 0 < m < n. Alors
B, n H est un sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type
B,_,,_, = SO(2n). Pour que E soit non trivial, il faudrait donc que m = 0.

Mais alors on vérifie facilement que si E est un SO(2n + 1)-module simple
non trivial, alors E ne contient pas d’orbite ouverte sous k* X By, -

Casde SO2m + 1) x SO2n + 1) =« SOQ2m + 2n + 2),0 < m < n. Alors
B, n H est un sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type
D,_,, = SO2n + 1). On vérifie, comme dans le cas précédent, que E est

trivial.

Cas de Sp(2m) x Sp(2n) < Sp(2m + 2n), m < n. Alors B, n H est un
sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type (4,)" x C,_,,. De plus
E contient un orbite ouverte sous k* x Bg,,,,,, donc d’apreés [Ka], Theo-
rem 3, tout facteur simple non trivial de E est isomorphe a k*"*2" @ k, qui
convient.
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Casde H <« H x H = L, ou H est simple. Alors B, n H = T est un tore
maximal de H. Il faut que 7 x k* ait une orbite ouverte dans: E, donc que
H soit un sous-groupe de rang maximal de SL(E). Comme H est simple,
on a forcément H = SL(E).

Cas de SL(2) x Sp(2n) = SL(2) x Sp(2n + 2). On vérifie que B, n H est
produit d’un tore central de dimension 1 par un sous-groupe de Borel de
(M, M) ou M est de type C,_, = Sp(2n + 2); de plus B, n H n’est pas
inclus dans Sp(2n + 2). Donc la seule possibilité pour E est k*, qui convient.

Cas de Sp(4) x Sp(2n) = Sp(4) x Sp(2n + 4). Alors B, n H est un
sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type C,_, = Sp(2n + 4).
Donc E est forcément trivial.

Cas de SL(2) x Sp(2n) <« SL(2) x SL(2) x Sp(2n + 2). Alors B, n Hest
un sous-groupe de Borel de (M, M) ou M est de type C,_, = Sp(2n + 2).
De méme E est trivial.

Le cas de couples de hauteur 3 est exclu pour les mémes raisons.

II1.3. PROPOSITION. Soit H un sous-groupe sphérique trés réductif de L, soit
G réductif connexe tel que G o L et que H soit sphérique dans G. Alors
(G, H) est produit de couples déja classés, ainsi que de couples des types
suivants:

G L H
SL(n) x SL(n + 1) SL(n) x k* x SL(n) SL(n) x k*
SL(m + 2) x Sp(n +2)(n > 0) | SL(2) x SL(m) x k* x Sp(2n +2) | SL(2) x SL(m) x Sp(2n) (x k*)

Dans le premier cas, on plonge H dans L en envoyant diagonalement
SL(n) dans SL(n) x SL(n); on plonge L dans G en envoyant k* x SL(n)
dans SL(n + 1). Dans le deuxiéme cas, I'inclusion de H dans L provient
del’inclusion de SL(2) x Sp(2n) dans SL(2) x Sp(2n + 2) (cf. proposition
11.3).

DEMONSTRATION. D’aprés les lemmes III.1 et III.2, on peut supposer
qu’il existe des couples sphériques (L', H) et (L”, H") tels que
H=H x H <« L’ x L” = L et que (L”, H") figure dans la liste du
lemme III.2. On va examiner successivement les cas de cette liste. On
supposera que (G, H) est indécomposable.

Il est utile de remarquer que si G est simple et si L est un sous-groupe de
Levi d’un sous-groupe parabolique de G tel que L soit sphérique dans G, alors
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le diagramme de Dynkin de G s’obtient a partir de L en rajoutant un sommet
(cf. proposition 1.5).

Cas de Sp(2n) < SL(2n). Alors H = Sp(2n) x H' < SL(2n) x L' =
L = G. Comme (G, H) est indécomposable, on voit que G est simple, donc
ce cas a été étudié dans [K].

Cas de Sp(2m) x Sp(2n) = Sp(2m + 2n). Alors H = Sp(2m) x Sp(2n) X
H < Sp(2m + 2n) x L’ = L = G et de méme que précédemment, G est
simple donc ce cas est classé dans [K].

Cas de SL(n) ¢ SL(n) x SL(n). Alors H = SL(n) x H < SL(n) x
SL(n) x L” = L < G.Comme L est sphérique dans G, on voit en utilisant
la liste de la proposition 1.5 que I’on est dans un de cas suivants:

(1) L" = SL(m) x k* et G = SL(n) x SL(n + m).

La L-variété P*est alors isomorphe a k& ® (k™)*, et doit contenir une orbite
ouverte sous B, " H =T x (B, n H’), ou T est un tore maximal de
SL(n). Doncn < 2oum = 1.

Sim = 1,alors H < k* = L’ et T x H’ doit avoir une orbite ouverte
dans k". Donc H = k* et on obtient

H = SL(n) x k* < SL(n) x SL(n) x k* =L < SL(n) x SL(n + 1) =
G, qui convient.

Sin < 2, alors on peut supposer quen = 2. Il fautque 7' x (B, n H’) ait
une orbite ouverte dans k* ® (k™)*. On voit alors, comme dans la démon-
stration du lemme I11.1, que k* x (B, N H’) a une orbite ouverte dans k™.
D’apreés le lemme 111.2, H* = SL(m) sauf peut-tre si m est pair, égal a 2r,
et H = Sp(2r) x k*. Montrons que ce cas est exclu: en effet il faudrait que
T x (B, n H') ~ (k*}* x B, ait une orbite ouverte dans k> ® k¥, ou
(k*)* opére diagonalement dans k2, et (4,) opére dans (k*). Mais alors

dim (K ® ¥) < dim T x (B, n H') ie.,4r < 2 + 2rdoncr = 1,ce
qui est exclu.

Enfin, si H* o SL(m), il est clair que T x (B, n H’) a une orbite ouverte
dans k* ® (k™)*. On obtient ainsi

H = SL2) x SLim)(xk*) = L = SL(2) x SL(m) x SL(2) x k* = G
= SLQ2) x SL(m + 2)

ce qui est le deuxiéme cas de la liste (avec n = 0).
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(i) L' = k* et G = SL(n) x SO(2n) (resp. SOQn + 1); Sp2n)); n > 2.
Alors la L-variété P* est isomorphe a A2k" (resp. k" @ A’k et doit contenir
une orbite ouverte sous T x k*, ou T est un tore maximal de SL(n). Donc
dim P* < n, d’ou immédiatement n < 3 et P* ~ A’k".

Sin = 2, on a affaire a

H

Il

SL(2) x k* =« L = SLQ2) x SLQ2) x k* = G

SL(2) x SO@4) ~ SL(2)}

donc (G, H) est produit de (SL(2) x SL(2), SL(2)) et de (SL(2), k*).
Sin = 3, on obtient

H = SL3) x k* <« L = SL(3) x SL3) x k* = G
= SL3) x SO(6),
qui n’est autre que le cas (déja étudié) de
SL(3) x k* = SL(3) x SL(4).

Cas de SL(2) x Sp(2n) = SL(2) x Sp(2n + 2). Alors H = SL(2) x
Sp(2n) x H < SL(2) x Sp(2n + 2) x L’ = L = G. On voit facilement
que 'on est dans 'un des cas suivants:

(1) L' = k* et G = SL(2) x Sp(2n + 4). La L-variété P* est alors iso-
morphe 4 k @ k*2, ou le groupe B, N H = k* X B,,,_, doit avoir une
orbite ouverte; ce cas est donc exclu.

(ii)) L' = k* x SLm)et G = Sp(2n + 2) x SL(m + 2). La L-variété P“
estisomorphe a kK> ® k™, ou le groupe T x (B, n H’) doit avoir une orbite
ouverte. Comme dans le cas de SL(n) = SL(n) x SL(n), (i), on en déduit
que H’ o SL(m). On obtient ainsi

H = SL(2) x SL(m) x Sp(2n)( x k*)
c L = SL2) x SL(m) x k* x Sp(2n + 2)

c G = SLm+ 2) x Sp(2n + 2).
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(ili) L’ = k* et G = Sp(4). La L-variété P* est alors de dimension 3, et
Sp(2n + 2) opére trivialement sur P*. De plus, B, n H/B; n Sp(2n) est un
tore de dimension <2 (car ce groupe s’identifie au produit d’un tore maxi-
mal de SL(2), et de H’). Ce cas est donc exclu, ce qui termine la classification.
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