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Orbites unipotentes et spectre discret non ramifie
Le cas des groupes classiques déployés
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Soit k un corps global de nombres dans I'introduction et jusqu’en IV. On note A
I'anneau des adéles de k. Soit G un groupe classique simple déployé, défini sur k:
G = SO(2n + 1), Sp(2n) ou O(2n). On note G’ le groupe ‘dual’ de G, i.e. si G est
connexe la composante neutre du L-groupe associé a G; G’ est alors plus
traditionellement noté L G° et si G = O(2n), G’ = O(2n,C). Par exemple, si
G = SO(2n + 1) alors G’ = Sp(2n, C). On note K un compact maximal de G(A)
de la forme K =[], placedek Ko avec K, = G(O,) si v est une place non
archimédienne et O, est 'anneau des entiers du complété k, et avec K, un
compact maximal de G(k,) si v est archimédienne. On s‘intéresse a I’ensemble des
représentations de G(A) intervenant discrétement dans I*(G(k)\G(A)) ayant un
vecteur invariant sous K, dont les données cuspidales (au sens de ([L], chapitre
4)) sont: un tore déployé, T et la représentation triviale du sous-groupe, noyau
des caractéres de la forme valeur absolue d’un caractére rationnel de T. On
montre que cet ensemble est sans multiplicité et est paramétrisé, suivant les
conjectures d’Arthur ([A]) par les orbites unipotentes de G’ ne rencontrant
aucun sous-groupe de Levi propre de G'.

Pour prouver cela, on suit la méthode de Langlands ([L], chapitre 7 et
appendice 3) déja utilisée dans ([M-W]), i.e. on note F I’ensemble des fonctions
de Paley-Wiener sur C" a valeurs complexes. Soit ¢ une telle fonction; on
transforme ¢ en une fonction sur C" a valeur dans I’ensemble des fonctions sur
G(A) invariante a droite par K, notée ¢, de la fagon usuelle, i.e. on fixe B un sous-
groupe de Borel défini sur k ayant un tore déploy¢ et tel que G(A) = B(A)K. On
pose pour g = bke G(A), be B(A), ke K,

d(9)4) = (4 + p)b)p(4)

pour tout AeC" ou p est la demi-somme des racines de T dans le radical
unipotent de B. On note @ la transformée de Fourier-Mellin de ¢, i..

D(g) = f P(g)4) dA
AlRe A=240
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ou A% est un élément de C" (C’est indépendant du choix; dans la suite on
supposera que A° = (4%, ..., 19) vérifie 19 > -+ » 12 » 0).
A @ on associe une pseudo-série d’Eisenstein, notée ®, i.e.

g = Y ¢0g).

€ B(k\G(k)

Langlands a montré que ® € I3(G(k)\ G(A))X. On note W le complété de I'espace
vectoriel engendré par ces éléments ®. Et 'ensemble des représentations que
nous étudions, ici, est le socle de W, i.e. les sous-modules (pour I'algébre des
fonctions C® a support compact invariantes par K) irréductibles de W. En fait,
on calcule, suivant Langlands, la décomposition spectrale de W. Il s’agit de
désintégrer convenablement le produit scalaire induit sur W par celui de
I4(G(k)\G(A)). Partant de ¢ € F comme plus haut et y € F (d’ou aussi ¥), on pose:

(D, B =:(¢, ).

Cela est justifié par le fait que le produit scalaire s’exprime aisément en terme de
¢ et . Pour exprimer le résultat, il faut quelques notations concernant les
orbites unipotentes de G”: soit O une telle orbite; on note Mg un sous-groupe de
Levi de G’ rencontrant O et minimal avec ces propriétés (il est unique a
conjuguaison pres). On identifie Mg a un sous-groupe de Levi standard de G
grace a lidentification des groupes de Weyl (a conjugaison prés). On note
X(Mg) les caractéres de Mg a valeurs dans C*, non ramifiés, i.e. triviaux sur tout
sous-groupe compact ouvert. C’est un groupe isomorphe a C™, pour m
convenable. On note X(My),, le gous-groupe forme des caractéres unitaires.
Pour O fixée, on construit une application de X (M) a valeurs dans I'ensemble
des formes bilinéaires (de rang 1, a cause des hypothéses de K-invariance, sur F),
noté (,)o(4) telle que pour ¢, Y €F, (¢, ¥)o(4) soit holomorphe en Ae X(Mg), et
hermitienne pour A€ X(Mg),. On montre que I'on a:

(® (¥ = %: (¢, ¥)o(4)dA

ieX(Mo),

ou la somme porte sur toutes les orbites unipotentes de G'. On obtient la
décomposition du produit scalaire sur W en prolongeant ce résultat par G(A)-
invariance. La partie discréte de W est celle que 'on obtient pour X(Mo), = {0}
ie. Mg = G'. On va décrire (¢, ¥)o(4); dans le texte, on donne explicitement un
¢élément Ag de C™. Il peut se réaliser a I'aide d’un SL, triplet associé a I'orbite;
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mais jai fait un choix particulier sans autre explication qu’il m’est apparu dans
- le calcul des exemples en petit rang. Il n’y a sirement pas qu’un choix possible
bien que la remarque 1 ci-dessous nécessite des propriétés particuliéres. Les
propriétés particuliére que Ag vérifie sont les suivantes:

(i) il existe un unique élément de W, le groupe de Weyl de G, de longueur
minimal pour la propriété: wig = —Ag; on le note wg;
(i) {eeA*|lwo()¢ A" et (4, &) = 1}| = n — dim X (Mo).

Pour tout xe A™*, le systéme de racines positives déterminé par B, on note H,
I’hyperplan de C" défini par (4, &) = 1. On a:

(iii) Ao + X(Mo) = Nuea*((io.8)=1,wo@¢A* Ha
(iv) {xe A™|(Ao, &) = O}| = sup(l{xe A" |wo(®)eA”, (o, &) = 1}], {xeA™|(do,
&) = —1}|) avec égalité des 3 termes si Mg = G.

En fait, si 'on sait définir Ao pour tout O telle que Mg = G, il y a un choix qui
s’impose de lui-méme pour tout O.
Pour A€ C" et pour o e W, le groupe de Weyl de G, on note:

re, =[] L4 AL &) + Del(A «)).

aeAt|o()¢At

On pose, alors:

no(4) = I1 (4, )+ 1) I1 (%, 3)7 1,
€A% |(Ao,) = —1 aeA*|(ig, @)=0

no(4) = I1 (4, "= 1) I1 (4 3)7 1,
€A™ (Ao, @) =1, wo(@) €A™ aeA*|(ig®)=0

no(4) = no(Ang(4).

On montre que les fonctions méromorphes sur C” suivantes, (¢ et i sont dans
F):

<6;W r(o, —/1)¢(6/1)) no(4)
et

< Y, r(z, wo 1)‘//(—1"’02)) ng(4)

teW
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ont comme singularités des hyperplans affines qui ne contiennent pas
lo + X(Mg). Par restriction, elles définissent des fonctions méromorphes sur
Jo + X(Mg) holomorphes au voisinage de tout point appartenant a
lo + X(Mg),. On vérifie d’autre part qu'en calculant ng(4) et ng(4) par
restrictions successives le long des hyperplans H, pour xe A* tel que (4o, &) = 1
et wo(®)¢ A" (hyperplans rangés dans un ordre convenable, cf. I1.6) on obtient
des fonctions sur g + X(Mg) qui valent 1 si X(Mg) = 0 et en général, sont
linverse d’un polyndme, noté ng(A); 4 x(M)» no(Ai+ xm,) ("ambiguité de la
notation est justifiée par le fait que 'on peut inverser avant ou aprés avoir
restreint). On peut alors définir:

Y, (o, =AM+ x(Mo)

ageW

= < Y. r(o, —Delo 1)"6(/0) o + X(Mo)10 (A i+ X(Mo)

ceW

et une formule analogue pour

( Y r(, wOA)W(—IWOI)>
|0+ X(Mo)

teW

Il est immédiat de vérifier que pour 1€ lg + X(Mg),, on a:

( Y r(, wol)l//(—rwol)> = ( Y —l)!ﬂ(‘tl))
|40+ X(M,) |0+ X(Mo)

teW teW

Alors pour A€ X(Myg), on pose 4 = Ag + 4’ et:

(@, ¥)o(4) =< . (o, —?~)¢(61)>
lio+ X(Mo)

geW

x( Y r(r, wol)t//(—rwo7:)> X co(4)
|20+ X(Mo)

teW

ol co(4) est, 4 une constante prés, le résidu de r(wg, 4) le long des hyperplans H,
définis ci-dessus et en fait ce résidu vaut (a une constante pres) r(wg, 1) do(4) ou
'on a posé:

do(4) = n (4, & —1).
26 AT |Wo(2) ¢ A, (40, %) =1

Ces formules sont analogues a celles trouvées pour GL(n) dans ((M-W]) et jai
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vérifié que I’on pouvait aussi donner des définitions convenables pour Ag dans le
cas ou G est un groupe déployé de type G, de sorte que () soit encore vraie: par
exemple si O est telle que Mg = G, il y a 2 possibilitées, 'orbite unipotente
réguliére ou l'orbite unipotente sous-réguliere. Dans le premier cas, on prend
pour Ag la demi-somme des racines positives et dans le deuxi¢me f, (dans les
notations de Langlands [L] appendice 3) noté plus traditionellement o + S (i.e.
la somme des deux racines simples). La méthode pour vérifier (*) dans le cas de
G, est de calculer la formule que je propose, ce qui est extrémement rapide et de
constater qu’elle coincide avec celle trouvée par Langlands.

Je remercie vivement J.-L. Waldspurger avec lequel j’ai constamment discuté
ces questions.
REMARQUE 1. Supposons que O soit une orbite unipotente de G’ ne
rencontrant aucun sous-groupe de Levi propre de G'. Soit ¢ € F, Ao comme ci-
dessus; supposons que ¢ est nulle a un trés grand ordre en tout conjugué propre
de Ag (pour I'action du groupe de Weyl). Le produit scalaire prend une forme
trés simple pour de telles ¢, puisque I'on a:

(**) ( Y. (o, ~/1)45((7/1)) =% ) (o, —Ao)d(do) = ¥ $(Ao)
geW . age AO)

A=lo

ou les étoiles sont des constantes et ou A(O) est un sous-groupe du stabilisateur
de Ao isomorphe au groupe introduit par Lusztig et noté A(u) (pour ueO)
en ([Lu]). Dans le cas particulier, ou l'on s’est placé, Iimage dans
L*(G(k)\G(A)) engendrée par les pseudo séries d’Einstein associées a des ¢
comme ci-dessus coincident avec I'image de F tout entier. J’espére que I'on peut
réaliser entiérement le spectre discret dont les données cuspidales sont celles
considérées au début de I'introduction, a I'aide de fonctions ayant les mémes
propriétées de nullité que ¢ ci-dessus (n’étant évidemment pas K-invariante) et
le produit scalaire devrait, pour ces fonctions, avoir la méme forme que (**) (sauf
la derniére égalité) en remplagant r(s, — A) par N(wg, YM(c "1, (1)) (ou M( , )
est I'opérateur d’entrelacement non normalis¢ et N(, ) est l'opérateur
d’entrelacement normalisé).

2. Dans le texte, je travaille avec des partitions plutot qu’avec des orbites. Ces
deux points de vue sont a peu prés équivalents (cf. I.1), toutefois, comme je
n’ordonne pas les partitions, pour obtenir les résultats ci-dessus dans le cas ou
Mg # G, il faut regrouper les partitions correspondant a la méme orbite.

3. L’organisation du texte est la suivante:

(i) La 1° partie donne les définitions de base, en particulier celles de ig, wo,
Mg ... mais O est remplacée par une partition.
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(ii) la 2¢ partie donne les lemmes utiles pour définir les fonctions dont il a éte
question ci-dessus sur g + X(Mg). C'est assez pénible et beaucoup moins
simple que pour GL(n). En particulier, il n’est pas aussi simple que pour
GL(n) de se débarrasser des zéros des dénominateurs des facteurs r(o, — 4).

(iii) la 3¢ partie prouve le résultat. La méthode est exactement celle suivie dans
([M-W)), la combinatoire est du méme type.

I. Definitions

Dans tout ce qui suit, on fixe un Borel B de G ayant un tore déployé T. D’ou la
notion de parabolique standard et le choix d’un systéme de racines positives,
noté A*. Soit 1€ C", on identifie 4 & un caractére de T par:

Mty ooty = Iegl* el tsi A= (Ag - 4y).

de fagon classique, on étend A et un caractére de B en utilisant 'isomorphisme de
Test B/“B ou “B est le radical unipotent de B.

Soit a une racine positive; on pose (4, &) = {4, H,) ou H, est I’¢lément de
I’algeébre de Lie de T associée a a et ou 4 est vu comme un caractére de I'algébre
de Lie de T. Pour la commodité du lecteur, on va écrire explicitement (4, &), bien
que nous n’utiliserons la forme explicite que dans peu de calculs. En utilisant les
notations de Bourbaki, on écrit les éléments de A* sous la forme suivante:

gteavecl<i<j<n,
2¢; pour G =Sp(2n) et 1 < i
g pour G =SO(2n + 1) et 1

n,

<
isn
Alors, on a pour A = (44, ..., 4,)eC™

(4 (& = Sj)v) = =x /Ij)
(4, (2&;)") = 4;, pour G = Sp(2n)
(4, (&)) = 24, pour G = SO(2n + 1).

On prendra souvent comme convention de poser, quand i = j:

& + ¢; = 2¢; si G = Sp(2n),
=¢; 81 G = SO22n + 1),

et n’existe pas si G = O(2n).
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I.1. PARTITIONS (cf. par exemple [S] par. 2). Les orbites unipotentes de G’
sont paramétrisées par des partitions ayant les propriétés suivantes:

(i) G’ =SO(2n + 1): les partitions sont des partitions de 2n + 1 ou tout
nombre pair intervient un nombre pair de fois,
(i) G' = Sp(2n): les partitions sont des partitions de 2n ou tout nombre impair
intervient un nombre pair de fois,
(iii) G’ = O(2n): les partitions sont des partitions de 2n ou tout nombre pair
intervient un nombre pair de fois.

Soit s = (4, ..., ss) une telle partition; on note s le nombre d’entiers
intervenant dans 4 un nombre impair de fois (d’aprés ce qui vient d’étre rappelé
les entiers qui interviennent un nombre impair de fois ont tous méme parité). On
pose T:= (S — s)/2 et on réecrit £ en ayant permuté certains termes:

# =Pt P> s P1> P> Pr+15 -+ +» P14s) OU Ppyq > """ > Pros.

On réecrira encore £ sous la forme suivante:

=P, P15 Q15 -5 4s)s

passant de £ & £ de fagon évidente mais 4 conjuguaison prés. Dans la suite on
n’aura donc que des partitions du type de 4 ou la place du point virgule est
importante. On emploiera I'expression ‘parité des g; pour dire impair si
G’ = S0O(2n + 1) ou O(2n) (i.e. G = Sp(2n) ou O (2n)) et pair sinon.

Soit 4 comme ci-dessus. Pour 1 <i < T, on pose:

pi = Y, p;(une somme vide est nulle).
Jj<i

On remarque que s est impair si G' = SO(2n + 1), pair si G’ = O(2n) et d’une
parité indéterminée si G’ = Sp(2n). On pose:

sS=[(s+1)2] sig,>1
s =1[s/2] sig,=1

Alors pour 1 < k < 5/, on pose
g = (Zk [(q2j-1 + 42/2] + Pr+1
J<

en ayant pos€ g, =0 si 2k > s ie. pour k=5, G =SOQ2n + 1) et g,> 1, la
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partie entiére n’est utile que dans ce cas. On a: ¢, , ; = n. On pose encore, pour
1<k<s”

he = gk + [(g2-1 — 924)/2]

avec les mémes conventions que plus haut. En particulier
G+ 1 — M = Qax.

1.2. DEFINITION DE 4. On fixe 4 comme en L1 et on pose:
Ap=Asts-.s 4, )C”

ou l’on a:

Apprr =i+ 1)2—t pour1<i<T et 1<t<p;
< <

Mgirt=@ak-1 + 1)/2—1t pour 1 <k<s et 1<t<[(qax-1+ 924)/2]
Par exemple, soit G’ = Sp(2n) et = (3, 2; 6, 4, 2), on a:

Ap=(1,0, —1,1/2, =1/2,5/2, 3/2, 1/2, —1/2, —3/2, 1)2).
On remarque que pour k compris entre 1 et s' au sens large, on a

(G2 + 1)/2 <4y <(g2u-1 — 1)/2 pour g, <t <h,

1
—(ak-1 = 1)/2< 2,4, <(qa — 1)/2 pour by <t < iy - (1)

1.3. DEFINITION DE w,,.

On fixe s comme en I.1. Ici, comme dans la suite, on identifie W, le groupe de
Weyl a R, oc(Z/2Z)") ou N, représente le groupe des permutations sur n
¢léments. On note w,, I’élément suivant:

wipi+tt)=pis—t+lpour1<i<T et 1<t<p,
wit)=—() pourl<k<s et g <t<h,

W + ) =g —t+1 pour 1 <k<s et 1<t<qy.
Dans 'exemple de 1.2, on a:

w, 1,2,3,4,56,7,89, 10, 11
3,2,1,5,4, —6,10,9, 8,7, —11
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Revenons au cas général; on a:
Wik, = =44
et
VaeA™ tel que w,(0)¢A™, (4, ®) > O. 0))]

La propriété (1) ne suffit pas pour assurer que w, est de longueur minimale
parmi les éléments de W verifiant wi, = —4,. Clest pourtant vrai et w, est
méme unique avec cette propriété (sauf si G = O(2n) pour des raisons triviales
dues au fait que I'on a mis dans Wun élément de longueur 0 qui peut étre dans le
stabilisateur de 4,). Comme nous n’utilisons pas cette propriété¢ de minimalité,
nous ne la prouvons pas.

4. DEFINITION DE M, V(4). On fixe 4 comme en L1 et on reprend les
notations précédentes. On pose:

inv(w,) = {xeA¥|w, (@) ¢A"}.

On note M, le plus petit sous-groupe de Levi de G tel que inv(w ) soit formé de
racines de M ,. On vérifie que I'on a:

M, = GL(p,) x --- x GL(py) x G(n — pr+y)

ou G(n — pr,,) représente le groupe de méme type que G mais de rang
n — pr4 1. On vérifie aussi quun sous-groupe de Levi de G’ ayant méme groupe
de Weyl que M, (ie. GL(p,) x - x GL(pr) x G'(n — pr+,) & conjuguaison
preés) est un sous-groupe de Levi minimal parmi ceux qui rencontrent I'orbite de
G’ associée a la partition £ (ou plutot £ cf. I.1). On pose:

M, = GL(py) x --* x GL(p7) x GL([(g; + 42)/2]) x -+
X GLU[(G2x-1 + q20/2]) x =+- x GL([q25 -1 *+ 925)/2])s

avec toujours comme convention g,, = 0si 25’ > 5. On note A(M ;) et A(M) les
racines de M , et M, et on pose encore:

S, = {aeinv(w,)|(4,, &) = 1},. = S,0AMY).
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(2) On remarque que S, est un ensemble de racines simples positives de A(M).
On a:

Sp=58,0{en + &5, J1<ksy

avec comme convention: ¢, + €,,, = &, St G = SO(2n + 1) et 2¢, si G = Sp(2n).
Cela décrit completement S ,. Le fait que S, ne vérifie pas 'analogue de (2) avec
M, remplagant M/, est la différence majeure par rapport a ce qui se passe pour
GL(n) et est la seule complication.

On pose:

V():= {2€C"|(4, &) = 1, YaeS,},
Vi(f):= {A€C"|(% &) = IVaeS,}.

On a, en notant X(M ) (resp. X(M)) les caractéres de M, (resp. M) du type
puissance complexe de la valeur absolue d’un caractére rationnel de M, (resp.
»- On a:

V(g) = 4, + X(M)),
V() = A, + X(M)).

Soit x € V(). On écrit x de fagon naturelle sous la forme x = (x;, ..., x7) + 4,
On définit:

I = {aeA*|(x, %) = —1)
J,={aeA"|(x, &) =0}
K, ={aeA"|(x, &) =1}.

On remarque que ’on a:
w, induit une bijection entre K, — inv(w) et {ae A" |(wyx, @) = 1}. 3)

Pour voir; cela il faut s’assurer que si a est dans le deuxiéme ensemble alors
ag¢inv(w,). S’il n’en est pas ainsi, on a: aeAM,) et (x —4,, o) =0. D’ou
w,x = —2,+(x — 4y), et aussi (A4, @) = —1 avec aeinv(w,). Cela contredit
L.3(1).

On vérifie de méme que 'on a:

Jyninv(w,) = J et w, induit une bijection entre J, et {aeA™ |(w,x, a) = 0}.

Q)
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Plus généralement, soit S un sous-ensemble de W. On pose:

I3:= {ael,|il existe €S vérifiant ca¢ A*}
J5:={aeJ,|So, = S ol o, est la symétrie associée a a},
K$:={aeK,|VoeS, o(@)¢ At}

Avec ces définitions, on pose:

n:S(x7 /% ’l) = H ((ls <‘i) + 1) l—[ (A’ &)_1 l_[ ((i’ &) - 1)-1,

aell aeJs aeK$

)= ] Ga-1 [T *®a™!

aeK,—inv(W/,) ael,

nS(x’ 75 )') = n,S(x’ /” A)n”(x’ /o '1)’

difo )= [] (4 5)—1)

€Sy

On remarque que S, est égal a K, ninv(w,) pour tout xe V() (en effet pour
aeinv(w,) et xe V(4), on a: (x, &) = (4, &)).

1.5. PARTITIONS D-ADMISSIBLES, POINTS D-4-ADMISSIBLE, SOUS-
ENSEMBLES DE W

Soit d un entier compris entre O et n. Soit £ une partition comme en L.1; on dit
que 4 est d-admissible si T >detp, =---=p;= 1.

Soit 4 une partition d-admissible et x € V(£). On dit que x est 4, d-admissible
six — 4, =(xy,...,Xg) aVeC Xy, ..., Xr sont des nombres réels, [xg4 4l -5 X7l
sont inférieurs a ¢ fixé petit ultérieurement et si x;, ..., x4, X; + x; pour
1 <i<j<d sont des réels généraux ie. la difference de ces nombres avec
n’importe quels demi-entiers relatifs n’est pas en valeur absolute inférieure a ¢ et
ces nombres sont positifs et trés grands. On pose:

W,={oceWtelque a(l) =1, ..., a(d) = d}.

On aura a considérer des sous-ensembles de W, de la forme suivante pour
I1<i<Tetl<k<s:

S;(resp. S):= {oe W;|a(p; + 1) = d + 1(resp. o(p;+,) = —(d + 1)}
S (resp. Sp):= {ge W;|a(q; + 1) = d + 1(resp. a(gi+,) = —(d + 1)}.
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L’ambiguité de la notation sera toujours levée par le contexte. Notons:

Wi(1, £):= {oe W] a(0) > 0, Yae S'(4)}
Wi(1', )= {oeW;|a(®) > 0, Yae —w,S'(4)}.

On a:
Wa(T, ) = LUi<i<T(Si Y 8) Vick<s (S U Sp)-
On aura aussi besoin d’un sous-ensemble de W({, £), noté W(1,, ) défini par:

W(to, £):= W(1, £) si (4, &,) # 1 ou «, est la derni€re racine simple
= {weW(1, A)|, w(x,) >0} si (4, &,) =1.

On a (4, &,) = | dans les cas suivants:

s est impair et g, > 1,
s est pair et g, = 1 (cela nécessite G = O(2n).
Quant W(1, £) et W(T,, /) ne coincident pas, on a:

W(ho, )= U SiuS) U (SeuShuSs,.

I<i<T 1<k<s

II. Lemmes préliminaires

II.1. Avant de pouvoir énoncer les résultats, il faut donner un sens a certaines
fonctions (cf. introduction). Soit £ une partition comme en 1.1 et soit S un sous
ensemble de W. On utilise les notations de I et la notation F de P'introduction.
Soient ¢, Y € F et soit x e V() un point réel, on pose:

Is(x, fos 2) = < 2, (o, —/3)4)(02)) ns(x, fi, A),

oceS

I'(x, p, ) = ( Y, (T, wA(— rw/,/)> n'(x, f, A),

te W
et 'on a:

LEMME. Kk(x, 4, 4) et I'(x, 4, %) sont des fonctions méromorphes de C" dont les
singularités au voisinage de tout point i° € C" tel que Re A° = x sont incluses dans
Pensemble des points / de C" vérifiant: pour I5(x, 4, A): o €S et aeA* tels que
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o) < 0et L(—(4 &) + 1) = 0, i.e. L((4, & = 0), pour I"(x, s, A): JaeA* tel que
L{(w,4, o) + 1) = 0.

En particulier, V(4) nest pas inclus dans Pensemble des singularités de ces
fonctions.

Soit ae A*; on va montrer qu’en un point général de ’hyperplan: ¢, = 4, on
a:

o, A) = —1.

On entend par point général un point tel que pour tout feA* —{a}, L((4, B))
n’ait pas de pole et L((4, f) + 1) n’ait pas de zéro. On vérifie a la main que pour
tout 4 tel que (4, &) = 0, tout voisinage de A contient un tel point.

Alors on a:

r(o,, 4) = [1 L((%, BY/L(4 B) + De((% B)
BeA* —{a}.o,(B)#A*
x L4, @)/(L(4, &) + De((4, o).

On a (puisque (4, a”) = O):
L((4, a)/(L((4, @) + De((4, 27)) = — 1.
Soit Be At — {a} tel que o,(f)¢A*. Alors, on a:

—o(feA” et o (B)¢AT.

D’autre part:
L4 — 0. (B LA, —0a(B) + 1) = L(— (0,4, B)/L(—(0.4 B) + 1)
=&l(2, BNel(A, — oo (B NLUA B) + V/L((A, B).

L’assertion cherchée se déduit alors immédiatement de ce que pour  # +a, on

a: 0,(B) # —B.

On pose:

Os(x, for A) = < [T o+ 1))

aeld

et on vérifie aisément que:

( Z r(a, _’1)¢(o-l)> 6S(x’ /"-1)

oceS
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a les propriétés d’holomorphie annoncées dans I'’énoncé pour lg(4). Il reste & voir
que cette fonction divisée par les fonctions:

I s et [ a1

S
aels ae Ky

garde les mémes propriétés. Par définition de r(s, 1), on peut diviser par la
deuxiéme fonction. Pour la premié€re, on remarque que les polynémes (4, &) sont
premiers entre eux quand o varie et premiers a [ [, ks(4, & — 1. 1l suffit donc de
prouver que pour o fixé dans JS:

<Z r(o, —l)¢(m1)> 3(x, s A)/(4, &)

ceS

est holomorphe en un point général de I’hyperplan (4, & = 0. Et il suffit de
prouver qu’en un tel point, on a:

( Y ro, —/1)4)(01)) o(x, o, A)=0s1(4, @)=0

ceS

et si A vérifie les conditions ci-dessus. On peut pour prouver cela supposer que
— A est général dans ’hyperplan (4, &) = 0 (au sens ci-dessus). Alors r(a, — 1) est
holomorphe en 4 et I'on a:

Y rlo, —Ape) = Y (16, —Ap(od) + r(go,, —DP(G0,A)

cgesS GeS/{1,0,}

= Y (16, —APod) +1(3, 0,(— )P0, (0., —A) =0

deS/{l,0,}

car r(o,, —A)= —1let g, A=A
On prouve les assertions du lemme concernant [”(4) de fagon analogue (on
utilise 1.4(3) et (4)).

I1.2. Soit S€omme en L5, i.e. 4 est fixée, d-admissibleet S = W,ou S = S, S, S,,
S;. Alors on a:

LEMME. Pour S comme ci-dessus et pour x € V(4), les fractions rationnelles ng(x,
i, A), n'(x, £A) ainsi que leurs inverses n’ont pas V'(4) comme sous-ensemble de
leurs points singuliers. Elles définissent donc par restriction des fonctions mérom-
orphes sur V'(4) et ces fonctions de V'(4) n’ont pas V() comme sous-ensemble de
leurs points singuliers.
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On note A(M,) et A(M’,) les racines de M, et M). Pour démontrer la
premiére partie du lemme, il suffit de vérifier (1), (2), (3) ci-dessous.

LoAMy) = et J,nAM)y =3I 1)
Cela résulte de:
Vae AM)), (x — 4,, &) = 0,
d’ou si aeJ, U L5, (x, &) = (4,, &) <0 et de L3 (1).
(K. — inv(w,)) 0 AMY) = &, @
Cela résulte de:
AM)) N AT < inv(wg).

KinAM)y) = . ©)

Cela résulte des hypothéses faites sur S; on vérifie que pour le choix de S fait, on
a:

{aeA*|VoeS, a(@)¢ AT} NAM)) = J.

On va maintenant, montrer que ng(x, 4, 4) vue comme fonction méromorphe de
V'(4) n’a pas V() comme sous-ensemble singulier ni comme zéro. Pour cela, on
va établir une bijection entre IS n A(M pet VSUK)nAM ,4) notée simplement:
a«>o vérifiant pour tout A€ V'(4) et tout ae I3 N AM )

Mo +1=(ha) sidelSnAM,)
=(A&)—1 sia’eKinAM))

On e fait explicitement. On rappelle que pour x€ V(4) et ae A(M ), on a:
(x, &) = (44, &).

Soit ae A(M ;) — A(M',); décrivons la forme de o, en utilisant la convention du
debut de L. Tl existe k compris entre 1 et s’ au sens large, v vérifiant g; < v < g},
et w vérifiant soit g, <w < n avec a = ¢, — ¢, soit v < w avec & = ¢, + &,
Supposons en plus que I'on ait ael,. A I'aide de 1.2(1) et des inégalités
q,> -+ > g, on vérifie que ’on a, avec les notations ci-dessus,

hk+1<0<q;‘+1.
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On pose:

"

o"=¢,_,—e¢, fa=¢,—e¢,,

=¢,_, +¢&, sia=g¢g,+ ¢, avec soit v # w soit G # Sp(2n),

=2¢,_, sia=2, G=Sp2n).
On a pour tout 1eC",

(4, &) = (4 &) + (4 (-1 — &)7)
=(a)—1 si(h(e,-y—¢))=1,
S

ce qui est réalis¢ en particulier dés que Ae V'(£). On remarque que ael, — I3
dans les cas suivants: il existe k' tel que k < k' < 5’ et

(i) x=¢,—¢,avecw=g;,, et S =S5,
(i) x=¢,+¢e,avecw=gq, +letS=S5,.

Dans ces deux cas a” € J, — JS. Par contre, on a aussi «”€J, — J5 quand «
vérifie, pour k' comme ci-dessus:

() a=¢,— &4, avecS =S5,

(i) « =¢, + ¢, avecS =S5,
(i) « =, — gy, avec S =8, 0 < g4y,
(iv) o = 2¢,, avec G =Sp(2n), S = S

le dernier cas nécessite q,, = 3. Dans ces cas respectifs, on pose:

’

X =8 -2 — 8Qi'+l’ &2 + 8‘];'*]’ &-2t Eq;wl’ 2642“*2'
On a ici,

(A &)+ (4 (6y— 7 — &)) = (4, 2) + 2

si (4, (g,—, — &) = 2, ce qui est réalisé pour A€ V'(z) car h, <v — 2.

La bijection x> o’ annoncée est donc complétement définie si 'on pose
o = o” dans les cas ou a” € J3.

On proceéde de fagon analogue pour n”(x, 4, 4), en définissant une bijection
v o de K, —inv(w,) sur J, vérifiant pour tout A€ V'(4)

(G, %)= (4 &) — 1.
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I1.3. COROLLAIRE (hypothéses et notations de I1.2). Comme fonctions sur
V() on a:

nsx, A= [ G+ I @Ga™t

ueli—A(M/,) aeJi—A(M/,)

((la &) - 1)_19

aeKS — AM )

n”(xa /l, j-) = n ((l’ &) - 1) l—[ ()‘5 &)—1'

aeK,—AM ) aet —A(M )

En particulier si x = A, + (xy, ..., X1) avec tous les x; généraux, ces fonctions sur
C" sont homogénes de degré O et valent 1 sur V'(4).

Cest un corollaire de la preuve de IL.2. en remarquant que, sous les
hypothéses de la fin du corollaire, on a: I, K,, J, = A(M ).

IL4. Calcul de ng(x, 4, A) sur V(4).

On fixe toujours £ comme en 1.5, une partition d-admissible et on fixe aussi ¢ un
réel petit.

LEMME. Soit S comme en I1.2 et soit xe V(). On note X,, ..., Xr les
coordonnées naturelles de V(). On considére ng(x, 4, A) comme fonction sur V(4)
grace a11.2. On écrit x = A, + (xy, ..., X1) et on suppose que pour 1 <i < d x; est
général et pour d < i < Ton a soit |x)| <esoit S=S;et —&<x;<1/2 + ¢ soit
S=Sjet —1/2—e<x;<€s0it S=S8411, Par1 =1, X441 =0 et x; # 0 pour
J>d+ 1. Alors ng(x, f, Ay est un polynome en X,,..., X1 sauf dans les cas
suivants:

il existeitelqued<i<T,S=S; ous;

et l'on a:

cas 1: x; = 0, p; W'est pas l'un des q; mais est de méme parité (cf. 1.1) et p; > 1.

cas2: x; = 1/2 avec S = S;ou x; = —1/2 avec S = S}, p; — 1 n’est pas l'un des q;
mais est de meéme parité (éventuellement p; = 1 pour G = SO(2n + 1)).

cas3:i=d+ 1, x4, =1, G=Sp2n) et g, > 3.

cas4i=d+ 1, x;,,€E ou E est lensemble suivant

{+x;+(p; + 1)/2}isa+1 9 {(@; + 1)/2}1<j<s

j = s est exclu si G est symplectique et q;, = 1.
Ces cas sont exclusifs les uns des autres, étant données les hypotheéses. Plagons
nous dans I’'un de ces cas, c’est-a=dire x appartient a un hyperplan de V(4) de la
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forme (A, ag) — z = 0 ot z est un nombre complexe et age A* — A(M 4)- Supposons,
en outre, que pour tout ae A" — A(M ) tel que ad¢ay + (AM,) L {0}), on ait
(4, a”) # 0. Alors on a, comme fonction sur V(4):

ns(x, s, A) = 2AX; — x;)

dans les cas 1 et 2,
ng(x, y2 H=X441—1)
dans les cas 3,

ns(x, 4, A) = Xgp1 F X;—(p;+ 1)/2 ou X4y —(q;+ 1)/2

suivant les différents cas du cas 4.

On fait le calcul. Toutes les fonctions, ci-dessous sont vues comme des
fonctions sur V'(£). On écrit ng(x, £, 4) en utilisant I1.3. Cette fraction ration-
nelle est telle que numérateur et dénominateur sont des produits de formes
linéaires nulles en 4 = x. Ainsi n(x, 4, 4) (resp. son inverse) est défini en 4 = x si
et seulement si cette fraction est un polynome. Pour savoir quand ces fonctions
sont définies en 4 = x, on peut remplacer ng(x, £, A) par la fonction Ng(A) définie
ci-dessous avec les notations suivantes:

Ag,y:={aeA* — A(M ) tel que VoeS§, a(x)e At}
AS:= A" — AM,) — As., — As,.
Ns(:= ] Ao+ DA4a) [ (48— 1D/ a)

a€eAg - a€lAg +
X l—/[f (4, &) + 1((4, &) — D/(4, &)*

En effet, il suffit de voir que si 'un des tacteurs des numérateurs (resp. du
dénominateur) est nul en x alors ce facteur apparait au numérateur (resp.
dénominateur) de ng(x, £, 4) i.e. que ng(x, 4, A) est I'unique fonction rationnelle
dont numérateur et dénominateur sont des sous-produits de ceux de Ng(4) et
telle que Ng()/ns(x, 4, A) et son inverse soient définis en 4 = x. Ces assertions
résultent de:

I;—AM)) = {aeAs - UAS|(x,8) = —1},
J:— AM ) = {ae A®|(x, &) = 0},
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(on utilise ici, les hypothéses sur S)

K: =AM = {aehs, . |(x & = 1},
Kx _ inv(w,,) _ A(M/’) =K, — A(M/l) = {(XEASUAS,+ UAs,— I(x, &) = 1}

Il est facile de calculer explicitement Ng(4) comme fonction sur V'(x). Pour
éviter trop de ‘resp.’ je suppose dans ce qui suit que G = Sp(2n). On a

Ns(l) = n Nh,h'(l)
I<h<Th<h<T+s

avec les définitions ci-dessous, ou 'on a posé pour b’ > T:p; + 1 =qr_, + let
Ph+1=qw_1+1- Pour h # k', on pose:

Niw(A) = Apv1 — A, + D, — Ay — 1)
X(Apr1 + Ayt + D, + 4, — 1)
(g1 = Aps Wy, — A, Wgat + Ay, gy, + Ay )71

si S # Sy, Sy S, Sis 818 = S, (resp. S, Sy, Si) les termes contenant 4, , | (resp.
A Apy o> Ap,,,) disparaissent de I'expression ci-dessus.

Ph+1? Ph+1
Ny () = Ny (AN, (%)

ou

Ny (D) = (A, — D/dg1 X Ay + D)4y,

$i S # Sy, S, Sy, S siS = S, (resp. Sy, Sy, Sy) les termes contenant 4, , ¢ (resp.
Ao, Ap,+1> Ap,,, ) disparaissent de I'expression ci-dessus,

Ny =1, sip,=1,
=Qy, Wi+, ) Tl 24/2%, 1), siS#S,, S,

Ph<t<Ph+1
= l—[ 2},‘ n (2/1"— 1)_1, Si S = Sh,
Py 1<t<Pher Ph<t<Ph+1
= n 24,/2A,—1), si S=S§;.

Ph<t<Ph+1

On écrit x = (1, ..., A9). Pour j compris entre d + 1 et T au sens large, on a:

o=+ — D2, 4%, =x—(;— D2
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Etant données les hypothéses, le premier nombre est supérieur & —¢ et le
deuxiéme inférieur a ¢ saufsi x; > (p; — 1)/2 + & ce qui ne peut se produire que si
pi=letj>¢iej=d+ 1,8 =S,;,,etx,,, > ¢ Pour k compris entre 1 et s’ au
sens large, on a:

/13;+1 =Gu-1—D2>0
Ay, = —(qu— 12 <0,

G+ 1
sauf si g, = 0ie. k=s"et 25 — 1 = s, i.e., puisque G = Sp(2n), g, > 1; dans ce
cas,ona Ay =1

Ainsi pour h < K’ les termes du numérateur de N, ,-(4) qui peuvent s’annuler
en A = x sont:

(@) pourh=d+1,S =5,,4, ps+1 = 1 (en particulier, p;,, = d + 1) et pour
tout h < h':

(Aas1 = Apps1 + Wdasy + 4y, — 1),

seulement (4,41 — Ay 41+ 1) si B = T+ 5 et g, > 1 (cf. (b) ci-dessous pour ce
cas),
(b) pour h compris entre d + 1 et T au sens large, ' = T+ 5" et g, > 1:

A’p;,+l'1 siS # Sh’ S;,,
Ap41(resp. Ay ) si § =S5, (resp. S;).

,
Ph+1

Les termes du numérateur de N, (1) qui peuvent s’annuler en 4 = x sont:
(c)pourh=d+1,S=S41, pas1 =1 (€ pjs;=d + 1)

Aavr — 1

(d) le dénominateur de N, (1) peut s’annuler en 4 = x; si g, > 1 il compense
exactement le cas (b).

Si p, = 1, évidemment N, (1) est facile a étudier. Supposons, donc que p, > 1.
Au numérateur de N, (4), on trouve des termes du type 24, avec
pr + 1 <t < pj,,, (certaines bornes exclues suivant les cas). Quant ¢ varie ces
termes varient de 2 en 2; il ne peut donc y en avoir au plus qu’un qui s’annulent.
Plus précisément, on a:

2, =2X, +p,+1—2v,

ou v:=t — p,. Un tel terme n’est entier relatif en x que si x,e1/2Z. Tant que
S # S, S, cela ne peut se produire que si x;, = 0. Mais le dénominateur contient
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dans ce cas, 4,11 + 45, = 2x, qui compense le zéro éventuel. Supposons donc
que S = S, ou S;. On a 242 = 0 dans les cas suivants:

(€) x, =0, p, est impair, t = p;, + (p, + 1)/2, d'ou (car p,>1) p, +1
<t <Pphers

(f) x,=1/2, S= S8, (resp. x, = —1/2, S = S}) p, est pair, t = p, + p,/2 + 1
(resp. ph + pu/2); d’ou pj + 1 <t < pjyy (resp. ph + 1 <t < Phyy).

Les inégalités sur ¢ prouvent que le numérateur s’annule bien dans les cas (d)
et (e). Toutefois, on peut quand méme avoir des simplifications avec certains
termes des dénominateurs de N, ,(4) pour T < h'. Supposons que I'on ait les
hypothéses de (f) et qu’il existe j vérifiant 1 <j < stelquep, —1=4;.Sig;=1
ie.j=set g,=1, on a p,=2 et le terme de (f) qui s’annule est 24,  (resp.
24y +1); ce terme est compensé par (d). Supposons que g, > 1; on pose
k:=[(j+1)/2] et 'on a 1 <k < s et soit 2k =j soit 2k — 1 =j d’ou soit
(Pj — q21)/2 soit (p; — qx-1)/2 vaut 1/2. Or, pour h':= T+ k, le dénominateur
de N, ,(2) contient le terme:

pour S = Sy: (A, = Ay, Wdpi,, + Apjt1)

=(Xn + (g2 — P/D(Xn + (2u-1 — PW)/2),
pour S = Sy (Ap+1 + Apy., W41 — Apji)

=Xy — (G2k—1 — Pw/2)Xp + (2 — PW/2).

On a ainsi une simplification avec les zéros du cas (f). Tenant compte de cela (f)
donne exactement le cas 2, (¢) avec une remarque analogue sur les simplifications
donne le cas (1), (b) donne le cas 3 et (a) donne les cas 4.

Pour les autres groupes, le calcul est analogue.

Sous les hypothéses de la fin de I’énoncé, on calcule ng(x, £, 4) en ‘extrayant’
de Ng(4) les termes nuls en x. Une autre fagon de faire est de remarquer que I,
J., K, sont simples sous ces hypothéses de généralité et de faire le calcul
directement. Nous ne le ferons pas.

REMARQUE. On fixe d <i < T; on pose, ici, S = S; U S;. Alors, on vérifie
comme ci-dessus que ng(x, £, Ay, est linverse dun polyonome si
x =24, +(xy,..., Xg) est telque xy, ..., x, sont généraux et |x,4 4, ..., |x7| <e.

IL.5S. LEMME. (Hypothéses et notations de I1.4 et IL.1). Soient S et x vérifiant
les hypothéses de 11.4. En tant que fonction méromorphe sur V(4), le produit des
fonctions Is(x, £, 4) et I"(x, 4, A) est holomorphe au voisinage de tout point i de
V() tel que Red = x et ImA| < T ou T, ¢ sont tels que Pon ait:

pour seC, I(s) # 0 si |Ims| < T et |Res| < & On a méme: I(4) est holomorphe
sous les memes conditions et 1"(1) Pest si pour tout i compris entre d + 1 et T,
x| < e.
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Grace a I1.1, on sait que la fonction méromorphe de C”, I5(4) a ses singularités
sur des hyperplans définis par des équations du type:

Hao,c: (la (ZB) —Cc= 0’

avec ageA* tel que Jo € S vérifiant o(ap) ¢ A™ et ¢ un nombre complexe vérifiant
L(c) = 0. Les singularités de I5(4)4 sont donc incluses dans l'intersection de ces
hyperplans avec V(4). Or un tel hyperplan ne coupe V() que si a,¢ A(M #)
D’autre part fixons A° un point de V(#) vérifiant les conditions de 'énoncé. On
va d’abord démontrer, avec les notations ci-dessus:

SOUS-LEMME. L’hyperplan H, . V'(£) de V'(4) n’est un hyperplan singulier
pour Is(A)y 4 que si ag est Pune des racines suivantes:

il existeietktelsqued <i<T,1<k<S, qu<p;<qu_1etayestdela
forme ¢, + &, avec p; <t < piyq, Gk < T < Q44 Vérifiant (Ag, o) = C.

Pour i tel que d < i < T, on fixe ;€ A™, si une telle racine existe, vérifiant: il
existe k compris entre 1 et s’ au sens large tel que i, k, o; vérifient les conditions ci-
dessus sauf (Ao, ;) = c replacée par L((Ay, a;)) = 0. Alors la fonction de V'(4):

H L((4, 0‘.-'))| V'(4) I (/1)| V'(£)

est holomorphe en A° (le produit porte sur tous les indices i pour lesquels u; existe).

REMARQUE. (1) la fonction (4, &)y, est indépendante du choix de ;.
On a, pour tout Ae V'(x) et pour «, B des racines de la forme ¢, + ¢, avec
Pi <t < Pis1 Gk < VS Ghsyt

(A, «”) — (4, ) est un entier relatif indépendant de A.

Imposer L((A,@”)) = 0 et L((4o, 7)) = O entraine que 0 < Re(4y, @), Re(4o,
B) < 1 d’ou cet entier relatif est nul et:

4 ) =4, B), VieV(4).

(2) si o; existe et parce que I'on a supposé que p; > q,x, on peut prendre o; sous la
forme g, + ¢4

Nous n’utiliserons pas cette propriété et je ne la démontre donc pas, mais je
I'indique parce que nous allons trouver «; sous cette forme dans la preuve du
sous-lemme.
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Preuve du sous-lemme: on calcule I5(2)(,) en restreignant terme a terme, i.e.:

sy = (a;W r(o, —1)|V'(,4)¢(0}~)|V'(,4)> ng(x, £ Ayvis-

On a (cf. [M-W], IIL.1 (ii)), en tant que fonction méromorphe sur V'(4)
rio, =) =0, sic¢W(l, 4)
ie.
IsWvp= D 10, = Awpd@D st £ Dy
ceW(t, 4

On fixe, ici, H,,, comme dans I'énoncé et A’ un point trés voisin de 1° dans
V'(£) 0 H,, . mais vérifiant:

A, a)¢Z, Vae A" — A(M)).

H,, . V'(#) n’est un hyperplan singulier pour I5(4)y(4) que si Is(4)(4) n’est pas
holomorphe en A'. Mais en 4, ng(x, 4, A)y4 est holomorphe. On va étudier,
pour ¢ fixé dans W(T, 4), r(o, —A)y4 au voisinage de 2. On décompose, en

utilisant I’équation fonctionelle pour simplifier I’écriture:
r(o, —4) = E(A)R(o, AR (s, 1)

ou E(4) est un produit de facteurs ¢ et ou:

R(o, 1) = [1 L((4, o7) + D/L((4, 7)),
ozeA(M/,)r'\A+ lo(@)¢ A
R(o, %) = I1 L((4, o) + 1)/L((4, o).

aeA* — AM4)lo@)¢A*

Pour ae A(M ) et a(x) ¢ A, on a, par hypothése sur o, o ¢ A(M W d’ou, (4, a”) est
trés voisin de Z sans y appartenir. Ainsi R'(s, A) est holomorphe en A'. Pour
étudier R(a, A) en X, on répartit les éléments o de A* pour lesquels il existe 6 €S
tels que a(®)¢ A*, en chaines C = (a;, ..., %) ayant les propriétés suivantes:

pour tout j avec 1 <j < Q(C), (4, a)) = (4, ;. 7) + 1, VAe V()

pour tout j avec 1 <j < Q(C), si o(a)¢ A™ alors o(a;.)¢AY, Yoe W(1, 4)
2
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On pose alors, pour ¢ fixé dans W(1, 4), m (C) = oo si o(ogc)eA” et
m~(C) =inf{j |1 <j < Q(C), o(a)¢ A*}. Supposons que cette répartition ait
été faite et notons T ensemble des chaines. Un calcul immédiat montre que I'on
a:

R(o, 2) = I1 L((4, otm—cy) + D/LUA, ag(c)) 3)
CeZ|m (C)<

Soit C une chaine vérifiant (1) et (2); on dit que C vérifie (4) si 'on a:
Re(Z, ag) <& 4

La fonction L((4, agc))~ ' est holomorphe en A’ si C vérifie (4). On a ainsi
montré:

an L, aqc)vimls(Ahv s ©)

ou le produit est limité aux chaines ne vérifiant pas (4), est holomorphe en 4’ et
donc en A°. Il reste & construire explicitement T et 4 déterminer les €léments de
ne vérifiant pas (4). Pour i, t, v, j, k vérifiant d < i < T, p; < t < Pivy, Piv1 <,
i<j< T 1<k<ys,on définit les chaines suivantes:

C,; ¢ seulement si G =SOR2n + 1)), & + &+, --+» & + &5, 3
C,j+ & + &y seulement siS #S;, ..., & + &y ;
Coj-:6— &y, seulement si S # S, ..., & — &yt 15
Cip+: & + &gy seulement si S # Sy, ..., & — &g, 3
Cip—: & — &, seulement si S # S, ..., & — &5415
Cio+i €yy1 T & seulementsi S #S;, ..., &y T &,

Ces chaines vérifient (1) et (2), mais elles ne vérifient pas toutes (4). En effet, on a,
avec les notations ci-dessus: pour C, ; ,, 4 + 4y, asa partie réelle trés voisine
de:

x;+x;+(pi—py)2—(@—pi— 1)

Rappelons que I'on a des hypothéses sur x; et x;; mais le nombre ci-dessus n’est
négatif pour tout t compris entre p; + 1 et p;,; au sens large (sauf si S = §; ou
I'on a aussi t > p; + 1) que si p; < p; avec inégalité stricte si S = S; (cas ou x;
peut étre voisin de 1/2). Par contre si p; > p; avec inégalité stricte si § = S; les
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chaines C;, , vérifient (4) pour tout v tel que p; + 1 < v < pj,, (la premiére
inégalité étant stricte si S = §).

Cela incite a définir £ comme réunion des chaines suivantes: (notations
précédentes)

Civ+ pour p;<v<pj; (pPj+1<vsiS=S§)etC;, _pour p;<v<pjsy
(v < pj+, si S =8)), si p; > p; avec inégalité stricte si § = S;;

C.j+pour p; <t<piy; (pi+1<tsiS=5§)sip;<p;joup,<p;siS=3§;

Civ+ POUr G < VS Gy (e + 1 <vsiS=S)et C;, — pour g, <v < i,y
(v < qrsq, 818 =38)),sip; = g, avec inégalité stricte si S = S;;

Cix,x POUT p; <t < piyy (Pi+ 1 <tsiS=S;)pourp; <{ga—y OUP; <Gy
siS=3S;

C;;si G = Sp(2n).

On vérifie que les seules chaines ne vérifiant pas (4) sont les chaines C, ;. pour
i, k verifiant q,, < p; < g4 . Pour C I'une de ces chaines, on a L((4', ag() = 0
seulement si (1’ étant trés voisin de A°):

e <Re((2% ape) <1 —e

Or oy = & + &4, vérifie les hypothéses de a; dans I'énoncé du sous-lemme et
donc, grace a la remarque 1, t peut prendre au plus une valeur. Le sous-lemme
résulte alors de (5).

Comme dans I’énoncé du sous-lemme, on fixe pour toutitel que d <i < T,
si cette racine existe. On a:

H (LA(4, “}))13('1))| V(#)

le produit portant sur tout les indices i comme plus haut pour lesquels a; existe,
est une fonction holomorphe en A° Ainsi pour démontrer IL5, il suffit de
démontrer 'holomorphie en imposant en plus a A° de vérifier L((1°, aj)) = 0 pour
un seul indice i comme ci-dessus. On fixe i et A® avec ces propriétés, d’ou aussi k.
Onnote X4, ..., X1, vy, ..., vy les coordonnées naturelles sur V'(£) et on pose:

H, = {Ae V'()lv, = 0}.

On va démontrer que I5(4)y, est holomorphe en A° ce qui prouvera les
propriétés d’holomorphie cherchées pour I5(4)y(4). Pour cela, on peut encore
remplacer A° par A’ un point trés voisin de H, mais dont les coordonnées autres
que X; et v, sont générales.

On procéde de la fagon suivante: on décomposera I5(2)(4) sous la forme



26 C. Meglin

Io(4) + 1.(4) + 1_(4) ou chaque fonction écrite est méromorphe sur V'(£) n’ayant
pas H, comme hyperplan singulier et vérifiant:

lo(A) s, = 0 comme fonction méromorphe sur H,,

1,(2) est holomorphe en A’,

L{(2, a))/ L((, o) — 2v,)I _(4) si G # Sp(2n) est holomorphe en A’ (Si G = Sp(2n)
c’est légérement plus complique, il faut décomposer un peu plus).
On pose:

Ii:={aeA* — AM))|VieH,, (4, o) = —1},
Ji:={aeA* — AM))|VAeH,, (4 a) = 0},
Ky:={aeA" — AM})|VAeH,, (4, &) = +1}.

Les éléments o de A* — A(M ) tels que la fonction (4, «”) soit constante sur H;
sont de la forme ¢, + ¢,, avec la convention du début de I. Ainsi pour a € I, (resp.
Jy, resp. Kp), on a:

(4, a”) = 2v, — 1 (resp. 2v,, resp. 2v;, + 1)

sauf si G = Sp(2n) et v = w ou 2v, est remplacé partout par v,.
On définit I§, JS et K de fagon similaire a IS, ... (cf. 1.4) et 'on pose:

mA):= ] (L a)+1) ]_[s Aa)™t I (B a)—1)

aecli aeld; aekKi

La preuve de I1.2 montre que m(4)y 4 = 1. On fixe o dans S et on pose
B:=¢g-StabH, n S ou Stab H, est le stabilisateur point par point de H,. On
remarque que pour tout a € J, g, est dans Stab H, et donc, si a € J;, on a Bo,= B.
On vérifie comme en II.1 que I'on a:

2. 1o, =o' A (2) (6)

a’eB
est une fonction méromorphe sur C" pour laquelle H, n’est pas inclus dans le lieu
singulier.

D’autre part pour tout ¢ dans W(1, 4), r(e, —4) vaut a une fonction
méromorphe le long de H, preés:

1 LewyL(—1+20) JI  L@2v +2/LQ2v + 1).

ael|o(@)¢A” xeK,|o(0)¢A”
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On note m (resp. m’) le nombre de termes dans le premier produit (resp. le
second) alors si m < m’, on a:

r(o, — A) ne contient pas H, comme hyperplan singulier et sa restriction 4 H,
est nulle en tant que fonction méromorphe sur H,. )

On note W, := {oce€ W(1, 4) tels que m > m'} et on pose:

lo(4):= ZW (r(a, =P phs(X, £ Apis)-

Rappelons que ng(x, £, 4)y(,) est méromorphe le long de H,. On vient de voir
que H, n’est pas un hyperplan singulier de [o(4) et que lo(4)5, = 0. On découpe
maintenant W(1, ) — W, en paquets P tels que deux éléments sont dans un
méme paquet si et seulement si ils différent par multiplication a droite par un
¢élément du stabilisateur point par point de H,. On note P I’ensemble des
paquets. Soit P P; il résulte de (6) et (7) que 'on a:

1p(A):= ZP (r(o, =Dl Dpns(x, > Vs
est méromorphe le long de H, et de ce qui précéde que:

(L aDlp(Av )

est holomorphe en A'. On va démontrer que cette fonction est divisible en ce
point soit par L((4, &) soit par L((4, &) — 2v,) soit par L((4, ;) — v,). Cela suffit
évidemment pour avoir ’holomorphie de lp(4) en A’ aprés restriction a H,. Si P
est tel que pour tout g€ P, r(a, — A)y(, n'admet pas {1| (4, «;))=0} comme
singularité en A, on a de fagon triviale la divisibilité par L((4, «;)). On fixe dans ce
qui suit P ne vérifiant pas cette condition et o€ P tel que r(g, — A) ) admet
{A| L((4, «})) = 0} comme singularité en 4'. On a besoin des propriétés suivantes:

pour hy <7 < gi+1, On pose ' = w(r) d’ou pour tout A V(4) 4, = —4,. A
l'aide de 1.2 (1), on vérifie que les seules relations non triviales du type 4, = +4,,
vérifiées pour tout 1€ H, sont les relations écrites ci-dessus. D’ou:

soient o, o' € P, alors '(r) = o(r) sir < h,our> g, et

a(r)=o(r)ou —a(r)si hy <r < g, 8)

Les inégalités de 1.2(1) montrent aussi que &, + &, (qui est un élément de
K,) est le seul élément qui n’est pas de la forme ¢, + ¢, avec b, < v < W < ¢y 44
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alors que I; n’a que des termes de cette forme. Ainsi w, induit une bijection de I
sur K, — {e,, + ¢4, ,}. D’'ow:

Il = Kyl — 1. 9)

On revient a P et ¢ comme plus haut; nécessairement il existe ae K, tel que
a(x)eA™. On écrit o sous la forme ¢, + ¢, avec h, < r < w < ¢}, ;. On regroupe
différemment les éléments de A™ qui constituent les chaines C,, . pour
pi<t<piy (pi+1<tsiS=S8)etC;;siG=Sp(2n)etr=w. On utilise les
chaines suivantes (pour ¢t comme ci-dessus):

Cik+eteg GiS#S), ....6+¢;
C;,k,—: & — &y & — €415

Civ+» pourr<vw
C

/ .
9k +15

Qv 1(0 < Gy 1, 1S = 5).

A

pour w < v

Ces chaines vérifient (1), (2). On a vu qu’elles vérifient (4) sauf C;, ,. On va
d’abord supposer que G # Sp(2n) ou r # w. Les hypothéses sur ¢ assurent qu'’il

existe t° tel que L((4, (g0 + €,))) = O et o(e0 + ¢,)¢A*. Comme A’ est trés voisin
de A%, les singularités pour A’ sont incluses dans celles pour A° et I'on a aussi

L(2°, (e +&,)) = 0;

ainsi g0 + ¢, correspond a un choix «; de I’énoncé du sous-lemme et r étant fixé, il
n’y a quune valeur de t° qui a cette propriété. On suppose donc que
o; = &o + ¢,. Comme o(—¢, —¢,)¢ A, on a aussi:

o(eo — &, )¢A", ie. m (Cloy, -) = €0 — &,.
Or on a:
(A o) = (4, (&, + £,)7) + (4 (0 — &,)7) = (4, (&0 — &,)7) + 1 + 20,

Il résulte de (3) que:
(LA a)LA(4, o7) — 20~ 'r(0, — Dvip (10)

n’a pas comme ensemble singulier: {i€ V'(4)| L((4, o) — 2v,) = 0}.
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Soit ¢’e P; on a: ¢'(g0 — &,) = a(g0 — &,) OU 0o(g0 + &) d’apres (8). Or on a,
pour tout Ae H,:

()'/n (8, - £w’)v) = (j'ﬁ, (8, + sw)v) = (l’ (8, + 8w)")) = 1,
& — &, € A(M)).

Il résulte de 1.4(2) que ¢, — ¢, est nécessairement une racine (simple) positive de
A(M}). D’ou:

ole, — e, )eA”
et

a(go + &) = o(g0 + &) — o(e, — &, )¢A™.
On en déduit que pour tout ¢'€ P, on a:

m (Ciop.—) = €0 — &,

(10) est alors aussi vraie pour ¢’ remplagant ¢ et on obtaint aussi (10) pour:

L((4, @))L((4, o) — 20) ™ 1p(4).

Or cette fonction, a priori n’avait comme lieu singulier en A’ que cet ensemble.
D’ou I'holomorphie en A'.

On suppose que G = Sp(2n) et r = w; on suppose aussi, grace a ce qui précéde
que 2¢, est le seul élément de K, qui ne soit pas inversé par ¢. Cela entraine,
puisque o ¢ W, grice a (9) que o(a)¢ A* pour tous les éléments de I,. Donc en
particulier 6(2¢, )¢ A%, i.e. o(r) > 0 et o(+') < 0. Il résulte de ces relations et de (8)
que l'on a:

VYo'€P, a'(r)> 0.

Gréce a cela est aux méthodes du cas précédent on démontre que I'on a soit:
VO”EP, m_(Ci'i) = 23‘0,
soit:

VUIGP, m—(CIO—l,k.—) = 8‘0_1 - 8'.
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Or on a, pour tout A€ V'(4):

()', 28t;) = ()‘, a:') - (}', 28:) = ('19 a‘l:) — Uy — 1:
O (o y — &)) = Aoy — A= Ao+ 14+ A4 — 24 = (4 &) — 20, — 1.

On termine comme plus haut. Cela termine la preuve de I’holomorphie de
Is(hv -

Pour I”(A), on procéde comme pour Ig(4); on trouve que les poles éventuels de
I"(4) vue comme fonction de V(4) n’apparaissent que si § = S; et x;e[—¢ — 1/2,
—¢&]ousS = S;et x;e[¢, ¢ + 1/2], pour une valeur de i comprise entred + 1 et T
Par exemple, si § = §;, I"(A) n’est holomorphe qu’aprés avoir été multipliée par
la fonction suivante:

[T Llper = 4500 (11)

Jj<ilpj=p;

A T'aide de (3) et des chaines telles que m~(C) est imposé par la condition S = S;
(i.e. les chaines C; .y _ pour j < iet p; = p;), on voit que (11) divise I5(2). Pour
traiter le cas de S = S}, le plus simple est de faire un changement de variable dans
le produit I5(4)I"(2), en remplagant A par ¢;4 ou o; est I'élément de W défini par:

o(t)y=1t sit>pi,out<p,

oi(pi+t)=—(Pir1—t+1) sil<t<p,

ce qui raméne ce cas au cas ou S = §;.
Cela termine la preuve du lemme.

I1.6. Définition des formes bilinéaires sur F

On fixe 4 comme en L1, ¢, Y €F (cf. introduction) et on définit la fonction
méromorphe de C":

U A) =—< ZW (o, —l)d)(al))( Y, wA(—Tw /,I)) X r(w,, Ad(s, 4).

W

Plus généréralement, soit S un sous-ensemble de W; on note {s(4, A) la méme
expression mais ou la premic¢re somme ne porte que sur geS. Si 4 est d-
admissible (cf. 1.5), on notera plutot {,(4, A) au lieu de {y (4, 4). On pose encore:

¢, = (T! x 2THAQmyA -1,
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ou d,:= dim V(#) et n(4) vaut s si G est un groupe orthogonal et s — 1 pour
G = Sp(2n). Supposant que # est d-admissible, on pose:

cap=((T—d) x 2T~ 4+"P2m)lA)~1,
En particulier:
Lol A) = LA A), Cop = €4
Le probléme est de restreindre {s(4, A) @ V(£) quand S est du type considéré en

L5. On fixe x° € V() un point tel que s® — A, soit général. On définit {s(4, A4
comme fontion méromorphe de V() par:

Ls(As D= Cs(s Ans(x°, £, Myvip- (1

Le deuxiéme membre a le sens ordinaire puisque I'on a vu que {5(4, Ans(x°, 4, 4)
est une fonction méromorphe de C" avec comme singularités, des hyperplans ne
contenant pas V(z). Rappelons que r(w,,A)d(#, 4) est une fonction de C"
holomorphe au voisinage de tout point de V(). On sait que I'on a (cf. IL3):

ns(x° o, Mgy = 1
d’ou:

Cs(As Mgy = Cs( Dyipvip (V)]
ou le membre de droite a le sens ordinaire. Soit x € V(4); on définit ns(x, £, Ay
par:

ns(x, £ Apin:= Ms(x, £, Dipvip = (rs(x, £, A -

Et I'on a:

Cs(As Mgy = Cs(s Ans(x, s, Mwipns(x, £ Aivip 3)

malgré toutes ces égalités, la définition de {5(4, 4)y(,) dépend du choix des
fonctions ng(x, 4, A) qui n’a rien de bien canonique ou du choix de V'(£) qui n’est
pas plus canonique. On vérifiera en II1.6 que 'on a {5(#, A)y(4) # 0. On obtient
alors facilement la remarque suivante:
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REMARQUE. Soient H= {H,, ..., Hgx} un ensemble d’hyperplans ayant les
propriétés suivantes:

(i) K = codim V(4) et ()1<i<x Hi = V(4)

(ii) les restrictions successives, notées (s(4, A); de {s(4, A) a Hy:=C", Hy, ...,
H, N~ H; nadmettent pas Hyn---n H;,; comme hyperplan singulier ou
comme zéro.

Alors il existe une constante, notée*, indépendante de ¢ et Y €F tel que

Cs(ps Dk = *Ls(f, Dywigy-

En effet, on vérifie que pour H comme dans I’énoncé, la propriété (ii) est vraie
quand on remplace {s(4, 4) par ng(x% 4, 4) ou par ng(x°, 4, 4)~*. Ainsi, on
définit: ng(x°, 4, A et ng(x°, 4, ) * qui vérifient, comme fonctions de V(4):

CS(ﬁ’ A)K nS(xO’ ﬁ, A)K = (CS(ﬁ’ l)nS(XOa ﬁ, j')){V{ﬁ)a
"s(xo, 7 l),(ns(xo, Y2 A)El =1

11 faut donc vérifier que ng(x°, 4, A)x est une constante non nulle. Pour cela, on
remarque que ng(x°, #, A), est une fraction rationnelle de V(4); on I’écrit sous
forme réduite et en regardant comment elle a été construite a partir de
ns(x°, 4, ), on voit que si elle n’est pas constante son numérateur et son
dénominateur s’annullent en x°. Or, quitte 4 changer x° en le gardant général,
on peut supposer que {s(4, Ak et ((s(4 Hns(x®, £, D)y 4 sont définis et non nuls
en x% c’est une contradiction. D’ou I’assertion.

On définit maintenant les formes bilinéaires sur F dont nous aurons besoin; il
s’agit de:

&, Y eF = L4 Dy =2(9, ¥) 45(4)

et on pose, pour x€ V(z) tel que {s(4, )y, n'ait pas de poles pour Ae V(4)
vérifiant ReA =x et Imi| < T

It as(p, x):=cqy J Cs(A Avipdi

ie¥ (f)|Rei=x,|Imil <T

Pour la normalisation des mesures, on procéde comme en ([M-W], II). Si
S = W,, on notera simplement:

It (£, X) = It 4,5(f5 X).

Les formes bilinéaires dont il est question dans 'introduction s’obtiennent pour
S=W.
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On utilisera souvent au III la remarque suivante:

soit g, 1o € W tels qu’il existe une partition %, d — 1 admissible, vérifiant:

oo: V(f)resp. V'(4)) — V(z)resp. V'(7)),
ToW,00 ' = Wy,

(4, 2) = d(7, 0o(4)),

S:= Sog! est du type considéré en L.5.
Alors, par un simple changement de variable, on obtient:

s Dy = sl 0o(Dviz)- )

II1. Enonces et resultats

III.1. On fixe T un nombre réel grand. On choisit alors ¢ de tel sorte que L(s)
n’ait pas de 0 pour Res¢[e, 1 — €] et |Ims| < T. On utilisera la notation =t
entre deux intégrales faisant intervenir des éléments ¢ et  de F (cf. Introduc-
tion) pour dire qu’en multipliant ¢ ou y par (y—<{4, 1)) ! ol y est une variable
complexe, la difféerence des deux membres de I’égalité ‘=g’ est holomorphe en y
pour Re y > R? — T? ou R est un constante réelle grande (ceci est tiré de ([L] p.
227) et permet de ne travailler quavec des intégrales convergentes). Soit
0 < d < n et soit x une partition comme en 1.1 que 'on suppose d-admissible.
On fixe x, un point d- 4-admissible (par exemple x, = 1,) et I'on définit pour ¢,
yeF:

IT,d(ﬁ’ ¢9 l//, x/t) = J (‘P, l//)/,d()')

AeV(4)|Red=x,[ImA<T

A =g pres, cela est indépendant du point x , choisi (grace a I1.6 et au théoréme
des résidus). Alors on a:

THEOREME. Pour tout 0 < d <n, on a:

(¢’ '/’) =T Z IT,d(/l7 ¢’ .//)9

ou la somme porte sur toutes les partitions d-admissibles, en particulier sur toutes
les partitions si d = 0. On a la forme exacte:

@, ¥) =2 J (D, Y) 4D dA.
AeV(#)|Red = g
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Le passage de la premiére partie du théoréme a la deuxiéme a été fait par
Langlands (cf. [L], chapitre 7, lemme 7.6). L’assertion pour d = n est le calcul
classique du produit scalaire (cf. [L], chapitre 5). Dans tout ce qui suit on fixe T,
et ¢, Y qui disparaissent des notations. On utilisera aussi la notation suivante,
pour S comme en L5

I s(f, x):= j Cd,/.Cs(/l’ '1)|V(/.) di

AeV(f)|Red=x,|Imi < T
en mettant évidemment des hypothéses convenables sur x pour que cela ait un
sens (cf. I1.6).

II1.2. REMARQUE. Soit # une partition d-admissible; pour calculer
{4(2, A)v(4> on a vu que 'on pouvait d’abord restreindre a V'(4) puis restreindre
la fonction méromorphe obtenue. La restriction & V'(4) peut se faire terme a
terme-dans la définition de {,(#, 4). Comme dans la preuve de ILS, on a:

r(o, =Dy =0 sia¢W(l, 4)

d’ou:
(1) La(fs Ay est la restriction d’abord a V'(#) puis a V(x) de la fonction
suivante:

r(w i Ad(f, A)( Y 1, —A)gb(al)) Y. r(z, we A (—Tw D).

se Wit 4) veW
Supposons, en outre que 'on ait:
(Ap 00n) =1
ou «, est la derniére racine simple. On pose:
V(g = V(H {414 o) = 1}.

On peut alors restreindre de V'(#) & V"(#) avant de restreindre a V() et cela
peut encore se faire terme a terme. Dans cette restriction s’annulent les termes
r(o, — A) pour o ¢ W(1o, £) (cf. L5 pour la notation). On obtient alors, en tenant
compte de I1.6(1), sous 'hypothése ci-dessus:

(2) La(ss Ay est 1a restriction a V'(4) de la fonction:

r(wy, Ad(f, 1) ( Y 1, —l)d)(a,l)) ( Y r(, wﬁi)l//(——tw/,l))

o€ W(TO’ ﬁ) teW
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REMARQUE. On fixe i tel que d < i < T; on pose, ici, S = S; U S;. Alors (cf. la
remarque terminant I1.4) ng(x, 4, Ay, est linverse d’un polyndme si
x =2, + (xy, ..., xg) est telque x;, ..., X, sont generaux et |x,.4f, ..., [x7| <e.
Ainsi, grace a I1.2(2) et ILS5, on voit que {5(, )y (4 est holomorphe en A€ V(4)
de partie réelle égale a x soumis aux conditions ci-dessus et de partie imaginaire
plus petite que T.

COROLLAIRE. Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver que I'on a:

(¢’ ‘/’) =Tz g IT.d,S(/l’ x/z)a
#

ou z parcourt ’ensemble des partitions d-admissibles (py, ..., pr; qy,-..,q5) €t S
parcourt ’'ensemble des sous-ensembles de W de la forme S; U S;pourd <i < T,
Sypour 1 <k <, S;pour 1 <k < s aveck <s'si(4,,«,) = 1(oua,est comme
ci-dessus).

111.3. Preuve du théoréme

On prouve le théoréme par récurrence décroissante sur d. Si d = n, c’est la forme
explicite du produit scalaire. Supposons donc le théoréme démontré pour d + 1
et prouvons le pour d. On fixe ¢, Y, T comme en IIL.1. Soit 4 une partitiond + 1-
admissible; on fixe x 4 un point d + 1, 4-admissible avec les propriétés suivantes:

(1) x4=4,+ (xy,...,Xg), aVeC Xy, ..., X441 grands et généraux et Xy, ...,
Xxr trés petits mais généraux (i.e. non nuls ainsi que leurs sommes et leurs
différences).

Pour z€[0, x,.,], on pose:

x/,(z)=l/,+(x1,..., Xd+1 — 25 eens xT).

# est d-admissible et x ,(x, 1 ;) est un point d, 4-admissible. On va d’abord mettre
It,4.41(/, X 4(x 4(x4+1)) sous une forme convenable puis on calculera la différence
entre It g4 1(f X4) €t It gy 1(/ X ,4(x44 1)) Cest la démarche suivie en ([M-W]).
On a:

LEMME. It 441(4 x4(x4+1)) =1 Z;,,SIT‘,,,S(};, X3), ou la somme porte sur toutes
les partitions (py, ..., Pr; 4y, - - -, q) telles que o= (py, ..., P15 4y - - -» gy) €t il
existe jvérifiant d <j < T (Py, ..., Pr) = (P15 s Pas Pas 15+ 5 Pj> Pas 15 Pjs 1+ - )
et ou S={ceW|lo(pjs))=d+1} ou S={ceW,|lo(pj+;)=—d+ 1)} (on
remarque que p;,, = p; + 1 = pjiy).

On va utiliser I1.6 (4) avec o, =1, 'unique élément de W qui vérifie
W10 ' =8 (ie. si S = {oe Wtel que o(pj+,) = £(d + 1)}, le signe étant fixé
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par S; on a oy(d + 1) = +pj,, et g, effectue les décalages nécessaires, i.e.
ooty =tpourt<dett>pj,,00t)=t— 1pourd+1<t<pj,y) Les hypo-
théses de 11.6(4) sont vérifiées et 'on en tire:

Cd_+11,/zIT,d+1(/l, X4(Xg41)) = cd—,]:IT,d,s(% on/z(xu 1)

On remarque que a¢(x 4(x,+ 1)) est un point d- z-admissible et on sait (cf. IL6 et
I11.4), que {s(%, A) est holomorphe pour |[Im A| < T si Re A est d-Z-admissible.
Ainsi, on peut remplacer o(x ,(x,+,)) par n’importe quel point d--admissible
par exemple x;. D’autre part, on a:

Car1,p = 2AT—d)cgz,
car d;, = d, n(7) = n(4) et le T est le méme pour 2. D’ou:

I'tav1(f X 4(x4+1) = 2T — d)I1,a5(% X3)

et on obtient le lemme en sommant sur 7% et S.
On en déduit immédiatement le corollaire:

COROLLAIRE. ¥ It 44 1(fi 4 X4Xa+ 1)) =1 205 ITa,5(7> X3), 0t la somme de
droite porte sur toutes les partitions d-admissibles (py, ..., Pr; qys .-, qs) et ot S
porte sur tous les ensembles du type (S; U S;) avecd < i < T et p; = 1. La somme de
gauche porte, elle, sur toutes les partitions d + 1-admissibles.

111.4. Calcul de Iy 44 1(4, X4) = It a4 1(fs X4(X441))

On fixe une partition d + 1-admissible, 4. On fait le calcul annoncé dans le titre
en suivant ([L], chapitre 7) i.e. en utilisant le théoréme des résidus. En
particulier, il faut déterminer les hyperplans de V(x) singuliers pour
la+1(f Dv(py qui contiennent un élément 4 tel que Red = x,(z) pour
z€[0, x4+ ] et|Im 4| < T Grace au choix de x ,, toutes les hypothéses de I1.4 ou
l'on fait x = x,(z) et S (notation de IL.4) = W, , sont satisfaites pour tout z.
Tenant compte de I1.6(3) et I1.5, on en déduit que les poles sont au plus simples
(cas 2 pour i =d + 1, cas 3 et 4 de I1.4) et que les résidus sont obtenus en
calculant

Cd+1(/" ;')anH(x/z(Z)7 /h ;")IV(/z) (1)

a une constante prés, notée a qui vaut 1 dans tous les cas sauf le cas 2 de I1.4 ou
elle vaut 1/2 (a est le coefficient de X, dans ny,, (x,(2), £, A)y(s)-

On va écrire séparément tous les cas, mais la méthode est générale; dans
chaque cas, on écrit une partition %, un ¢lément o, de W et un élément X de V(%)
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tels que I'on ait:
Tolx4(2)) = X
et, en posant 1 = aoA, S = W, 00",
ng(x, %, I)W(;,) est un polyndome de degré au plus 1 2

ao{re V(p)n,, (x,4(2), £ Mwip =0}
=V(7) singX, J, Dy est de degré 0
= {Ae V()| ng(%, %, I)V(;,) =0} sinon 3)

Cd+ l(/l’ A)n%+l(x/z(z)5 ﬁ’ i)V(ﬁ)n{i'an+ l(x/,(z),ﬁ,,{)”/(ﬁ):O}
=05 Dy si ns(x, 7, Dy est de degré 0
= — 057 Dijaeviping, 7 Drz=0} Sinon @)

Il ne faut pas que le lecteur s’effraye des différents cas et sous-cas ci-dessous. Ils
ne font que passer en revue les différentes fagons que I'on a d’enlever p; 4, 4 4 et
d’ajouter soit 1 4 I'un de p; (Sest alors S j—10uSj_,,ces notations sont relatives
a %, en remarquant que j devient j — 1 dans %) soit 2 4 'un des g; (éventuellement
aq;=0) (Sest alors S(j+1y2 Sij est impair et S/, sij est pair). Mais il est clair, que
si on ajoute 2 a g; alors que g;_, valait g; + 2, on n’a plus de partition
convenable; on se trouve alors et alors seulement dans un des cas ou ng(%, 7, 7)
est de degré 1. Comme (4) le suggeére, le résidu obtenu sera éliminé par un autre
résidu. Comme pour GL(n), quand on ajoute 1 4 un p;. le point X n’est pas d-7-
admissible et il faut encore parcourir un nouveau chemin; sur ce chemin
(contrairement au cas de GL(n)), on a encore des singularités dont certaines sont
‘Tautre résidu’ ci-dessus et les autres la contribution des partitions ayant un
terme g; qui vaut q;,, + 2 avec S= S(j+1)2 Sij est impair et S, si j est pair
(termes que I’on obtenait pas ci-dessus). Ensuite, il restera a regrouper tous les
termes (y compris le deuxiéme membre de IIL.3 Corollaire) et a utiliser le
corollaire de III.2.

Détaillons chaque cas:

1¢ cas. Il existe i tel qued + 1 <i<Tetx;,, —z=x;+ (p; + 1)/2. Alors
"W, 1(x,4(2), £ Mg = Xa+1 — X — (p;i + 1)/2. On pose:
#=(P1s--s Pa» Pavzs > Pi + 1o P15 Q15 -5 49)
=Py Pr-v 41" qy)
i a=1 et ciy=02m) 'cyz car dy=dz+1, n(p)= n(f) et
(T—d+1)=(T—1)—d)=(T—- d). On pose aussi

oo(d + 1) =p;
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et g, effectue les décalages nécessaires, i.e.

oo(j)=j pourj<d ou j>p;

=j—1 pourd+1<j<p.
En particulier:
S:= W00 ={ceW|ap;_, + 1) =d + 1}.
On pose:
X=Ay+ X4y o5 Xa» Xag25 o0 X+ 1/2, 000, Xp) = oo(x4(2)) € V(7).
On a aussi, ici:
ao(V(A) 0 {Xar1 — Xi = (pi + 1)/2 = 0}) = V(7), ng(%, 7, Dyzy = 1

en tenant compte des hypothéses de généralité sur x,, ..., X4, X444, ..., X7 €t de
I1.3:

2¢°cas. llexisteitelqued + 1 <i< Tetx,,, —z= —x; +(p; + 1)/2. Alors
ny,, (X42), £, Dy # = Xa+1+X;— (p; + 1)/2. On pose, comme dans le premier
cas:

76=(P1s--sPasPav2s > Pit L ooos Prs qus s @) =Py " Pr—1s G417 4s)
Icia=1etcs1,= (271)‘10‘1,,;z comme dans le premier cas. On pose aussi
ood + 1) = —(pi+1)
et o, effectue les décalages nécessaires, i.e.

oo(j)=j pourj<d ou j>pi,,

=j—1pourd+ 1<j<pi,,.
En particulier:
S:= W, 00" ={ceW|a(p) = —(d + 1)
On pose:

X=2z + (Xp5eees Xy Xg42500er X — 1/2,...,xT):oo(x/,(z))e V(%).
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On a aussi, ici:

ao(V(A) 0 {Xas1 — Xi— (pi + 1)/2 = 0) = V(P), ns(%, 7o, Dy =1

comme dans le premier cas.

3¢ cas. Il existe k tel que 1 <k <s et xg41 —2 = (g1 + 1)/2. Alors
nw,, (x4(2), £ Dipy = Xar1 — (@ax-1 + 1)/2. Cecas se différencie en deux sous-
cas.

3% cas a: g,5—5 > gax—1 + 2. On pose:

7’=(pl""’pdapd+2’---apT; q1s -~ -5> 9ak-2> Q21 +25"'9 qs)
=:(Py " Pr-1; 41" )

[cia=1etcsyq,,=02n)" ‘cd‘;, comme dans le premier cas. On pose aussi
oo(d + 1) = g,
et o, effectue les décalages nécessaires, i.e.

oo(j)=Jj pourj<d ouj>g

=j—1 pourd+1<j<pj
En particulier:
S:= W00 = {oeW|o(@ +1)=d + 1}.
On pose:

X

Ap + (Xq5 vy Xay Xag 25 -+ o5 X7) = 00X 4(2)) € V(2).

On a aussi, ici:

ao(V(A) N {Xar1 — (q2x-1 + 1)/2 = 0}) = V(2), ns(%, %, Z)V(;;) =1
cf. I1.3 en tenant compte des hypothéses de généralité faites sur x.
3¢cas b: gy—2 = gax—1 + 2. On pose:

70 =P1s--sPas Qak-25 Pak 2> s P15 Q15+ > dak—35 G2k - - » ds)
=Py P> 41" Gs-2)
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Ici o =1 et cguy = (T—d)2¢c,; car T—(d + 1)+ n(p) = T—d +n(z) + 1,

puisque s a baissé de 2 pour % et T ne change pas pour £ ie. d, non plus. On
pose aussi

god+ 1)=d+1
Go(hk71+t)=d+t pour2<t<q2k72
et o, effectue les décalages nécessaires, i.e.

o'o(j)z_] pouerd Ouj>q;¢
=j+qu_,—1 pourd+1<j<h_;+1

En particulier:
S:= Wii100' = {oeW|a(pysr + 1) =d + 1},
onapy.; +1=d+ 1. On pose:

X=Az+ (xp .00, X8, 0, Xg45, ..., Xp) = Jo(x/z(z))e V(7).

On a aussi, ici:

ns(x, f, I)V(;,) = 2id+1

(cf. IL4) ou X,, ..., X sont les coordonnées naturelles de V(%) et I'on a:
ao(V(A) O { X1 — @ak-y + 1)/2=0}) = V() { X4, =0}

4¢cas. llexiste k tel que | <k <" et xg4y — z = (g + 1)/2. Alors ny,  (x,(2),

/s Mg = Xar1 — (@2 + 1)/2. Ce cas se différencie aussi en deux sous-cas.
4° cas a: q,5_1 > g + 2. On pose:

7= Pas Pavzs o> P15 Q15 - > Qan—15 o +2,...,9)
=Py Pr-15d1 " Gs)

Icia=1etcy,y, = (Zn)‘lcd,;, comme dans le premier cas. On pose aussi

ood + 1) = —(Gk+1)
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et g, effectue les décalages nécessaires, i.c.

oo(j)=j pourj<d ouj>gisy

=j—1 pourd+1<j< g
En particulier:
S:=W 100" ={oeW|o(@ + 1) = —(d + 1)}
X est comme dans le cas 3(a) et le reste est sans changement par rapport au cas

3(a).
4¢ cas b: g5,y = g2, + 2. On pose:

7 =(P1s s Pas dak—1> Pa+2s -5 P15 Q1> -5 D2k—25 Q2k+ 15 - - -5 ds)
=Py " Pr; 41" 45-2)
Icia=1etcyyy, = (T— d)/2c,; comme dans le cas 3b.
god+ 1)=d+1

oo(qr +t)=d+1t pour2<t<qyu_,—1
oo(gk + )= —(d + q21-1)

et g, effectue les décalages nécessaires, i.e.

oo(j)=j pourj<d ouj>qgi,,
=j+qu+1 pourd+1<j<gq.

En particulier:
Si= Wy 100" = Wyuy

Ici X et ng(%, %, A) sont comme dans le cas 3(b) et I'on a les mémes propriétés.

5¢cas. x4+, —z = 1/2 pour G = SO(2n + 1) ou x4, — z = 1 pour G = Sp(2n)
avec g, = 1. Alors n,,, (x,(2), £ Ay vaut 2X,,, — 1 pour G = SO(22n + 1)
(d’ou I'apparition de la constante 1/2 dans ce qui a été dit avant le 1° cas) et
X,+1 — 1 pour G = Sp(2n). Ce cas se différencie en deux sous cas:

5¢ cas (a): g, > 2 pour G = SO(2n + 1) ou 1;,_; > 3 pour G = Sp(2n).

On pose:

]l =(P1, «++sPd>Pa+25 -5 P15 915 -+ -5 9G5> 2)) =:(ﬁ1'”i7T—l; ‘71"'¢~1s+1)
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pour G = SO(2n + 1) Icia = 1/2 et ocyy 1,4 = (27)~ ‘cd’;, car sdevient s + 1 dans
/. On pose

2=t s PasPas2s -+ > P13 Q1> -+ > s + 2) =Py Pr-15 41" " Gy)

pour G = Sp(2n) (on a dailleurs: g, +2=3). Icia =1 et ¢y, = (Zn)“cd,;,
comme dans le premier cas. On pose aussi:

god+1)=n
si G = Sp(2n) ou G = SO(2n + 1) avec s pair et
ood+1)=—n

sinon, o, effectuant sur les autres éléments les décalages nécessaires. On n’écrit
pas S qui se calcule aisément et pour le reste on a les mémes propriétés que dans
les cas 3(a) et 4(a).

5¢ cas(b): g, = 2 pour G = SO(2n + 1) ou g,_, = 3 pour G = Sp(2n). On pose:

%=(P1,---,Pd’ 2"-*’pT; qla"" qs—l)

pour G = SO@2n + 1). Ici @ = 1/2, ¢441,, = (T — d)/2¢; 3. On pose

%=(pl’---’pd’ 3,---’p1';q1""’ qsz, qs)

pour G =Sp(2n). Alors a =1 et ¢y, =(T — d)/2¢y ;. On definit aussi g, par:

ood+1)=d+1)
go(n)=d+2 sig,=2 etsest pair
=—(d+2) sig,=2 etsestimpair
=d+3 et gn—1)=d+2 sig,_, =3,

et g, effectue les décalages nécessaires. On a:

§= VVd+1’
X =25+ (Xps s X35 0, X442, -5 X7),
n§(ia %’ j') = 2‘i'd+l

et on a les mémes propriétés que dans les cas 3(b) et 4(b).
Il faut maintenant prouver (4) puisque (2) et (3) ont été déja vues. La preuve est
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la méme dans tous les cas. On pose:
To = w]"’ow/u
nous n’avons pas besoin de calculer explicitement t,. On pose aussi:
Gd=oag0,!, tT=115', A=o00k

Alors, on a, en tant que fonctions méromorphes de C", par un simple
changement de variables:

Y. o, =Dd(pd) Y, r(t, wA(—1w,2) xr(w,, A)

ge Wy, ew
= ZS, r(3, — NP7 'Zw r(5, wa W (—wy7) x r(wz, 7).
On pose:

Q) = d(f, Anw,, ,(x4(2), ps V(7 1)~ 'ng(%, 71, D)7

c’est une fraction rationnelle de C" et il suffit de prouver qu’elle vaut 1 dans les
cas 1,2, 3(a), 4(a), 5(a) et — 1 dans les 3(b), 4(b), 5(b). Prouvons cela. On fixe S du
type considéré en IL.4; on écrit:

As = {0€A*|VoeS, a(@)eA*},
AS:= A* — Ag, — Ag .

On reprend les notations, I, J,, K, de 1.4. Et I'on a:

dmd= [ La-1

aE K,ninv(Wﬁ)

d’ou

ns(x, f, Ad(4, A) = IT Lo+ J] (BLa-1

aelN(ASUAg ) ae K,

l—_[ (l, &)—1 l_[ ()“’ &)_1 l_[ (('1’ &) - 1)—1

aeJ,NAS aeld, aeK,NAs, -

= I (4 & + 1) I1 4 0-1

ael,N(AsUA;, ) e K,N(AsUAs +)

Lot [ a2

aeJ,NAs, - UAs 4 aeJ,NAS
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Soit g, € W; on pose S = Sag ! et on suppose que S est aussi du type considéré en
L5 pour une partition, notée % On pose 1 = 6¢A, X = 0o(x) et on suppose que
X€ V(7). SoitaeA*; on pose & = ooasiooae A" et & = —a,(a) sinon. On vérifie
que si a € A® alors aeASet quesiaeAg . onadeAg, sid = oonetaeAg_sinon.
Par un calcul immédiat, on obtient:

ns(x, o, Ad(p, Dd(F, )~ 'ns(X, o ™' = (—1)P
ou

D= [{LA(A% U As, ) U (K, N (A5 U Ag L)
U0 (As,+ U As ) ninv(a)},
ouinv(oo) est {ae A* |oo(x)¢ A }. Ainsi, le calcul de Q(4) est le calcul de la parité
de D dans les différents cas considérés. On a:
D = 0 dans les cas 1 et 2 (calcul facile)
D est pair dans les cas 3(a), 4(a), 5(a); (5)
en effet, on a:

A% A inv(e,) = O, Aw,,,. =

{Kin Ay, +0 inv(ap)}l = [{J. N Ay, .+ Ninv(ao)}l.

D’ou Q(4) = 1 dans ces cas.
Dans les cas (b), on vérifie que 'on a, en posant S = W, , (d’otl inv(a,) = AS):

(K, UJ)nAs, . ninviey) = &,
{1, A% ninv(ao)}| = [{K, N A% ninv(ao)}| — 1,
I, vJ)NnAg _ ninv(oy) = &. 6)

D’ou Q(4) = —1 dans ces cas.
Résumons la contribution des résidus obtenus a la différence It (£, X)

- IT,d+l(/¢» X(x441)) @ ‘=7 pres:

(7) dans les cas a:

IT,d,g(%’i)a

dans les cas b:

(T d)2eqy2m f st Ans(%, Ju D

seV(#)| X4, =0, Re =%, [Im 4 <T
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On remarque que dans les 5 cas ci-dessus X est d-z-admissible sauf dans les
cas 1 et 2. Il faut donc encore parcourir un chemin (cf. [M-W], III). Pour cela, on
fixed + 1 <i< Tet z, (resp. z,) tels que le cas 1 (resp. 2) se produise pour ces
valeurs. On note X par X, ou X, suivant le cas considéré. Si I'on est dans le cas 1,
pour z'e[0, 1/2+2x;], on pose X,(z)=4;+ (X1, ..oy Xg5 Xg125 ---»
x;+ 1/2 -2, ..., xp)etsi’on est dans le cas 2, pour z' € [0, 1/2 — 2x;], on pose
X(2) = Az + (X15 oy Xas Xaw2s -os Xi—1/2+ 2, ..., xp}. De cette fagon
x; + 1/2 — 2’ parcourt, en sens inverse, l'intervalle [ —x;, x; + 1/2] tandis que
x; — 1/2 + z' parcourt en sens inverse, 'intervalle [ —x;, x; — 1/2]. Ainsi, on a:

Itas, (7 %1(1/2 + 2x)) + Itag,(Z, %:(1/2 — 2x)) = Itas, s, (7 %),

oux= Az +(X15 . vs Xy Xa425 -5 — X5 ..., X7) €St UN point d-Z-admissible. 11
faut donc calculer les deux différences suivantes:

Itags, (76 X1) — I1a3,(7 %4(1/2 + 2x)))

et

Iras, (7 X2) — I1ag,(76 X2(1/2 — 2x3)

a =g prés. La deuxiéme différence est ‘nulle’ parce que I'on ne traverse pas
d’hyperplan singulier pour {g,(% Z)y(z quand [Im7] < T et Re7 = %,(z) avec
X,(z)ie[—x;, x; — 1/2] (cf. 11.6(3), IL.5 et I1.4). Il n’y a donc qu’a regarder la
premiére différence. On peut alors oublier I'indice 1 et revenira § = S;_,, zetx.
En utilisant les mémes références que ci-dessus, on voit que {5, (% I)W,) a des
singularités pour 7 tel que [Im | < T seulement si Re 1 = X(z') avec z’ = x; ou
1/2 + x;. Ces singularités sont au plus simples et le résidu se calcule en
considérant la restriction aux hyperplans singuliers de:

1/2s, (o Dins,_, (3H2), For Dwizy-

On procéde comme précédemment, i.e. on écrit tous les cas ou il y a des
singularités; dans ces cas, on donne une nouvelle partition, notée ;z un élément
Go€ W et un élément X € V(}). On vérifie 'analogue de (2), (3) et (4).

6°cas. z' = x;, p;—; — 1 est non nul et de la parité des §; mais n’est pas I'un des
g;. On a ng(X, %, 7) = (2X; — 1). Ce cas se différencie en deux:

6° cas (a): p;—, + 1 n’est pas I'un des §;. Alors on pose:

=@y Biots oo Pr-g dn s P + L Doy — 1,00, 3)

=:(§l9 KRS ;T—-Z; ‘zll’ ceey ajs+2)
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ou p;,_; + 1letp,_;, — 1 ont été placés de sorte que I'on ait:
4y > > Gy
On a: 1/2¢43 = (2m) ¢ 3(T—d — 1)~*. On pose:
X=(Kpseees Xgyeens Xp_y).
On note j 'entier compris entre 1 et s + 1 tel que ’on ait f]i = Pp;—; + 1. On pose

k:=[(j + 1)/2]. Je n’écris pas G, qui dépend de la parité de j mais on a les
analogues de (2), (3) et (4), d’ou comme contribution de ce résidu:

(T—d—1)"Ir5(% %)
Si j est impair, et
(T—d — 1) rg(p, )
si j est pair (on utilise, ici, le fait que ¢4y, = 2¢4).
On remarque que ces contributions sont du type des contributions obtenues

dans les cas 3(a), 4(a) et 5(a) mais qu’elles ne pouvaient étre obtenues dans ces cas
lé. car a! = aj'f'l + 2 et aj+l # 0.

6° cas (b): p;—; + 1 est I'un des g;.
On pose:

/l=(ﬁl’-"7pi—l+ 19---,§T—1; ql""’ 21,—2,..., qs),
ou ¢ est 'unique entier tel que g, = p;_, + 1. On pose aussi:

§=l;+(il,..., ii—Z’ 0, ii""’iT—l)

=45+ (Xp ooy Xggsoes Xim 1, 0 Xy gy 000y X7)
On pose kA= [(t + 1)/2] et on définit 6,€ W tel que 'on ait:
0o(dx + 1) = —P;
si t est impair,
G0(Gk+1) = Bi

si t est pair et G, effectue les décalages nécessaires.
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On a:

§:=Ss5' = {ceW|o(Fi_, + )=d + 1}
nsk, 7 A) = 2%,
Go(k(x) = % et (VA {Xi=1/2}) = V(i) n{X =0}

On démontre que ’'on a (en posant %= God):

Ls(For Dng(i(x), Joo 1) = — L5, D3R, Jor 2)

comme en (6) (les égalités de (6) sont vraies en remplacant S par S et § par §)

7¢ cas: 2/ = 1/2 + x; ici on prend % = %, X = X(1/2 + x;), et 5, = identité.

SOUS-LEMME. La contribution des résidus obtenus dans le 7¢ cas quand i et 4
varient s’éliminent avec les résidus obtenus dans les cas 3(b), 4(b), 5(b), 6(b) quand .
varie parmi les partitions d + 1-admissibles.

On fixe 7 comme dans le 7° cas; i esticile i — 1 du 7° cas et 'on écrit % = (py, ...,
P#:dy,---»d5). On sait que p; est de la parité des g;, sans étre I'un d’entre eux. On
suppose d’abord que p; — 2 est I'un des G;. On note 4, la partition d + 1-
admissible:

ﬁ0=(ﬁl’---’ﬁd’ l’ﬁd+1"-~’ﬁi_2""’ I~7T; ‘?1’---’ ‘7t+2""’ éi)

ou t est I'unique entier tel que §, = p; — 2. Dans le 6° cas obtenu a partir de 4, on
a un résidu qui clairement est 'opposé de la contribution de z. Et réciproque-
ment, i.e. les résidus obtenus dans les 6° cas (b) s’¢liminent avec ceux obtenus
dans les 7¢ cas pour des partitions % et des entiers i tels que p; — 2 soit I'un des §;.
Supposons que cette derniére condition ne soit plus vérifié¢e. On pose o, la
permutation qui vérifie:

o\F+ 1) =d+1t

et effectue les décalages nécessaires sur les autres éléments. On pose aussi:

r, x ~ ~ ~

/‘=@1""$ﬁd’i’i’i’d+l"“’ piw"’pT; ql"", q§)$

5=0,%, X=o0,L
On vérifie que l'on a:

G5 Dng(, 2, Dvgpniz=or = Lw,, (For 7)nwm(§, o 7)|V(},)n{)2‘,+,=o}~
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La méthode pour prouver cette égalité est celle déja employée. Ainsi, la somme
des contributions des résidus obtenus dans le 7° cas quand £ et i varient avec les
hypothéses faites sur p;, vaut: (on tient compte du 1/2 qui apparaissait dans (8) et
decequilya (7— d) partitions % qui donnent la méme partition %)

L F-apxen | caz
A€ V(I Byry=0,lIm i < T,Rei=%
x Uy, (o D, 5, 7 ), ©)
ou la somme porte sur les partitions d-admissibles % = By, ..., p% 41, - - -» §5)

telles que p, 4, soit >1 et de la parité des g; et ni p, 4, ni py+, — 2 ne sont I'un
z . o z, %z
des g;. Soit 7 une telle partition; on pose T=T, s =5 et

3 2 £

foo = (Iz’u--—,lz’d’ 1, ;d+2,~"’pT; ‘11,---alz74+1, f’d+1 —2,...,4)
=:(Pys - P15 Q15 -+ Qs+ 2);

ou Py, €t Pyiq — 2 ont été placés de tel sorte que q; > -+ > ¢, ,. On note j
Ientier tel que q; = Pa+1 — 2 (éventuellement q; = 0). Il est alors facile de voir
que la partition % coincide avec 70 dans le cas 3(b) si j est impair, dans le cas 4(b)
si j est pair (q; # 0) et dans le cas 5(b) si g; =0 ou g; = 1 avec j impair (i.c.
G = Sp(2n) et j = s + 2). D’ou la simplification annoncée. On vérifie, ensuite,
aisément que I'on a utilisé exactement une fois les résidus obtenus dans les cas
3(b), 4(b) et 5(b). Cela termine la preuve du sous-lemme.

111.5. Fin de la preuve

Il reste a regrouper toutes les contributions des résidus obtenus dans les cas (a) et
a l'extrémité des premiers chemins. Vérifions que I'on a:

Z IT,d+l(ﬁ, x/z) =71 Z IT,dS(%, x;)
# wS

ou la premiére somme porte sur les partitions d + 1-admissibles, la deuxiéme
somme porte sur les partitions d-admissibles avec S parcourant, pour % = (p,,
<oy P13 Gy, ---» o) fixée Tensemble {($;U Sucicr (Sdi<k<y» Sickes) €n
exceptant §;, si (45, &) = 1 (cf. L5 et IIL2 corollaire).
Fixons S et 7 comme dans le 2° membre;

1°cas. §=S5,08, pourd < i< T.Sip; = 1,15(%, A)est une des contributions du
deuxiéme membre du corollaire de II1.3. Supposons que p; > 1; on pose

ﬁoz(i’l"", i’d’ l’i)d-#'l,---’ pi— 1a--~7 i)T, 211,---, qs)
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On a: %, = 7% dans le cas 1 et 2 et S =S, dans le cas 1 et S = S dans le cas 2.
Ainsi, Ig(%, 7) s’obtient grice aux extrémités des deuxiémes chemins (cas 1 et 2).

2¢cas: § = S,. Si §y4—1 — 2 > o, ON POSE:

/i0=(i)la"-’l~7ds 1’ i’d+l’--~’i7T; 711,---,7121:—1 _2""’21.5)'

et Ig(%, ) s’obtient grace au résidu obtenu en partant de /o le long de
{X4+1 — (qax—1 + 1)/2 = 0} dans le cas 3(a).
Si Gy 1 — 2 = Gy # 0, on pose:

#0:=B1s s Pa> L, Paw1s oo Qato oo o s P15 Qs - o> Aak—25 Gkt 1«5 Gs)

ou g, est placé a n’importe quelle place au dela du 1 et avant le point virgule. Il
ya T+ 1 —d possibilités. La valeur de T pour 4, est T+ 2, on utilise alors la
contribution des résidus du cas 6(a), j impair (notation du cas 6(a)) pour obtenir
Is(7, A).

Si G461 — 2 <0, on utilise le cas 5(a).

3¢cas. §= Si. On proceéde comme pour S, mais il faut g,, > 2 ce qui exclut S,
dans tous les cas ou (4, a,) = 1 (notation ci-dessus).

Il faut vérifier que I'on a utilisé toutes les extrémités des chemins et toutes les
contributions des résidus exactement une fois dans la procédure ci-dessus. C’est
facile et cela termine la preuve.

II1.6. PROPOSITION. Soit 4 une partition de la forme (;q;, ..., q;) avec
g, > -+ > g, (i.e. Porbite de G’ correspondante a comme partition (qy, . .., 4,) et ne
rencontre aucun sous-groupe de Levi propre de G'). Alors la forme bilinéaire sur F
(notation de lintroduction):

.91 5, rio. ~noton) 3, s w00

ceW teW

calculée en A =1, grace a 11.6, est hermitienne de rang exactement 1. Elle
coincide, évidemment, avec:

(¢, '//)H< Y, (o, —i)¢(m1)) ( Y, r(, —i)l//(fl))

oceW teW

calculé en A = 1, grace a 1L6.
On écrit n'(4) pour ny (4, 4, A). I résulte de I1.3 que n'(4) restreint & V'(4) vaut
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1. Ainsi, on définit (Z, .y r(o, —A)P(c4));—; 4 comme étant la valeur de la
fonction de C" holomorphe en 4, suivante (cela est conforme avec I1.6)

Ir(2):=n'(A) ( ZW r(o, —l)(b(al)).
On pose n"(4) = n"(4,, 4, 4) et I'on a:

I'iA):= < Y r(, w,i)x//(—rwﬁl)) n"(2) 1)

teW

calculée en A 4 vaut:

Y r(, W (—TWed)izs,.

teW

On veut démontrer d’abord que I'(4,) = I"(4,). On pose A" = —w/,I et 'on
vérifie immédiatement que 'on a:

I'(2) = Iy (—w, X' (X)L

Il suffit donc de vérifier que n”(—w/,,l’)n'(,l’)_l = 1. Or, en revenant aux
définition et en utilisant 1.4 (3) et (4), on a:

n(—wid)= 1 (=wed a) = 1) [ (=wyd o)t
ueKA’ —inv(Wﬁ) a€d,,
= (_ l)D l_[ (()'7 ah‘) + 1) l—[ (j', a‘)—l’
aeI" aeJ“

ou D est le degré homogéne de n”(4). On a vu qu’il valait 1 en I1.3. D’ou le
résultat cherché.
Il reste & démontrer que pour ¢ bien choisie:

I'4):= ZW r(o, —l)gb(a,l)) n'(4)

estnonnulen A = 4,. On prend ¢ nulle a un trés grand ordre en tout point de la
forme g4, pour g€ Wérifiant g/, # 1,. Pour ce choix de ¢, on a évidemment:

l,('l/’) - (a eW rgtab A/, r(a, - /1)¢(a/1)n’(l)>

|i=l/,
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On restreint d’abord & V'(£) ce qui fait disparaitre de la somme les termes qui ne
sont pas dans W(1, 4). Soit 1 < k < [s/2], on note g, 'élément de W défini par:

O-k(j) =j 81j¢[hk + 17 q;c+ 1]3

okl +t) = —(qr+y —t+1) pour 1 <t <qy.
On a g4, =4, de fagon évidente et o,€ W(T, £). Quand k varie, les o,
engendrent un groupe isomorphe a (Z/2Z)?! (que ’on peut identifier au groupe

A(O) de Luzstig ([Lu], ou il est noté A(u)) ou O est I'obite de G’ associée & 4). On
note ce groupe A 4- On va montrer que l'on a:

W(t, #)"Stabi, = 4. Q)

L’inclusion du membre de droite dans celui de gauche est évidente. Réciproque-
ment, soit g€ W(f, £) n Stab 4,. Pour simplifier I'écriture, on pose:

Aﬁ ::(yla ---’yn)‘

Onay, >y, > >y, > +y; pour tout j > h;. D’oll nécessairement:

o(l)=1,..., a(h,) = h,.

On a:

Ym+1= —Yg, > L,

pour tout j>h; +1 et j#q, Dou a(h, +1)=h, + 1 et o(gy) =g, ou
alhy + 1) = —q5 et a(q) = —(hy + 1).

Dans le premier cas, on doit avoir a(g; — &g,) > 0, pour tout hy < j < ¢, d’ou
0 < 0(j) < g>. Il n’y a qu’une possibilité, puisque o € Stab A4, qui est o(j) = j
pour hy >j < g, Dans le deuxiéme cas, on a (g, 4, — ;) > 0 pour tout
hy +1<j<q,;dou —g, <a(j)<0.1l n’y a encore qu’une possibilité:

a(j) = 0.(j) pourj <.

Il est clair que %:= (g3, - - ., g,) est du méme type que £ et que g}y, 4
méme type que o. Par récurrence, on obtient 'asserion cherchée:

.....

O'EA/V
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D’ou

(Z r(o, —).)qﬁ(al))l' . =( Z_ r(o, —l)(b(o’l))r -
i=4y A=Az

ogeW aEA/,

Montrons maintenant que pour tout 1 < k < [s/2], on a:

(4) r(ox, —4) vue comme fonction méromorphe de V'(4) est holomorphe en
4= A, ety vaut un nombre réel positif.

Remarquons tout de suite que cela termine la preuve de la proposition.
En tant que fonction méromorphe de C” on a, aux facteurs &-pres:

re == [I  L—A— )=k — 4 + 1)

he<j<j <G+

X I1 L(—4; + 2;)/L(—4; £ 4p + 1) xr(2),

h<j<qis1, <J
ou l'on a:
r(A))=1 si G=0(2n)

r()= ] L(=24)/L(1 —24;) siG=SO0@2n+1),

e <j<Gisy

r()= [l L(—4)/L(1 —4;) siG=Sp(2n).
hy<j<gi+q
On écrit A= 4, + (vy, ..., vy) @ laide des coordonnées naturelles sur V'(4).
Supposons d’abord que G = SO(2n + 1) et calculons (toujours aux facteurs &-
pres).

r(4) IT L(—A4;— A;)/L(—4; — Aj + 1)
h<j<J <4+
= I L(-24)/L(=%— g, + 1
h<j<Gy+,
= l—[ L(——201+q2k+1—2t)/L(—21)J+q2k+l—t)
I<t<qa
I1 L(-2v;+2) [] L(—2v;+2)"

zentier impair, —q,, <z <{g, 1<2<qy,

= I L(—2v; + 2) I1 L(=2v;+2)7"

zentier impair, —¢,,<z<0 zentier pair, 1 <z<qy,

- I1 L(2v; + z)/L(—2v; + 2).

zentier pair,2<z<qy,
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Cette fonction est définie en v; = 0 et y vaut 1. Pour G quelconque, on calcule
dans V'(4): (aux facteurs g-pres)

[T L=+ A4)L—4+ i +1)
h<j<qisy <J'

= [1 L(=Ausr £ 4)/L(—2g,, £ 4 + 1)

vy <J'

On remarque que Re(—4,, +4;)>0 au voisinage de 4, et que
Re(— Ay, 1 £ 4j) < 0 au voisinage de 4. (5) est donc holomorphe en 4 = 4, et
on peut calculer directement en faisant 4 = 4; on a alors Ipes1 = —Ag,,,dou:
L(—Ap+1 £ A7) = M(—4q,, F 45 + 1) et la fonction vaut 1 aux facteurs ¢-prés.
Cela termine complétement le cas de G =SO(2n + 1). Les autres cas se

démontrent de fagon analogue.

REMARQUE. On démontre de fagon analogue que (s(z, A) défini sur V()
comme expliqué en IL6 n’est pas nulle.

IV. Le cas des corps de fonctions

Ici k est un corps de fonctions de caractéristique p. On note g le nombre
d’éléments du corps résiduel. La théorie générale est la méme que pour les corps
de nombres (les problémes de convergences disparaissant) (cf. [M]) et nos
démonstrations aussi. Il faut simplement définir, pour tout 4 partition comme
en L1:

V():= {1e(C/2n(logq)~'Z)"| (4, «") e 2n(logq) " 'ZVa eSS},

les notations sont celles de I.3. On change dans la définition de ¢, , (cf. I1.6) 2z en
2n(log q) . (cf. [M-W], IV) et on obtient la forme exacte du théoréme III1 (i.e.
sans que ne s’introduise T). Mais on remarque que V() n’est pas en général
connexe et en particulier réduit a un point si M, = G.
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