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A. Introduction

Soit q un nombre entier naturel non nul.
Une suite u = (u(n))n0 dans le groupe U des nombres complexes de module

1 est dite q-multiplicative si elle vérifie: pour tout nombre entier naturel non
nul t, pour tous nombres entiers naturels a et b, si b  qt, alors u(aqt + b) =
u(aqt)u(b).

Une telle suite est caractérisée par la donnée des valeurs u(kqt) pour k E
{1,2,...q-1} et t ~ N.

La notion de suite q-multiplicative, introduite en 1948 par R. Bellman et
H. N. Shapiro ([BS]), a été étudiée par de nombreaux auteurs ([Coq], [C-K-M],
[Del], [Gue], [Lia], [Mos], {Que], [L-M-M]). Les suites (exp(2i03C0n03B1))n0 où
a E R, (exp(2i03C0sq(n)03B1))n0 où a ~ R et s9(n) désigne la somme des chiffres
du nombre n écrit en base q, ou encore la suite de Van der Corput u( n) =

exp(2i03C003A3j0kj qj) si n = 03A3j0kjqj et kj ~ {0, 1, ..., q-1}, sont des exemples
classiques de suites q-multiplicatives.

Une suite u de nombres complexes est dite strictement ergodique si le sous-shift
qui lui est associé est un système dynamique uniquement ergodique et minimal (cf.
partie D, pour le rappel précis de cette définition). La stricte ergodicité de suites
q-multiplicatives est une question qui a déjà été discutée par M. Keane ([Kea]),
P Liardet ([Lial][Lia2]) ainsi que par B. Mossé et les auteurs ([L-M-M]).

Une suite u de nombres complexes est appelée une bonne suite de poids pour
le théorème ergodique si, pour toute transformation ponctuelle T préservant la
mesure sur un espace probabilisé, la suite d’opérateurs

* Bénéficiaire d’une aide à la recherche du MRT (# O1-92, Préfecture Région Centre).
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L’objet de cet article est de caractériser précisément d’une part les suites q-
multiplicatives strictement ergodiques, d’autre part les suites q-multiplicatives dont
toutes les puissances sont de bonnes suites de poids pour le théorème ergodique.

Nous verrons comment, dans chacun de ces problèmes, on peut se ramener
à l’étude des suites q-multiplicatives telles que, pour tout k entre 1 et q - 1,
limn~~ u(kqn) = 1. Parmi celles-ci nous caractérisons, dans la partie B, celles
qui vérifient:

0 pour tout a E R, la suite V(N, 03B1): = 1 N03A3N-1n=0u(n)e2i03C0n03B1 est convergente
(Théorème 1).

e pour tout a E R, la suite Y(N, a, m) := 1 N03A3N-1n=0u(n + m)e2i03C0(n+m)03B1
converge uniformément en m ~ N (Théorème 2).

e pour tout a E R, la suite (1 M03A3M-1m=0|V(N, 03B1, m) - limn~~ V(n, 03B1)|)N&#x3E;0
converge vers zéro uniformément en M ~ N, M &#x3E; 0 (Théorème 3).

Le Théorème 2 nous permet, dans la partie D, de caractériser les suites q-
multiplicatives strictement ergodiques. Par exemple, dans le cas des suites 2-
multiplicatives, et en notant u( 2n ) = e2i1rOn, ~03B8~ = inf{|03B8 - p|:p E Z} si 0 E R,
on a: la suite un’est pas strictement ergodique si et seulement si il existe un nombre
entier d tel que la suite ~d03B8n~ tende vers zéro avec une vitesse ni trop grande, ni
trop petite, qui se traduit par la divergence de la série En 11 dOn 11 et la convergence
de la série 03A3n~d03B8n~2.

Pour étudier la stricte ergodicité, nous plongeons le sous-shift associé à la suite
u dans une extension d’un odomètre par un groupe compact et nous établissons un
critère de stricte ergodicité pour les fermetures d’orbites dans les systèmes de ce
type.

Le Théorème 3 nous permet, dans la partie C, de caractériser les suites q-
multiplicatives u telles que, pour toute fonction continue p, la suite p(u) soit une
bonne suite de poids pour le théorème ergodique. Par exemple, dans le cas des
suites 2-multiplicatives, cette propriété n’est pas satisfaite si et seulement si il

existe un entier d et un réel a tels que la série 03A3n(d03B8n - 2n03B1) diverge modulo 1 et
la série 03A3n~d03B8n - 2nal12 converge.

Pour démontrer ce résultat, on distingue deux cas: si la suite est à spectre vide
(dans l’exemple précédent c’est essentiellement le cas où En 11 dOn - 2n03B1~2 diverge)
le théorème ergodique pondéré est démontré dans [L-M-M]; si la suite est à spectre
non vide, alors elle est presque périodique au sens de Besicovitch.

Voici quelques exemples simples et significatifs. Nous dirons qu’une suite 2-
multiplicative u est bonne si toute ses puissances sont des bonnes suites de poids
pour le théorème ergodique, et nous noterons u(2 n) = exp(2i03C003B8n). On a alors:

2022 pour 0n = 1 n, ou On = ;2 la suite u est bonne et strictement erdodique;
e pour 03B8n = (-1)n n la suite u est bonne mais n’est pas strictement ergodique;
e pour 03B8n = n la suite u n’est pas bonne et n’est pas strictement ergodique;
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0 pour 0n = 2na + 1 n, où le nombre réel a n’est pas un rationnel dyadique, la
suite un’est pas bonne mais est strictement ergodique.

Notations

Si 03B8 E R, on note e(O) := exp(2i7r0) et 11011 inft 10 - pl: p E Z}.
Si u est une suite q-multiplicative, on note, pour chaque n ~ N, n &#x3E; 0 et k

entier entre 0 et q - 1, u(kqn) = e(03B8kn).
DÉFINITION Al. On appelle noyau de la suite q-multiplicative u et on note N(u)
l’ensemble des nombres réels a tels que pour tout k entre 1 et q - 1,

REMARQUE. On vérifie sans difficulté que le noyau d’une suite q-multiplicative
est soit vide, soit de la forme {03B10+p qn 1 p E Z, n ~ N} pour un nombre réel ao.

B. Convergence des moyennes trigonométriques pondérées par une suite
q-multiplicative dont le noyau contient zéro

Soit u(n) une suite q-multiplicative dans U; on note comme précédemment

On suppose, dans tout ce paragraphe que, pour tout k, limn~~ 03B8kn = 0.
On utilise les notations suivantes:

Remarquons que

On se propose d’étudier le comportement de ces expressions quand N tend vers
+00.
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1. Convergence simple

THÉORÈME 1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(1.1) Pour tout nombre réel a, la suite (V(N, 03B1))N&#x3E;0 est convergente.
(1.2) Pour tout nombre entier m, la suite

est convergente.
(1.3) La série de terme général 03A3kq03B8kn est convergente ou la série de terme

général 03A3kq(03B8kn)2 est divergente.
REMARQUE. Il y a équivalence entre

En effet, d’une part, puisque 03B80n = 0, on a

et, d’autre part,

LEMME B 1. Il existe un nombre rationnel q-adique a tel que, pour tout n  0,

c’est à dire tel que, pour tout N  0, V(q N a) =1 o.

Démonstration du Lemme Bl. Du fait que, pour tout k, lim 03B8kn = 0, on déduit
que

Si cet ensemble est vide, on choisit a = 0. Sinon, on note m son plus grand
élément. Démontrons, par récurrence sur m, qu’il existe un nombre entier p tel
que, pour tout n,
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Du fait que la matrice de Van der Monde A = (e(kp/q))0kq est inversible, on
déduit que

autrement dit qu’il existe un nombre entier r tel que

Les suites (03C1kn)n0 = (03B8kn+kqn r qm+1)n0 définissent une nouvelle suite q-multiplicative
u’ telle que u’(kqn) = e(03C1kn).
Pour tout n &#x3E; m, on a 03A3kq e(03C1kn) = 03A3kq e(03B8kn) ~ 0.
On a 03A3kq e(03C1km) ~ 0 par choix de r.
Donc si l’on pose m’ = max{n ~ N| 03A3kq e(03C1kn) = 0}, on a m’  m.

En appliquant l’hypothèse de récurrence à la suite u’, on obtient: il existe p’ tel
que, pour tout n,

Il suffit de poser p = r+p’.qm-m’ pour achever le raisonnement par récurrence.

Démonstration du Théorème 1. Commençons par montrer l’équivalence des
Propriétés (1.1) et (1.2).

Etape 1. On montre que la suite (V (qN , 03B1))N0 est convergente pour tout
nombre réel a si et seulement si la propriété (1.2) est vérifiée.

Remarquons tout d’abord que si a n’est pas un nombre rationnel q-adique alors
lim V(qN, a ) = 0. En effet, on a

Donc, pour que le suite (V(qN, a ) ) ne converge pas vers 0, il faut que pour tout k E
{1,..., q-1} on ait limn~~ ~03B8kn+kqn03B1~ = 0, ce qui implique limn~~~qn03B1~ =
0, c’est-à-dire que a est un nombre rationnel q-adique.

Si a est un nombre rationnel q-adique, noté a = p qm, on a

ce qui montre la convergence de la suite (V(qN, 03B1)) dès que la Propriété (1.2) est
vérifiée.
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Réciproquement, supposons que la suite (V(qN, 03B1)) soit convergente pour tout
nombre réel a. En prenant pour a le nombre rationnel q-adique défini dans le
lemme B1, on en déduit la propriété (1.2).

Etape 2. Montrons que si la suite (V( qN, 03B1))N0 converge, alors la suite
(V(N, 03B1))N&#x3E;0 converge.

Si N s’écrit en base q, N = 03A3~i=1kiqNi avec Nl &#x3E; N2 &#x3E; ... &#x3E; N~  0 et
(ki,..., ki) E {1,...,q - 1}~, on vérifie que

e Si a n’est pas un nombre rationnel q-adique, on a lim V(N, a ) = 0 car

0 Si a = jk, posons v = lim v(qN, cx).
Fixons - &#x3E; 0 et considérons no E N tel que

avec de plus 1 n0  03B5 et n0  m.
Supposons N1  2no et posons

On a IV(N, a) - v|  Vi(N, a) + V2(N, a) avec

et
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Pour i E h , on a

d’où

Pour i E I2, on a

d’où

On a donc pour tout N  no, |V(N, 03B1) - v|  8qe ce qui démontre la convergence
de la suite (V(N, 03B1)) et finalement l’équivalence des Propriétés (1.1) et (1.2).

Montrons maintenant l’équivalence des Propriétés (1.2) et (1.3).
Pour tout entier n, on a

Donc, si la série de terme général E iq (03B8in - 03B8jn)2 est divergente, la suite
Jq

converge vers 0 pour tout m.
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D’autre part, si la série de terme général 03A3iq(03B8in - 03B8jn)2 est convergente et
pour m assez grand, les suites 

convergent vers une limite non nulle.
La propriété (1.2) sera donc alors vérifiée si et seulement si la suite

converge modulo 27r pour tout m.
Or on a

uniformément en n, d’où

uniformément en n.

Dans le cas où la série de terme général 03A3kq(03B8kn)2 est convergente, la suite

est donc convergente modulo 27r pour tout m si et seulement si la série de terme
général 03A3kq03B8kn converge.

Au vu de la remarque, ceci achève la démonstration du théorème 1.

2. Convergence uniforme

Si la suite (V(N, 03B1))N&#x3E;0 converge alors, pour tout m  0, la suite (V(N, a,
m))N&#x3E;0 converge vers la même limite. On se pose à présent la question de
l’uniformité en m de cette convergence.

THÉORÈME 2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(2.1) Pour tout nombre réel a, la suite (V(N, a, m))N&#x3E;0 converge uniformément
en m.
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(2.2) La série de terme général 03A3kq|03B8kn| est convergente ou la série de terme
général 03A3kq(03B8kn)2 est divergente.

Remarquons que les deux conditions énoncées dans (2.2) sont exclusives l’une de
l’autre.

Démonstration du Théorème 2. Commençons par montrer que la propriété (2.1)
entraîne la propriété (2.2). Supposons que pour tout nombre réel a, la suite
(V(N, 03B1, m)) converge uniformément en m et que la série de terme général
03A3kq(03B8kn)2 soit convergente. Grâce au Théorème 1, on sait que la série de terme
général 03A3kq03B8kn est convergente et on veut montrer qu’il en est de même de la série
de terme général 03A3kq|03B8kn|.

Pour cela, on remarque qu’il existe un nombre réel a tel que lim V(N, 03B1) ~ 0.
En effet, d’après la démonstration du Théorème 1, la convergence de la série de
terme général 03A3kq(03B8kn)2 nous assure que

Choisissons un nombre a = p 2j vérifiant la conclusion du Lemme B 1.
Pour tout L  j et pour tout N &#x3E; L, on a

Du fait que V( qL, a ) ~ 0, et grâce aux propriétés des produits infinis, on en déduit
que

Si m est un nombre entier positif, on l’écrit en base q sous la forme

On a alors

soit, si N  j,
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Puisque la suite V(qN, a, mqN) converge uniformément en m vers une limite non
nulle, on a

lim u(mqN) = 1 uniformément en m.

Or

et la convergence, quand N tend vers +00, de 03A3~i=103B8kiN+mi t uniformément en
(~, k1, k2,..., kl, ml, m2,..., m~) est équivalente à la convergence absolue de
chacune des séries de terme général (03B8kn)n0. L’implication (2.1) ~ (2.2) est
démontrée.

Pour démontrer la réciproque, nous allons utiliser quelques lemmes.

LEMME B2. Pour toute suite q-multiplicative w, on a, pour tous À E C, (t, m) E
N2 et N &#x3E; 0:

où l’on a posé a = [mq-t] + 1 et b = [(m + N)q-t].

Démonstration du Lemme B2. On a d’une part

et d’autre part
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On en déduit que

Ce qui démontre le Lemme B2, puisque qt(b - a)  N.

LEMME B3. On suppose que limN~~ yeN) =1 0.
Soient £ &#x3E; 0, et (t, a) E N2 tels que

et, pour tout t’  t,

Alors on a, pour tout entier N,

Démonstration du Lemme B3. Posons S(m) = Ejmu(jqt).
On vérifie que si m = 03A3~i=1kiqmi avec m1 1 &#x3E; ... &#x3E; m~ et (k1,..., ki) e
t q - 1}~, alors

Soit N un entier fixé. L’entier a s’écrit en base q
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(avec éventuellement i = 0 ou L = 0).
On vérifie alors que

On en déduit, puisque
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et

LEMME B4. On suppose que lim YeN) =1 0.
Soient £ &#x3E; 0, et (t, a, N) E N3 tels que

Alors,

Démonstration du Lemme B4. Le Lemme B4 se démontre sans difficulté par
récurrence sur la longueur 1 du développement de N en base q, N = 03A3~i=1 kiqN i
où (N1 &#x3E; N2 &#x3E; ··· &#x3E; N~  0 et (k1,...,k~) ~ {1,...,q-1}~).

En effet, si 1 = 1 on a

d’après le Lemme B3.
De plus, si la propriété est vérifiée pour 1 on a pour (1 + 1):

en posant bl = a + 03A3~i=1kiqNi,
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De façon analogue, on montre le lemme suivant:

LEMME B5. Soit a = p/qr tel que lim V(N, a) =1 0.
Soient E &#x3E; 0, t E N et a E N tels que

Alors on a pour tout entier N

Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque du Théorème 2. Supposons
donc la propriété (2.2) vérifiée.

D’après le théorème 1, la suite (V(N, 03B1)) est convergente pour tout nombre
réel a.

Cas 1. lim V(N, a) = 0.
En appliquant le Lemme B2 à w(n) = u(n) e(na) et À = 0, on a

ce qui démontre la convergence uniforme en m de la suite (V(N, a, m))N&#x3E;0.
Cas 2. lim V(N, a) 0 0.

On a vu que a est alors nécessairement un nombre q-adique, noté a = p / qT .
En appliquant le Lemme B2 à w(n) = u(n) e(na) et À = lim V(N, a), on a, dès
que t  r:
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D’après le Lemme B5, pour tout - &#x3E; 0, il existe donc t  r, indépendant de m, tel
que

Ceci conclut la démonstration du Théorème 2.

3. Convergence uniforme en moyenne

Dans le cas où la suite (V(N, a, m))N&#x3E;0 est convergente non uniformément en m,
nous allons voir que, en effectuant des moyennes de Césaro sur le paramètre m,
nous obtenons une convergence uniforme.

THÉORÈME 3. Si, pour tout nombre réel 03B1, 03BB(03B1) : = limN~~ V ( N, a ) existe,
alors la suite

converge vers .zéro uniformément en M.

D’après le Théorème 1, l’hypothèse de l’énoncé précédent est équivalent à: la
série de terme général 03A3kq 03B8kn converge ou la série de terme général 03A3kq(03B8kn)2
diverge.

Dans le cas où la série de terme général 03A3kq(03B8kn)2 diverge ou dans le cas où
a n’est pas rationnel q-adique, on sait, d’après ce qui précède, que la limite A(a)
est nulle. Le Lemme B 2 permet de démontrer que, si À( a) = 0, alors la suite
(V(N, a, m))N&#x3E;0 tend vers zéro uniformément en m.

Dans ce cas la conclusion du Théorème 3 est donc acquise. Il nous reste donc,
pour démontrer le Théorème 3, à examiner le cas où a = p/qr, où les séries
03A3n03A3kq(03B8kn)2 et 03A3n03A3kq03B8kn convergent, et où À : = lim V(N, 03B1) ~ 0.

Nous supposerons dorénavant ces conditions satisfaites et nous énoncerons trois
lemmes pour baliser la démonstration du théorème.

LEMME B6. Si k est un nombre positif fixé, la suite (V(N, a, m))N&#x3E;0 converge
uniformément quand m E [0, KN].

Démonstration du Lemme B6. Commençons par une remarque: si (03B8n) est une
suite réelle qui tend vers zéro, alors, pour tout 03B5 &#x3E; 0, il existe une suite d’entiers

(tN) telle que
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et

Soit - &#x3E; 0. On note (tnr) une suite vérifiant les conditions précédentes pour
0n = 03A3kq03B8kn. Si tN  r, on a, d’après le Lemme B2 appliqué à la suite w(n) =
u(n) e( na),

où a = [mq-tN] + 1 et b = [(m + N)q-tN].
On sait que lim |V(qtN, 03B1) - 03BB| = 0

et

Le deuxième terme de la majoration va être contrôlé par l’estimation du Lemme B5.
Pour N assez grand, on a:

D’autre part, si m E [0, KN], on a:

D’après le Lemme B5, on a alors:

Le choix de N assez grand ayant été fait indépendemment de m, le Lemme B6 est
démontré.

LEMME B7.
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Démonstration du Lemme B7. Etape 1. Montrons que

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Or

et il suffit de montrer que

Ceci est vrai car

et on sait, d’après la démonstration du Théorème 1, que le produit infini

Etape 2. Montrons le résultat annoncé.
En utilisant de nouveau Cauchy-Schwarz, il nous suffit de démontrer que

On écrit
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On a

D’une part

d’après la première étape.
D’autre part

Le Lemme B7 est démontré.

Rappelons que a = p/qr.
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LEMME B8. On considère un nombre K &#x3E; 1 et on pose JN = [logq(03BAN)].
On a alors, pour tout A E N, A &#x3E; 0 et tout N &#x3E; ql’,

où limN~~ S03BA (A, N) = 0 uniformément en A.

Démonstration du Lemme B8. Notons J = JN et w(n) = u(n) e(na).
On a

Or w(n + aqj + j) = w(aqJ)w(n + j) quand n + j  qj.
D’où

On pose

On a

On a (2N/qJ)  (4/03BA) et il nous reste à prouver que limN~~ Sk(A, N) = 0
uniformément en A.

Du fait que qJ+1 &#x3E; N &#x3E; qT on déduit que w(aqj) = u(aqJ).


