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CAHIERS DE TOPOLQGIE Vol. XV-1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

UN MOYEN D'EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES DANS A
DES PROPRIETES DE LA CATEGORIE A

par Francois CONDUCHE

Soient A,B,C,... des catégories a limites projectives finies,
éventuellement cartésiennes fermées, CatA,... les catégories des caté-
gories internes associées. On construit dans ces catégories différents
foncteurs: pour f:A-B commutant avec les produits fibrés, le foncteur

Catf; le foncteur FI: CatA - CatA ; les bifoncteurs
Fonct : Catf\ X CatA ~Cat et Fonct, : Catﬁ X Cat, ~ CatA-

Tous ces foncteurs sont construits de la méme fagon. De plus, on remar-
que qu'ils satisfont certaines propriétés universelles, et, pour le vérifier
directement, on refait encore des constructions analogues. Ici il en est
rendu compte de la maniére suivante:

- A tout bifoncteur ¢:A*X B - C vérifiant des conditions de compatibilité
avec les limites de B est associé un foncteur D(qﬁ):Cat}:X Catg ~Cate,
de maniére universelle.

- Cette construction commute avec la substitution, plus précisément:

(a) D(p(f-,-))= D(¢)(Cat/-,-) et
(b) D(p(-, P (-,-))=D(P)(-.D(Y)(-,-)),

ot [ est un foncteur simple, ¢,/ des bifoncteurs vérifiant des conditions
de commutation avec les limites simples. A ce moment-1a2 les propriétés
universelles des objets considérés apparaissent comme conséquence de ce
résultat, appliqué aux équivalences déja connues pour ¢,y ,f, etc. Une
généralisation immédiate aurait pu étre obtenue en affaiblissant les condi-
tions sur f dans (a), ou bien en considérant des polyfoncteurs au lieu de
bifoncteurs; le manque d'exemples réellement intéressants améne & consi-

dérer le cadre présent comme le plus raisonnable.
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2 F. CONDUCHE

0. Notations générales.

0.1. Si C et C' sont des catégories, Fonct(C,C') sera la catégorie
des foncteurs de source C, de but C'; on notera (C,C") et (C,C')/
les sous-catégories pleines de la catégorie précédente dont les objets
sont respectivement les foncteurs commutant avec toutes les limites pro-
jectives finies ou seulement avec les produits fibrés finis. Soit &, la fa-
mille des catégories a limites projectives finies; les données, pour tout
(C,C')e82 de Fonct(C,C'), (C,C"), (C, C')/ définissent trois 2-ca-
tégories, respectivement Cat, Catp ) Cat/. Posons encore, pour trois
catégories A, B,C, Fonct(A*,(B,C))={B,C }A (intuitivement, on

considére que A joue le role d'index).

0.2. Intégrales de foncteurs [6] .

- Soit 2 une catégorie; on note > $ 1a plus petite catégorie qui vérifie
les deux conditions :
(1) ob(Z %) est formé des fleches de R
(2) pour toute fleche a de 2, a n'étant pas une identité, il y a

deux fleches dans £ ¥ suivant le diagramme
A -—

a a
S(a)—— a —— B(a).

Si F:2*X3~C est un foncteur, il détermine un autre foncteur

F§ . Z§ -C par

F$(&)=F(a,S(a)), FS(a)=F(B(a),a),
et on pose sz:l.il” F$.
- Cette construction est fonctorielle, i.e. [ (-) est un foncteur:
>
Fonct(2*x2,C)~C.

EXEMPLE. Si f et g sont deux foncteurs > ~C,

fzbom(/~,g-)3ﬁai(f,g)-

0.3. Catégories internes.

Soit U la sous-catégorie pleine de la duale A* de la catégorie

simpliciale dont les objets sont 1,2,3,4 ; le diagramme ci-dessus sert
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EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES ... 3

a nommer les principales fléches:

0t

— 2 <t 3
- -
9 by

Soit C une catégorie; une catégorie interne R dans C est un
foncteur R:U-C qui envoie «certains» coénes de U sur des produits
fibrés, et la catégorie Cate des catégories internes 2 C est la sous-ca-
tégorie pleine de Fonct(U, C) dont les objets sont les catégories inter-
nes 2 C. On supposera désormais que les catégories (usuelles) considé-
rées sont a limites projectives finies.

1. Le foncteur Fy.
1.1. Le foncteur Do (A, B,C).

Soient trois catégories A,B,C; & un bifoncteur: A*XB-C;
R;, R, des catégories dans respectivement A et B. Ces trois données

définissent un bifoncteur
U*XU"’CQS(RI ) R2')

auquel on associe 1'objet fu ¢(R1 -, R2-).

Cette construction est fonctorielle, c'est-a-dire que l'on a un foncteur
1.1.1. D& (#): Fonct (U, A)*X Fonct(U,B)~C,
dont on considére la restriction
Do (¢): Cat*y X Catg ~C;
ces données sont fonctorielles en ¢, d'ol un foncteur
1.1.2. DJ(A,B,C): Fonct(A*xB, C)~ Fonct(Car* X Caty,C).

Par restriction, on en déduit DJ(A,B,C) défini sur {B,C }A . Le cal-

cul par limites projectives permet d'affirmer que 1'on a alors un foncteur
1.1.3. DO(A,B,C).-{B,C}A~{CatB,c}Ca,A.
1.2, Quelques exemples.

1.2.1. Exemple 1. Soit A une catégorie; appliquons Do (A, A, Ens) au
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4 F. CONDUCHE

foncteur hom :A*X A+ Ens; on a
Do (bhom )= Fonct.

1.2.2. Exemple 2. Soit A une catégorie cartésienne fermée de fermeture
homy (-,-). Alors

Do(A,A,A)(hom, )=Fonct p(-,-),
ot Fonct, (R;,R,) est l'objet des foncteurs de R; dans R,.

1.2.3. Exemple 3. Posons A=Ens/ (la catégorie des ensembles finis).
Soit P:Ens/*XA-'A le foncteur défini par: P(E,a)=af. On pose:

Do(Ens/,A,A)(P)'—‘DiagA.
On obtient : ’
DiagA(l,R)ZR(I), DiagA(Z,R)=R(2). Dz'agA(3,R)=R(3),

ot 1,2,3 sont les ordinaux.

1.3. Représentabilité.

Soient A,B,C tois catégories, ¢ A¥*XB~C un foncteur, R;, R, des
catégories respectivement dans A et B; a tout objet ¢ de C on associe

le bifoncteur U¥XU-Ens: hom(c. (R -, R,-)) et on pose
F¢(c):fubom(c,¢>(R1-,Rz-)).

1.3.1. PROPOSITION. Fy est un foncteur: C*—~Ens qui est représenta-

ble et a pour représentant Do(¢)(R;, R, ).

En effet, on sait que [ commute avec hom(c,-). ®

1.3.2. Autre définition de F¢(R1 'R,).

Soit ¢:A*XB-~C comme ci-dessus et soit ¢ un objet de C. Puis-

que hom(c, d(-,-)) est un distributeur de source A et de but B, on

sait lui associer une catégorie J.(A,B), sous A et B, et deux inclu-

sions
TA 7B
AS“———> J (AB) ~— B

1.3.2.1. PROPOSITION. T, et Tg commutent avec les limites projecti-

ves finies si ¢ est un objet de {B,C }A'
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EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES ... 5

Tp et Tg sont pleins et fideles; si I" est un diagramme projectif dans
A et [ le diagramme associé dans ] .(A,B), un cone projectif sur I
est forcément dans ’I’A(A), d'od la proposition pour T, . Soit maintenant
I" un diagramme dans B et un cone & sommet Tp(a) sur TA(A) sur [';

comme ¢ commute avec les limites projectives de B, on a:
bom(’?’A(a),F'):liﬂ’ hom(T,(a), [v.)=
bom(TA(a),'rB(ljr_nF)).

1.3.2.2. COROLLAIRE. Si R; et R, sont des catégories respectivement

dans A et B, alors TpoR; et TgoR, sont des catégories dans

J.(A,B).
1.3.3. PROPOSITION. Fy(c)=Fonct(TyR; ., TgR, ).
Il suffit de juxtaposer les définitions.

Fonct(TARI,TBRz )Z_beom(’TARI "TBRZ' )=

:fubom(c,¢(R1-,R2-)):bom(c.fu¢(R1 -+ R,-)).
1.4.1. Considérons = $p(R;-, Ry ),
Ny =Ker($(2,i3,),$(id,.2)),
N2:Ker(<£(2,ial),<££ial,2)),
N=N; NN, et c:N=p(2,2).

Comme ¢ commute avec les limites de B,on a:

#(3,3)=4(3,2) . x $(3.,2).
¢ $(3.1)
On dispose de deux fléches:

(g 2).c. $(p,.2).c de N dans H(3,2).

qui commutent avec les projections, d'ol une fléche unique y:N - d;(3,3)-

Posons
H=Ker(P(3, ).y, dlp.2).c).
1.4.2. PROPOSITION (Réduction des diagrammes ).
Hx(Do(A,B,C)P)(R;.R,).

En effet, tous deux sont représentants du foncteur Fonct('rARI ' T R2 ).
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5 F. CONDUCHE

COROLLAIRE. Do () est un sous-foncteur de ¢o( FI¥X Fl).

2. Extension aux fleches.

2.1. On dispose, pour toute catégorie A, d'un foncteur canonique
Cat ) - Cat Cat, défini par limites projectives, et noté FI, ; les deux

structures canoniques de catégories de FI, (R) seront désignées par:

(R(2),Q(R),i s, b,u) e (R(2),Q(R),1,5,B, M)

Q(R)=(R(2) X R(2)) X (R(2) X R(2)).
R(1) R(p) R(1)

La définition de cette structure la fait commuter avec les limites projec-

tives finies, d'ol un foncteur
P:{CatB'C}CaZA——* {CatBy Catc}catA,
par la structure Flp . On pose:

D(A,B,C)=PoD,(A,B,C).

2.2. REMARQUE 1. La définition par limites projectives fait que P

commute avec les intégrales, donc on peut définir directement
D(¢(R, ,RZ))=fU<;b(R1,Fl(R2)),
ce qui fait de D(®)(R;.R,) le représentant du foncteur
fU FOﬂCt('; ¢(R1 ) FI(RZ)))I
a valeurs dans Cat, et on peut écrire
D(¢)(R;, Ry)(2)xTak(ToR;, TgR,),
ce qui justifie la notation FI.
2.3. REMARQUE 2. EXEMPLES.

2.3.1. 1° Soit A une catégorie; appliquons D(A, A, Ens) au fonc-
teur hom; on obtient le foncteur Fonct(-,-) des foncteurs et transfor-

mations naturelles internes.

2.3.2. 2° Comme précédemment D(hom, ) dans une catégorie car-

tésienne fermée est le bifoncteur
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EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES ... 7

FonctA : Cat‘z X CatA——~> CatA.

2.3.3. 3° (cf. l'exemple 1.2.3.) L'extension du foncteur Diag,
défini en 1.2.3 sera notée 5iagA; c'est un bifoncteur de Cat’}‘x Cat,

vers Cat, qui vérifie:

i) [_)_iagEns = Fonct,

ii) Diag, (1,R)~R, Diag,(2,R)~FI(R), Diagp(3,R)~~ Comp(R)
(catégorie des «couples de fléches composables» de R): ona:

Diag ,(3,R)~Diag,(2,R) X  Diag,(2,R).
&a &a %iag(l,R) Ea

2.3.4.Si A=1, B et C quelconques, on a {B,C }AI(B-, C) et de
plus D(f)~ Cat/(/)-' si f est un foncteur commutant avec les limites
finies, D(f) est son extension aux catégories: Catg ~Catc.

3. La bicotégorie S.

3.0. Dans les exemples qui précédent on dispose de plus de relations
entre ces différents bifoncteurs: dans le cas 2.3.2, on dispose des re-

lations
3.0.1. hom (A, hom (B, C))x hom(AXB,C),
bomA(A, bomA(B,C))E bomA(AXB, c),
d'ou 1'on déduit
Fonct(R3, FonctA(RI s RZ))’.“. Fonct(RBXRI , R2 ),

FonctA(R3, FonctA(RI , RZ))E. Fonct A(R3 ><R1 , R2),
toutes relations dues a la fermeture cartésienne de CatA-
3.0.2. Dans l'exemple 2.3.3 de la relation

homg, ((E, bom,(A,B))x bhom(A,P(E,B))

on pourrait déduire directement

Fonct (X, Fonct(R,, R2))14 Fonct(R;, Diag(X, R, )).

3.0.3. En fait, ces résultats sont des cas particuliers d'un résultat bien

plus général: Si A",A,B,C,D,E sont des catégories et si ¢ est un
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8 F. CONDUCHE

foncteur :A*XB~C, Y un foncteur D*XC - E et F un foncteur A"~ A

commutant avec les produits fibrés, on a
(D) D(Y(-,d(=,-)))xD(Y )=, D(p(-,-))),
(ii) D(P(F-,-))xD(p)(Catp-,-),

ce que I'on peut exprimer de maniére plus catégorique.

3.1.1. Le produit direct étant choisi dans Cat de la maniére classique,
pour tout quintuplet (A,B,C,C',C") de catégories on définit un bi-

foncteur ¢, g(C",C', C) par le diagramme ci-dessous:

{c,cmigx{c,C},

cag(C".C',C)

Fonct (A*xB*,(C',C")x(C,C')) — {C,C"}gxa
Fonct( A*X B*, o)

3.1.2. Pour deux catégories C et C' notons {C,C'} la catégorie défi- |
nie comme suit:

-06({C,C'H={(A,f)| AecCat, fe{C,C"}, }.

- Une fléche de source (A,f), de but (A’,f") est un couple (G, a),
ot G est un isomorphisme de source A et de but A’ et @ une transfor-
mation naturelle de source f et de but f'G.

-Si (G,a) est de source (A,f), de but (A',f') et (G',a’) de

source (A’, ') et de but (A", f”), le composé est défini par:
(G',a").(G,a)=(G'.G,(a’'oG)a).
Par ailleurs les bifoncteurs cpp(C", C',C) définissent un bifoncteur
c(cm,c,cj):{c,c"ix{c,c} ——{c,c"}.
L'isomorphisme d'associativité du produit direct de Cat:
(AXA )X A" —=—» AX(A'XA") et Ax1<-A-351xA

permettent i) d'identifier { C, C' }l et (C,C'),
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EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES ... 9

ii) de définir deux équivalences fonctorielles:

idX1

C
{C,CIx1 ———» {cC,c'}x{C C)}
—
toacee)
{c,Cc}
1a~,Xid
1x{c,c} e {c,c'} x{c c}
2 =
g(C,C") <
{c,c'}

iii) de définir pour tout quadruplet (C™,C",C',C) une équi-

valence fonctorielle entre les foncteurs

c(C™ C",C)o(idXc(C",C',C)) et c(C'™,C',C)o(c(C,C",C")Xid).

X id
{em c"yx{c" c}x{C,Cc)——"—{Cm.C'}Ix{C" C}
idXc a(C'",C"z;)C',CJ ]
{Ccm, Cc"} x{Cc", Cc} » {C™, C}
C

Les diagrammes de cohérence sont commutatifs parce que ceux se rap-
portant au produit direct le sont. Ce qui précéde se résume en une propo-
position :
3.1.3. PROPOSITION. Les données suivantes :

(i) 8o la famille des catégories & limites projectives finies;

(ii) pour tout couple (C,C') dans &, , la catégorie {C,C'},

(iii ) pour tout triplet (C,C",C") de 8, le bifoncteur c(C,C",C"),

(iv) pour tout élément C de &, de ide,

(v) pour tout quadruplet (C™,C",C',C) de &, I'équivalence

| a(C",C",C',C),
(vi) pour tout couple (C,C') de &0 les deux équivalences g(C,C'),
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10 F. CONDUCHE

et d(C,C"),
définissent une bicatégorie que l'on notera S et dont la composition sera

notée o .

4. L'homomorphisme de bicategories D.

4.1. THEOREME. (i) La correspondance C-~Cat., application de
8o dans 8o, et la famille des bifoncteurs pc{c,c) définissent un ho-
momorphisme de bicatégories de source et but & (déduit de D);

(ii) de plus D(P(F-,-))>D($)(Catp-,-).

4.2. Démonstration de (ii). Pour toute fléeche y de U notons e, 1'é-
valuation sur y (fléche de Fonct(Cat,,A)); par définition de Cat(F),
on a:Fy e, = e x Cat(F) soit, pour tout 7:¢p=¢':

* % = * ok - * Cat* )
Mx (F ey Xey;) s ( F¥* eyXey.) ﬁ*(eyCatFXey.)
Il en résulte que les deux membres de (ii) sont limites des mémes dia-
grammes.
4.3. D(idc):idcatc: il suffit d'appliquer la remarque 2.3.4 dans ce

cas particulier.

4.4. Compatibilité avec la composition. La démonstration peut se faire

point par point et nous sommes ramenés a étudier 1'équivalence
4.4.1. D(¢oy )(R;, Ry, R ) D(g)oD(y )R, Ry, R3).

Par ailleurs l'extension aux fléches commutant avec les opérateurs, il

suffit de démontrer que

Do(dpoy )(R,, R, Ry )x(D(p)oD(Y)), (R, R,,R3)
c'est-a-dire
4.4.2. D (o J(Ry, Ry, R3)> Do(¢)eD(Y)(R;,R,, RB)'
Ramenons-nous aux définitions des différents membres:

4.4.21.  Do(Ppo)(R;, Ry, R3)x [ doy (R, Ry, Ry),
. <(R1,R2),R3>

Do(@)oD(Y)(R;, Ry Ry [ B(Ry, [ Y (R, FI(R}))),
<Ry, FIRp | <RyR3>
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EXTENSION AUX CATEGORIES INTERNES ... 11

Do(¢)D(y) (R;, Ry, R5)=] bo Y(Ry, Ry, FI(Ry)).
<(Ry, Ry), FIR3)>

On a donc la situation suivante: un foncteur II:U¥X U*XU-~D tel que
le morphisme U - Fonct(U*XU*, D) soit une catégorie et F; et F, deux

foncteurs :
F; =Ilo(8Xid):U*xU~D, F, =FI(11):U*xxUxxUxU~D.
Il faut démontrer que

4.4.2.2. F, o~ F,.

Ju 1 = gy 2
Par ailleurs il est bien clair qu'en appliquant le foncteur hom(d, - )
4 ces objets on peut se ramener au cas ot D =Ens. Donc le théoréme sera

démontré si le lemme suivant est vrai:

4.4.3. LEMME. Soient F,; et F, comme dans 4.4.2.2 avec D= Ens ;

alors F,= F, .
fu I fuxu 2

4.4.3.1. fUFIZ{xGH(2,2,2)|M(x)}, M(x) étant la propriété
II(i9,,i94,2)(x)=11(2,2,i0;)(x) et
I(id;, i3 ,2)(x)=11(2,2,i3,)(x) et
Mg, p,2)(x)=T1(2,2, u)((x,x)).

SysyP = tye FL(IN(2,2,2,2) |M; (y) et My(y)},

ol M; exprime, de la méme maniére que M, la compatibilité de R, et
de la premiére structure de FI et M, la compatibilité de R; et de la
deuxiéme structure de FI.

En effet, la premiére relation est ['écriture de 1.4.2 dans le cas de Ens ;

la deuxiéme exprime la représentabilité dans Cat de D.
4.4.3.2. Soit x efu Fy; le quadruplet
y(x)=(Il(i9;,2,2)(x),11(2,i9,,2)x,11(2,i9,, 2)x,11(i 3, 2, 2) x)

est dans FI(I1)(2,2,2,2), car x vérifie M; pour la méme raison, y(x)

vérifie M; et M, . Donc on a une application /:fu F, —'fU UFZ.
X

Soit 1'application g: fU v F,-1I(2,2,2) «diagonale» définie par le
x

diagramme
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12 F. CONDUCHE

fypyFr ——= T(2,2, 3228 12,2, 2).

Si y vérifie M; et M, , g(y) vérifie M, d'ot l'application
: F, - F, .
& fou 2 fu 1
Par ailleurs
H(Z:Zl,uf)'(H(i31:2’2)(x)1H(Z:iaol2)(x)):

donc gf=1; il en est de méme pour fg.

5. Corollaires du théoreme 4.1.

1° Les exemples de relations données en 3.0.1 et 3.0.2 sont des
applications immédiates de 4.1.

2° Si on dispose sur une catégorie C d'une structure monoidale
fermée de composition ® et de fermeture (-,-), si ® commute avec les
produits fibrés finis ou si Fonct(U,C) posséde un foncteur «catégorie»
associée, notons dans ces deux cas Cat(®)le foncteur‘deCathCatc

vers Catc obtenu. On a alors
Fonct(Cat(®)-,-)~ Fonct(-,(-,-)).

Plus généralement, soit (f,u) un couple d'adjoints tels que [ commute
avec les produits fibrés; alors Cat( f) et Cat(u) sont 2-adjoints ( f

pourra étre une image réciproque et # un 3\7 ).
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