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CAHIERS DE TOPOLOGIE 3° COLLOQUE SUR LES CATEGORIES
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DEDIE A CHARLES EHRESMANN
Vol. XXII-2 (1981) Amiens, Juillet 1980

ANALYSE DANS LES TOPOS LISSES
par Gonzalo E. REYES

1. Certains développements de la Géométrie Différentielle Synthétique
(GDS) ont permis d'envisager une formulation «synthétique» de 1'Analyse
C®, ou l'on suppose que toutes les fonctions considé‘rées sont lisses,
c'est-a-dire, possédent des dérivées continues de tous les ordres. Laclasse
de ces fonctions possede, en effet, une grande stabilité: elle est fermée
par rapport aux opérations algébriques ( addition, multiplication, division),
différentiation, intégration, fonctions implicites, ainsi que d'autres opéra-
f(=)-f(y)
—_—— .
x=y
Cette étude peut se faire en prenant comme base (une forme de)

tions telles que le «le prolongement & R? du quotient

I'axiome de Kock-Lawvere sur I'objet des réels R (qui est un anneau com-
mutatif unitaire):
(KL) L'application a: RXR ~» RP qui envoie (a,b) dans la fonc-
tion [d b a+bd] estunisomorphisme,ou D ={ x¢ R | x2=01}.
Cet axiome exprime que toute fonction définie sur les éléments de
carré nul («infiniment petits du premier ordre») est une droite. La dérivée
f'(x,) peut se définir comme la pente de la droite [ d b f(x,+d)] et on

obtient la formule de Taylor tronquée

f(xo+d) = f(x0)+df"(%,)
qui contient, en germe, tout le formalisme élémentaire du calcul différen-
tiel (cf. [4]).
Sur cette base, A. Kock et moi [S] avons proposé un axiome d'in-
tégration pour les fonctions définies sur des intervalles fermés. Ceci nous

force 4 munir R d'un préordre < compatible avec la structure algébrique

* Recherche subventionnée par le Conseil National de Recherches du Canada et le
Research Council du Danemark,
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de R et tel que

0<n<0 pour tout nilpotent ne R.

Cette demiére condition garantit que tout intervalle fermé [a, b] (avec
a < b) est un sous-objet étale (ou «infinitésimalement ouvert») de R, ce
qui permet de définir la dérivée d'une fonction définie sur un tel intervalle
par la formule de Taylor déja mentionnée.

L'axiome en question se laisse formuler ainsi:

(D) Vre ROV 30 g e RUOIY (e fag0)=0).
On notera
fox f(t)dt=g(x) pourtout xe[0,1].

Tout le formalisme élémentaire du calcul intégral se déduit facile-
ment de cet axiome (en conjonction avec le précédent), mais nous ne nous
y attarderons pas (cf. [5, 6]).

Dans le méme article [5], nous avons montré que (1) est vérifié

dans le modele de Dubuc [1].

Le but de cette note est d'indiquer une méthode de construction de
modéles pour ces deux axiomes (ainsi que pour d'autres qui s'y rattachent).
L'idée de base est de construire des topos «lisses» a partir d'une classe
d'idéaux d'anneaux de la forme C°(R™) . Par passage au quotient, ces idé-
aux définissent une catégorie d'anneaux «lisses» (ou les fonctions C™
sont interprétables) que l'on peut munir d'une structure de site. En choi-
sissant convenablement cette classe d'idéaux ( et le site), on réussit a con-
trbler des propriétés analytiques du topos ainsi défini, propriétés qui peu-
vent se donner a priori.

Plusieurs topos considérés dans le contexte de GDS [7, 1, 2] sont
des cas particuliers de cette construction. Cette méthode est developpée
dans [9], Exposés 5, 6, ou l'on peut trouver les détails des preuves ici
omises ainsi que d'autres renseignements. Dans cette note, nous nous li-
miterons 3 la construction d'un modeéle des axiomes (KL) et (I), modele
basé sur la notion d'idéal W-déterminé (ou déterminé par ses points pro-

ches).
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2. Unanneau C™ est un modeéle de la théorie algébrique dont les opéra-
tions n-aites sont les fonctions lisses de R" dans R, notées C*(R"),
et dont les axiomes sont toutes les équations vérifiées par ces fonctions.
Puisque les polynémes sont lisses, les anneaux C™ sont des R-algébres.
Les momphismes d'anneaux C™ sont les homomorphismes de R-algébres
qui préservent la structure (lisse) additionnelle. On remarquera que C “(R")

est l'anneau libre 4 n générateurs,

EXEMPLES de tels anneaux:
i) L'algebre C* (M) des fonctions lisses sur une variété ¥ ;
1i) Algebres de Weil, c'est-a-dire, les R-algébres locales qui sont
des espaces vectoriels de dimension finie sur R de la forme R@®m et dont
I'idéal maximal m est nilpotent (i.e., m" = ( pour un certain n> 0 );
iii) Algebres de la forme C* (R")/[, ou [ est un idéal (au sens al-
gébrique).

Un idéal 1 C C*(R"™) est W-déteminé ( ou déterminé par ses points
proches) si les morphismes d'anneaux C* de A = C*(R")/] dans les
algebres de Weil séparent les points ( cf. [9]). Intuitivement: F ¢l ssi F
a tous les zéros de | (avec multiplicités). On peut remarquer que cette
notion peut se définir aussi pour des idéaux des k-algebres et k-algebres
de Weil (pour k un corps). On a alors le résultat suivant
PROPOSITION (Krull- Zariski [10]). Tout idéal 1 CRI[[X},..., X, 1] est
W-détermin é.

Un argument semblable (cf. [3] *) donne :

PROPOSITION. Tout idéal 1 C C[X;,..., X, ] est W-détemincé.

Un idéal [ C C™(R") est fermé ssi pour tout fe C(R"),

fel ssi VYaeR" To(f)e To(lI)CRILX,, ..., X, 1],

Ty: C*(R™) > RI[X;,..., X, 1]

est la «série de Taylor au point a». (Le théoréme spectral de Whitney [8]

* Je dois cette référence a G, Wraith,
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affirme que [ satisfait cette condition précisément quand [ est fermé pour
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts d'une fonction
et de ses dérivées.)

Tout idéal W-déterminé est clairement fermé (cf. [9], Exposé 6)
et la réciproque ( suggérée par A. Joyal) est aussi vraie:
PROPOSITION. Si [ C C*®(R") est un idéal, alors | est W-déteminé ssi
I est fermé.
PREUVE. Si [ est ferm¢, les morphismes dans les algebres de la forme
R[{[X;,..., X,11/] séparent les points. D'autre part la proposition de
Krull-Zariski montre que les morphismes de ces demiéres dans les alge-
bres de Weil séparent les points.

Le théoréme de Kojasiewicz [8] nous permet alors de conclure :

COROLLAIRE. Si J =(f;,..,f;)C C™(R™) est engendré par des fonc-

tions analytiques, alors | est W-déterminé.

Dans ce qui suit, nous considererons la catégorie § des algebres
de la forme C”(R™)/J ou | est comme dans le Corollaire. On notera que

les algébres de Weil sont de telles algebres,

3. Pour construire le modéle, nous prenons comme (co)site de définition

la sous-catégorie pleine C d'anneaux C* de la forme C(M )@ X (ou M
o0

est une variété, Xe¢ § et @ dénote le coproduit dans la catégorie d'an-
oo

neaux C™) avec la topologie des recouvrements ouverts :
o0 00
(C (M)g)X -~ C (Ua)gX)
(co)couvre si M =UUa et Ua C M est une sous-variété ouverte Vq.

On peut montrer que C*(M)®X = C*(RFY/K, ou K est W-déterminé.
Soit & le topos de faisceaux sur C, Mc_, Wa I'inclusion de la catégorie

des variétés ( lisses) dans la catégorie des variétés a bord.
THEOREME 1. Le foncteur ma » & défini par
B b B = foncteur«représentable de l'extérieur> par C*(B)

est pleinement fidele et préserve les produits de la forme B XM (og MeJU ).
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Sa restriction & M définit un modéle «pleinement bien adapté» de GDS( en
particulier (KL ) est vérifié ). L'exponentiation par le dual d'une algébre
de F possede un adjoint ¢ droite. L'axiome (1) est vérifié et le morphisme

. D .
canonique R[O 0l R > est un monomorphisme.

On signalera seulement que la vérification de (1) se fait en démon-

trant d'abord le résultat suivant ( de nature «synthétique»):
THEOREME 2. Soit R un anneau qui vérifie (KL ) préordonné tel que
(0)Vxe Ry ( x inversible - dy(x=v2)) o
R20={xeR| x>0}%;
(1) ¥fe RR 3 1geRR (g'=fag(0)=0);
(2)Vfe RR (xf(x)=0 > f(x)=0);
(3N R20 (f(x?)=0 » f(x)=0);
(4)¥feRR (f(x)=f(-x) > ge RR frx)=g(x%)).

Alors (1) est vérifié.

LC'aprés ce théoréme, il suffit de vérifier (0)-(4) dans & . Le seul
point délicat est (3) qui requiert précisément la W-détermination des idé-

aux définissant le site.
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