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Le Théorème de van Kampen
André Gramain1

CAHIERS DE TOPOLOGIE
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

CATEGORIQ UES

VOLUME XXXIII

e" trimestre 1992

ABSTRACT : Van Kampen’s theorem gives a procedure to compute
the fundamental group of a topological space constructed through
pasting together several spaces. The initial motivation was the

computation of the group of the complex projective plane curve.
We give here some details of Van Kampen’s original work before
briefly going through the history of the subject, and we conclude
with covering spaces.

On désigne habituellemnt sous le nom de théorème de VAN KAMPEN
l’énoncé suivant :

Théorème 1 Soit Y un espace topologique, réunion de deux parties ouvertes
Ul et U2 . On pose Uo = U1 n U2 ; on suppose Uo, U1, U2 connexes par
arcs, et on désigne par a un point de Y. Le groupe de Poincaré rr1 (Y, a) est
isomorphe à la sornme des groupes rr1 (U1, a) et 11""1 (U2,a) amalgamée par le
groupe rr1 ( Uo, a) -

En d’autres termes, si l’on note pç et Oi les homomorphismes déduits des
injections canoniques, le diagralnlne

est cocartésien. Cela signifie que rr1 (Y, cc) est solution d’un problème uni-
versel. Pour tout groupe TT, étant donnés des homomorphismes pi et J.l2 de

1 Université de Tours, "gramain@frutrs51.bitnet"
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FIGURES 1 ET 2

7fl(U1,a) et 7fl(U2,a) respectivement dans II, tels que 03BC1 o VI = /-120CP2, il

existe un unique homomorphisme p de rr1(Y, a) dans II tel que 03BC1 = 03BC o v1
et P2 - il 0 y2.

Cet énoncé a été démontré en 1931 par H . SEIFERT [8], [9, §52], non pour
des ouverts U1 et U2, mais pour des sous-complexes d’un complexe simplicial
Y. En 1933, E. VAN KAMPEN retrouve cet énoncé comme cas particulier
d’une situation plus compliquée, issue d’un pr oblème de géométrie algébrique
[11]. Avant d’abor der la question de géométr ie qui est à l’origine du travail
de VAN KAMPEN, quelques remarques s’imposent.

a) Si Up n’est pas connexe, on peut décrire 7fl (1/", a) en ajoutant des
génér ateurs cor respondant à chacune des composantes connexes par arcs de
Up qui ne contiennent pa,s a, (FIG. 1).

b) Si, au lieu de les supposer ouverts, on suppose que Ul et U2 sont
fermées dans Y, l’énoncé n’est plus valable en général ( FIG . 7). Néammoins,
sous certaines hypothèses, comme celles de Seifert par exemple, le théor ème
est valable. Il permet de calculer le groupe de Poincaré d’un holyèdre ou
d’un CW-complexe en calculant celui de son 2-squelette par attachement des
1-cellules, puis des 2-cellules.

c) On peut décrire un cercle comme réunion de deux demi-cer cles ( FIG . 1),
mais il est plus simple de le considérer comnle quotiellt d’un segment par
identification des deux extrémités (FIG. 2). C’est juste111ent à ce genr e de
recollements que s’est intéressé VAN KAMPEN.

1 Complémentaire d’une courbe algébrique plane
Soit r une cour be algébrique plane de degré n dans le plan lmo j ectif com-
plexe P = P2(C). Une droite complexe D en position génér ale rencontre
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FIGURE 3

F en n points. PICARD et LEFSCHETZ ont r emar qué que des petits cercles
dans D, entourant cllacun de ces points d’inter section, convenablement reliés
à un point-base *, for ment un ensemble génér ateur du gr oupe de Poincaré
7ri (P - F, * ) . L’idée de ZARISKI, pour déter miner les r elateur s, est de balayer
le plan P par une dr oite complexe D issue d’un point A pr is hors de F. Les
relations apparaissent lor sque la droite D a un contact avec la courbe, ou
franchit une singularité. C’est à la demande de ZARISKI que VAN KAMPEN
a établi le théorème de topologie approprié, et l’a appliqué à cette situation.
ZARISKI devait ensuite donner le calcul des relations associées à une singu-
larité en fonction de la forme de celle-ci. Nous exposerons le vrai théorème de

VAN KAMPEN pour les recollements au n’2, et nous raconterons la suite de
l’histoire dans les n°S suivants. Mais nous allons d’abord expliquer comment
on calcule le gr oupe d’une courbe algébrique [10].

Soient a une dr oite complexe dans P, et A un point pris hor s de ce et de
F. On note D1, ... , Dm les droites issues de A qui sont tangentes à F, ou
qui contiennent une singular ité. On suppose que chaque dr oite Dj contient
au plus un contact ou une singular ité, et qu’elle rencontre la dr oite et en un
point Aj n’appartenant pas à r. On choisit un pOlllt B de et, distinct des Aj
et n’appartenant pas à r. On choisit des arcs aj plongés dans cx, reliant
aux points Aj . On pose a’. = aj -{Aj, B} , et on suppose les arcs a’ disjoints.

Soit T l’espace obtenu en fendant la droite a le long des ar cs aj. On
obtient T en dédoublant tous les points de a’j en deux points adhér ents chacun



240

FIGURE 4

à l’une des composantes connexes locales de cx - a. et en éclatant le point
B en m points ( FIG . 5). L’espace T est h11éomorphe à un disque fer mé, et
on a une application canonique g de T sur ce. L’application g se prolonge en
une application de R = T x C dans P qui envoie {x} x C sur la droite Ag(x)
privée de A. Soit T’ le disque T privé des images réciproques des points B
et Aj, 1  j  m ; posolls R’ = T’ x C et S’ = R’ - f-1(T). Chaque droite
issue de A, autre que les droites AAj , rencontre F en ii points exactement .
La pr emièr e projection de S’ sur T’ est une fibr ation localement triviale, donc
triviale. L’espace ,S’ est homéomorphe à T’ x Cn, où Cn est égal à C pr ivé de
n points. Si l’on choisit un point- base * == ( x, g) dans S’, le groupe 7r, (S’, *)
est est un gr oupe libre dont les générateurs 91, gn sont les générateurs de
rr1({x} X Cn, *).

On obtient l’espace P - T à partir de S’ par des opérations de recollement.
D’après le théor ème 2, le groupe rr1 ( P - r ) est isomor phe au groupe quotient
du produit libre F * 1fI (S’, *), où F est un gr oupe libre, par le plus petit
sous-groupe distingué contenant les relateurs qui apparaissent lors de ces
recollements.

a) Le recollement le long de aj de deux exemplaires de aj x Cn introduit
un nouveau générateur hk correspondant à un lacet entourant la droite AAj ,
et n relations

où Oi,j décrit la transf111ation que subit le lacet 9i entourant, dans la droite
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FIGURE 5

AM, un peint d’inter section de cette droite avec F, lorsque le point M
parcourt le lacet de classe hj autour de AAj . L’espace obtenu après ces
recollements est homéo1orphe à P privé de F et des droites AB et AAj,
j = 1,...,m.

b) Lorsqu’on adjoint les droites AAj privées du point A et de leurs point
d’intersection avec F, on identifie les éléments hj à l’élément neutre.

c) Enfin, lor squ’OIl adjoint la droite AB, privée de ses points d’intersection
avec F, on introduit une relation

si les générateurs gl ... , gn ont été bien choisis. Cette relation correspond à
l’adjonction d’un point à l’infini dans Cn.

2 Recollement d’espaces topologiques
Soit C un espace topologique connexe par arcs. Soient Bo et B1 deux parties
fermées de C, disjointes, connexes par arcs, et homéomorphes entre elles.
On se donne un espace topologique B et deux homéomorphismes ho, hl de
B sur Bo et B1 respectivement. On note A l’espace topologique quotient
de C par la relation d’équivalence qui identifie en un point les deux points
h0(x) et h1 (x), pour tout x E B. On note f l’application canonique de C
sur son quotient A. On choisit un point-base b dans B ; on pose b0 = ho(b),
bl = h1 (b), a = f ( h0 (b)). On choisit la classe /? d’un chemin reliant b0 à b,
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FIGURE 6

dans C. On note do l’homomorphisme de rr1(B, b) dans rr1(C, b0) déduit de
l’application hp, et v1 l’homomorphisme de rr1 (B, b) dans rr1 ( C, b1) défini par

v1(v) = B-1 h1*(v)B, pour v E rr1(B, b).

Soit F(l) le groulJC libre à un générateur e. On note 03BC l’unique homomor-
phisme du produit libre F (l) * rr1( C, bo ) dans rr1(A, a ) qui induit sur 7r1 (C, bo )
l’homomorphisme rr1 (f, b0) et tel que 03BC (l) = f*(B).

Proposition 1 Sous certaines hypothèses topologiques, l ’homomorphisme J-l
est surjectif, et son noyau est le plus petit sous-groupe distingués contenant
les éléments

v0(v)lv1(v)-1l-1,
où v parcourt rr1(B, b) .

Les hypothèses que fait VAN KAMPEN sont les suivantes. On suppose que
Bo et B, possèdent des voisinages ouverts disjoints M0 et Mi et que :

(a) tout voisinage V d’un point x de Bi dans Mi contient un voisinage
V’ de x tel que les applications de 7rk(V’, x) dans 7rk(V, x), pour k - 0, 1, 2,
soient constantes ;

(1)) tout voisinage W d’un point x de B dans B contient un voisinage
W’ de x tel que les applications de 7rk(MI’, x) dans rrk(W x), pour k = 0, 1,
soient constantes.
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La démonstration de la proposition consiste à subdiviser et déformer les
chemins pour démontrer la surjectivité de l’application M, et à opérer de
même sur les homotopies pour trouver les générateurs du noyau.

C’est bien cette proposition qui a été appliquée au n° 1 avec C = ,S’’. En
réalité, le théorème démontré par VAN KAMPEN est plus général. On ne

suppose pas que C est connexe. On suppose que (BpJeEL est une famille
finie de parties fer mées de C, disjointes, et connexes par arcs, et que l’on a,
pour tout t e L, un homéomorphisme de B sur Be. L’espace A est l’espace
quotient de C obtenu en identifiant en un point chaque falmille de points
(hl(x))lEL, pour x E B. On note (Ci)iEI la famille des composants connexes
par arcs de C. Pour tout l e L, on note n(l) l’élément 1 de I tel que Be C Ci.
On suppose l’application il surjective, on choisit une section 03C3 : I -&#x3E; L de

q, et on pose T = ot( I ), 7 = a o il. Pour tout l E L, on choisit la classe (3R
d’un chemin reliant be à br(l) dans Cn(l) ; loisque t appartient à T, on prend
la classe du chemin constant. On définit les homomorphismes vl de 7T1 (B, b)
dans 1f1 (C, br(f») comme plus haut. On choisit enfin un élément £0 de L.

Théorème 2 L’unique homomorphisme 03BC du groupe

dans rr1(A, a) qui induit 7rl (1, bo(i) sur 7rl ( Ci, b(j( i»), et tel que 03BC(f) = f*(Bl),
pour tout l E L - T, est surjectif. Son noyau est le plus petit sous-groupe
distingué contenant les éléments

pour 

pour

Les hypothèses sont analogues à celles de la proposition 1. Signalons
que VAN KAMPEN prend des espaces métriques et autorise l’ensemble L à
être infini dénombrable. Par ailleurs, le théorème 2 est valable sous des

hypothèses un peu différentes et plus maniables que les conditions (a) et

(b). Disons qu’un espace topologique X est un bon esl)ace s’il est locale-
ment connexe par arcs et si tout point x de X possède un voisinage V tel
que l’application canonique de 7ri (V, x) dans 7ri (X, x) soit constante. Si l’on
désigne par w(X) le groupoïde de Poincaré de X (groupoïde des classes
d’hlmotopie de chemins), la catégorie des revêtements d’un bon espace X
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FIGURE 7

FIGURE 8

est équivalente à la catégorie des w(X)-ensembles. Le théorème 2 est valable
si les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(a’) l’espace A est connexe et bon ;

(b’) l’espace B est connexe et localement connexe par arcs ;

(c’) l’espace C est bon.

Des exemples où l’une de ces conditions n’est pas vérifiée sont donnés par
les figures 7, 8 et 9. Les dessins des figures 7 et 9 r epr ésentent des espaces
en tôle, l’exemple de la figure 8 est en fil de fer. Dans les trois exemples
intervient un espace topologique plan, réunion d’une suite infinie de cercles
passant par un même point, dont les diamètres tendent vers 0 ...
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FIGURE 9

3 Développements

L’article [11] de VAN KAMPEN se termine ainsi : "the path is shown to a more
general theorem, of which however the general formulation would be more
confusing than helpful " . Cette mise en garde semble avoir été respectée
pendant une longue période, mais la curiosité des mathématiciens a fini par
l’emporter sur la complexité des énoncés.

En 1957, P. OLUM remarque que le théorème 1 est équivalent à une suite
exacte de Mayer-Vietoris, en di1ension 1, pour la cohomologie à valeurs dans
un groupe non abélien [7]. En effet, le fait que le diagrammes

soit universel (ou cocartésien) signifie exactement que, pour tout gr oupe II,
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le diagramme

est exact. P. OLUM définit le groupe de cohomologie non-abélienne Hi X, II),
démontre qu’il est is11orphe à Hom(rr1 (X), II), et démontre l’exactitude

du diagralnme ci-dessus pour les groupes de cohomologie par subdivision et
défor1ation de silnplexes.

En 1959, R. CROWELL généralise le théorème 1 à un recouvrement ouvert
(Ui)ic-j de Y, où I est un ensemble quelconque, sous 1 ’hypothèse que les

intersections Ui n Uj soient connexes par arcs et contiennent toutes un nlême
point-base [4]. Dans [12], A. WEINZWEIG étudie le cas d’un recouvrement
ouvert quelconque, ce qui le conduit à une suite exacte

où F est le sous-groupe distingué de rr1(Y) engendré par les images des
groupes fondamentaux des composantes connexes par arcs de toutes les in-
tersections finies d’ellsembles Ui, et H le groupe fondamental d’un complexe
un peu plus subtil que le Iierf du recouvrement. La définition des flèches t
et T utilise des point-bases dans chaque composante connexe par arcs des
intersections finies d’enselnbles Ui et des chemins les reliant. L’exploitation
de la suite exacte n’est pas évidente.

En 1966, R. BROWN aborde élégamment la question des point-bases en
considérant les groupoïdes de Poincaré [2]. Si X est un espace topologique, on
note w(,X) le groupoïde de Poincaré de X, groupoïde des classes d’homotopie
de chemins dans X. Si A est une partie de X, on note w(X, A) le sous-

groupoïde plein de w(X) dont l’ensemble des sommets est .4. Soit Y un

espace topologique connexe par arcs, réunion de deux panties ouvertes Ul et
U2, et soit Uo = Ul nU2. On ne suppose plus que les Ui sont connexes par arcs.
On choisit un ensemble A ayant un point au lllOllls dans chaque composante
connexe par arcs de Uo. On pose A1 = A n Ul , A2 = A n U2, Ao - A1 n A2-
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On démontre alors que le diagramme suivant est cocartésien.

Le foncteur O1 est composée de l’injection de w(Uo, A) dans w(UI, A) et
d’une r étraction de w(Ui , A) sur w(U1, A1) définie par le choix, pour tout
a E A - A2 d’une flèche d’extr émité a, issue d’un point de Ao, dans w(U1, A) .
Les foncteurs O2, Y1 et W2 sont construits de façon analogue.

On sait donc calculer le groupe fondamental de Y si l’on sait calculer le

groupe en un sommet d’une somme amalgamée de groupoïdes. R. BROWN
donne une construction explicite, inspirée de [6], du groupoïde somme amal-
gamée, et un calcul du groupe en un sommet qui lui permettent de retrouver
le théorème 1 en supposant seulement Ul connexe. Il indique aussi comment
retrouver le théor ème 2.

Signalons en outre des travaux plus récents sur les groupes d’homotopie
supér ieurs dans le cadre de catégories de diagr ammes d’espaces [3].

4 Revêtements

Soient X et Y des espaces topologiques et f : X -&#x3E; Y une application
continue. Notons pi et p2 les projections du carré fibré X Xy X sur X,
O1 et 1b2 les follcteurs w(pi) et W(P2) de w(X Xy X) dans w(X). Soit

9 le groupoïde somme amalgamée de deux exemplair es de w(X) par O1 et
’1)2, et soient Y1, Y2 les deux foncteurs canoniques de w(X) dans 9. On
appelle parfois 9 le coégalisateur ou le conoyau du couple (O1 , O2). Comme
les applications f o pi et f o p2 sont égales, il existe un unique foncteur
03BC : g -&#x3E; w(Y) tel que ii, o Y i = w ( f ) pour i = 1, 2. Les questions qui se
posent sont les suivantes :

(Q1) A quelles conditions le foncteur J.1 est-il un isomorphisme ?
(Q2) Donner une descr iption de 9.
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(Q3) Etant donnée une description de 9, donner une description du
groupe en un sommet de Ç.

Si (Ui)iEI est une famille d’ensembles dont les intérieurs recouvrent Y, si
X est l’espace topologique solnlne de la famille (Ui ) et f l’application canoni-
que, résoudre ces questions revient à démontrer la généralisation naturelle du
théor ème 1. Quand au théor ème 2, il correspond tout simplement à X = C,
Y = A.

La question (Q2) a déjà été évoquée (n°3). La réponse est donnée dans
[6], th.3. L’ensemble des sommets de 9 est 1 (.¿Y). Une flèche reliant deux
sommets a et b de 9 est définie par un I110t w = QI Q2 ... ctn , où ak est une
flèche de w(X) reliant un point xk à un l)oint ;2:k de X, de sorte que l’on ait
f (x1 ) = a, f ( zk ) = f(xk+1), f (zn) = b. Un mot obtellu à partir de lU par des
calculs sur les ctk dans w ( X ) définit la même flèche de 9 que w.

La question (Q1) a une pr emièr e r éponse simple donnée par la proposition
suivante qui couvre le théor ème 1.

Proposition 2 Si tout point de Y possède un voisinage sur lequel il existe
une section continue de l’application f , le foncteur fi, est un isomorphisme

La démonstration classique de [4] s’adapte immédiatement. On décom-
pose les chemins et les homotopies dans 1" en petits chemins et petites ho-
motopies qui se relèvent à X.

Sans entrer dans les détails, indiquons une autre méthode permettant
de r épondr e à la question (Q1) sous d’autres hypothèses [1]. Sous des hy-
pothèses convenables sur les espaces, les questions de groupe fondamental
sont équivalentes des questions de revêtements. La surjectivité et l’injectivité
de it se traduisent par la descente des revêtements et des lnorphismes de
revêtements de X à Y ; c’est la méthode utilisée par GROTHENDIECK en

géométrie algébrique [5]. Supposons par exemple que l’aplJlication f soit
fermée, séparée et surjective, à fibres finies, que la diagonale A Y soit ouverte
dans X X Y X et que l’espace X X Y X - AX soit localement connexe par
arcs. La catégorie des revêtements de Y est alors équivalente à la catégorie
des revêtements de X munis d’une ’donnée de descente’. Si l’on suppose que
X et Y sont de bons espaces, le foncteur 03BC est un isomorphisme. Ce résultat
couvre le théorème 2 avec les hypothèses (a’), ( b’ ) , (c’). Il y a d’autres hy-
pothèse sur f , assez voisines des précédentes, qui permettent d’affiller que Il
est un isomorphisme. C’est le cas notam1ent si X est l’espace somme d’une
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famille localement finie ( Ai ) de par ties fer mées de Y, qui sont de bons es-
paces, qui recouvrent Y, et dont les inter sections deux à deux sont localement
connexes par arcs.

La complexité de la question (Q3) est à la mesure de la complexité de
la géométrie combinatoire de l’application f . Cette géométrie se lit dans les
puissances fibrées de X sur Y. Pour le calcul du groupe fondamental, la
seule considér atiolmle X x 1, X et de X Xy X Xy X suffit (dans [12], il était

inutile de fair e intervenir toutes les inter sections finies). Supposons l’espace
Y connexe par arcs, et soit un point de Y. Le groupe 7r1 (Y, a) est isomor-
plle à un quotient du pr oduit libr e des gr oupes fondalnentaux rr1(Xi, xi) des
composantes connexes de X, et d’un gr oupe libr e F(J), où J est l’ensemble
des composantes connexes de A’ Xy X. Pour déterminer les relations, il est
nécessair e de choisir des points-bases dans chaque composante connexe de X,
X x Y X et X x Y X Xy X , et de choisir des chemins j oignant les pr o j ections
de ces points ainsi que leurs images dans Y [1]. Trois familles de relations

apparaissent.
( R1 ) Les génér ateur s superflus de F ( J ) . Ainsi le gr oupe folldamental du

cer cle est un gr oupe libre à un seul générateur (FIG. 1).
(R2) Les relations inter venant dans le théorème 2, ou dans la définition de

la somme amalgamée, qui exprilnent que, si Zj est une composante connexe
de X X y X, les homomorphismes de rr1(Zj, zj) dans rr1(X) déduits de pi et
p2, sont égalisés par 7ri (,f ), à une conjugaison près.

(R3) Des relatiols d’un troisième type sont associées à chaque composante
de X x y X x 1,X. Ces relations apparaissent dans [12]. Dans la démonstration
esquissée au n° 1, si l’on fait simultanément les recollemelits a) et b), les

relations ( R3 ) sont les relations hj = 1.
L’exemple de la figure 10, donné par A. DOUADY, montre deux espaces

topologiques 1’ et 1", chacun r éunion de tr ois sous-espaces fer més dont les
groupes fondamentaux sont libres à deux générateurs, et dont les intersections
deux à deux sont contr actiles. Néammoins, le gr oupe rr1(Y) est libre de rang
5 tandis que Y’ est une surface compacte de genre 3.

Signalons à titr e d’exemple un cor ollair e du théor ème général de VAN
KAMPEN autr e que recollement ou recouvrement. Soit p : X -&#x3E; 1’ un

revêtements connexe, de degré 2, de base connexe. Le groupe rr1 (Y, p( a) )
est une extension de Z / 2 par 7r 1 (X, a, ) , et il peut être utile de savoir de quelle
extension il s’agit. On suppose que X et Y sont de bons espaces. On note s
l’involution de X, y la classe d’un chemin r ellallt Cl, à s (a), o- l’hom11orphi11e
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FIGURE 10

v - -y-1s*(v)y de rr1(X, a) dans lui-nlê111e, À l’élément de rr1(x, a) composé
de q et s*(y) et F(£) un groupe libre de générateur f.

Proposition 3 L ’homomorphisme Il : : F((’) * ir, (X, a) - rr1(Y, p(a)) dont
la restriction à 1fl (X, cc) est rr1(p, a), et tel que J-l( £) = p* (-y), est surjectif.
Son noya2c est le plus petit sous-groupe distingué contenant k £-2 ainsi que
les éléments l o-(v) l-1 v-1 pour tout v E rr1(X, a) .
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